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Introduccién a cédigos lineales

@ Las técnicas para construir cddigos utiles pueden ser extendidas enormemente si
dotamos a los simbolos con las propiedades de los niimeros.

@ Los cddigos ‘aritméticos’para la compresién de datos descritos anteriormente son
un ejemplo.

@ Ahora utilizaremos métodos algebraicos para construir cédigos con el propdsito de
corregir los datos.

@ En el caso de un alfabeto binario B, los simbolos 0 y 1 pueden ser sumados y
multiplicados acorde las siguientes reglas:

0+0=0,0+1=1,14+0=1,1+1=0;

0x0=0,0x1=0,1x0=0,1x1=1.
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@ Utilizando la nomenclatura de Algebra, establecemos que el conjunto B, con
estas operaciones es un Cuerpo, anotado como Fs.

@ El método mas dtil para construir cédigos binarios depende del hecho que el
conjunto F5 de palabras de longitud n en [Fy es un espacio de vectores.

@ Las reglas para la suma de vectores y la multiplicacién escalar son las
siguientes:

(122 .. xn) + (Y12 yn) = (@1 + 11 T2+ Y2 ... T + Yn);

0 x (9511’2 zn) = (00 ),
1 x (LBlIEQ .. ) = (IL‘leQ )
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@ Un subconjunto C del espacio de vectores 5 es un subespacio si cualquier
z,y € C cumplex +y € C.

Definicién 1 (Cédigo Lineal) J

Un cadigo lineal (binario) es un subespacio C del espacio de vectores FY.

@ Por ejemplo, el subconjunto C' = {000, 110,011} de F3 no es un cédigo
lineal, debido a que 110 + 011 = 101, el cual no estd en C.

@ Por otro lado, el cédigo repeticién R,, C Fy, contiene las dos palabras
000...00y 111...11 es un cddigo lineal para cualquier n, ya que
111...11+111...11 = 000...00.
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Hemos visto anteriormente que la construccién de buenos cédigos requiere
un compromiso entre la tasa de informacién p y la distancia minima J. En el
caso de cédigos lineales podemos ser mas especificos con estos pardmetros.

Ya que un cédigo lineal C es un subespacio de F3 tiene una dimensién k,
definida como el tamafio del conjunto minimo de expasién (bases).

Cada elemento de C puede ser expresado de forma (inica como una
combinacién lineal de la bases, por lo que |C| = 2* para algtin k en el rango
0<k<n.

La tasa de informacién de C es

_ log2|C| _ K
- n T n
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@ Entonces es conveniente utilizar k£ en vez de p y usualmente describiremos
un cédigo lineal por los pardmetros (n, k, 9).

@ Para los cédigos en general, encontrar § es tedioso, ya que requiere la
comparacién de todos los pares de palabras codificadas, pero para un cédigo
lineal existe una forma relativamente facil.

Definicién 2 (Peso)

El peso w(x) de una palabra x € F% es el nimero de 1s en x.
Equivalentemente, w(x)=d(x,0), donde 0 denota la palabra de todos los ceros
000...000

Lema 1

Para un cddigo lineal, la minima distancia  es igual al minimo peso de una una
palabra codificada que no es 000 . . .000.
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Ejemplo 1

Establezca los parametros (n, k, §) de los siguientes cédigos lineales.

Dy = {000000, 100000, 010000, 110000},
D, = {000000, 111000, 000111, 111111}.
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Ejemplo 1

Establezca los parametros (n, k, §) de los siguientes cédigos lineales.

Dy = {000000, 100000, 010000, 110000},
D, = {000000, 111000, 000111, 111111}.

Solucién:

@ D, tiene palabra de longitud n=6 y ya que hay 4 = 22 palabras codificadas,
la dimensién es k=2 (y la tasa es p = 1/3).

» El peso de las palabras codificadas distintas de cero es 1,1,2 por lo que
0=1.
» Con este cddigo, no es posible la correccién de errores.

@ D, también tiene dimensién y tasa 1/3, pero la distancia minima es 6 =3,y
es un cédigo de correccién de errores de 1 bit.
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@ La construccién de los cédigos lineales C con los valores de los pardmetros
(n, k,0) estd limitado por el limite de embalaje.

@ Cuando |C| =2*,y § > 2r + 1 (por lo que C es un cddigo de error r) la
condicién es
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Ejemplo 2
Establezca un limite superior para el nimero de palabras codificadas en un cddigo
lineal con longitud de palabra 12, si necesitamos un cddigo corrector error 2.

Solucién:

@ El limite de embalaje es 2%(1 + 12 + 66) < 4096, por lo que 2% < 50
aproximadamente.

@ Ya que k debe ser un entero el maximo posible de 2% es 2° = 32.

@ (Adn no hemos determinado como construir tal cédigo).
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Ejercicio 1
¢ Cual de los siguientes subconjuntos de F3 es un cddigo lineal?
¢y = {000,110, 101,011}, Cy = {000, 100,010,001}.

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Ejercicio 1
¢ Cual de los siguientes subconjuntos de F3 es un cddigo lineal?
¢y = {000,110, 101,011}, Cy = {000, 100,010,001}.

Solucién:
Cy 110+101= 011, 110+011= 101, 101+011= 110.
(5 100+010= 110 No pertenece a (5.
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Ejercicio 2

Supongamos que queremos enviar uno entre 128 mensajes diferentes, y cada
mensaje esta representado por una palabra codificada de longitud 10. ;Es posible
construir un cédigo linear corrector-1 que satisface estas condiciones?
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Ejercicio 2
Supongamos que queremos enviar uno entre 128 mensajes diferentes, y cada

mensaje esta representado por una palabra codificada de longitud 10. ;Es posible
construir un cédigo linear corrector-1 que satisface estas condiciones?

Solucién:

n= 10, k=7

Segiin el limite de embalaje tenemos 2%(1 +n) < 27, 128(1 + 10) < 1024 No se
cumple
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Ejercicio 3

Es necesario asignar a cada estudiante un ndmero identificativo mediante una
palabra binaria. (a) Si hay 53 estudiantes, encuentra menor dimensién posible de
un cédigo lineal para este propdsito. (b) Si el cédigo debe permitir la correccion
de 1 error, encontrar la menor longitud posible de las palabras codificadas.
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Ejercicio 3

Es necesario asignar a cada estudiante un ndmero identificativo mediante una
palabra binaria. (a) Si hay 53 estudiantes, encuentra menor dimensién posible de
un cédigo lineal para este propdsito. (b) Si el cédigo debe permitir la correccion
de 1 error, encontrar la menor longitud posible de las palabras codificadas.

Solucién:
a) 53,26
b) 26(1 +n) < 2™ 1 +n <209 (n = 10);
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Ejercicio 4
Supongase que necesitamos construir un codigo lineal con n=12 y § = 3.
Encuentra un limite superior para la tasa de informacién del cédigo mencionado.
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Ejercicio 4
Supongase que necesitamos construir un codigo lineal con n=12 y § = 3.
Encuentra un limite superior para la tasa de informacién del cédigo mencionado.

Solucién:
2F(1 4+ 12) < 2122k < 212/13;2F < 315,k =8
p=k/n;p=8/12,p=2/3
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Ejercicio 5

Sea B(n,d) que denota la maxima dimension de un cédigo lineal en T3 con
minima distancia 0. Haciendo uso del limite de embalaje mostrar que B(6,3) < 3,
B(7,3) <4, B(8,3) < 4.
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Ejercicio 5

Sea B(n,d) que denota la maxima dimension de un cédigo lineal en T3 con
minima distancia 0. Haciendo uso del limite de embalaje mostrar que B(6,3) < 3,
B(7,3) <4, B(8,3) < 4.

Solucién:

2F(1+6) <20,2F <9 14.k =3
2P(1+7) <2728 <16k =4
2F(1+8) <282k <28 4.k =4
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Construcciéon de cédigos lineales utilizando matrices

@ Anteriormente hemos estudiado el problema de transmitir informacién segtin
una tasa establecida, mientras reducimos la probabilidad de confusién.

@ La idea principal es dividir el flujo original de bits en bloques de tamano k y
asignar una palabra codificada de longitud n a cada uno de los 2* posibles
bloques.

@ O en otras palabras, necesitamos una funcién de codificacién F5 — F3.

@ Dado que F5 y F2 son espacio de vectores, un candidato para tal funcién es
una transformacién lineal, definida por una matriz.
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@ En el contexto del Algebra matricial es a menudo conveniente sustituir una
palabra x, considerada como un vector fila, por el correspondiente vector
columna x'(la transpuesta de x).

@ Por tanto, si E es una n x k matrizen Fy e y en IF"QC entonces la palabra x
definida por 2’ = Ey’ estd en F}.

@ La matriz E define una funcién de codificacién F% — F2.
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Ejemplo 3

En el ejemplo del tema anterior establecimos una regla que asignaba a cada bloque
Yy1Y2y3 de tamafo 3 una palabra codificada x1x2x3x42526 de tamafio 6. Expresa esta
regla en forma de matriz.

T1 =Y
T2 = Y2
xr3 = Y3

T4 =0siys =vyo, Sinoxy =1
x5:05iy2:y3,sinox5:1
26 =0 siy1 = ys, sinoxg =1
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Solucion:
La regla para x4 es x4 = 0 si y1 = y2, si no x4 = 1. Utilizando la estructura algebraica
del cuerpo F2 podemos expresarlos mediante una ecuacién lineal x4 = y1 + y2. De las

misma forma tenemos x5 = y2 + y3 Y 6 = Y1 + y3. Todas las ecuaciones pueden ser
escritas mediante una simple ecuacién de matrices.

1 Y1
T2 Y2
Y1
x3 Y3
= E
T4 Y1+ Y2 zz
5 Y2 + Y3
T6 Y1+ Y3

donde E es la matriz 6 x 3 siguiente:

1 0 0
0 1 0
0 0 1
E= 1 1 0
0 1 1
1 0 1

Como anteriormente, podemos verifica que el cédigo resultante C' C F$ tiene los

pardmetros n = 6, k = 3, and § = 3, y por tanto es un cddigo corrector de error 1 con
una tasa 1/2.
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En general, dado cualquier matriz E' (n x k) sobre Fa, sea C el conjunto
{x € F} | x'=E y'para algin y € F5}.

Si z y w pertenecen a C, tenemos que ' = Ey' y w' = EZ’, entonces
(x+w)'=E (y+z)’, por lo que x + w también estdn en C. Por tanto C es un
cédigo lineal.

Esencialmente, ahora tenemos la respuesta al problema de codificar un flujo
de bits. El flujo es dividido en bloques y de longitud &, y la palabras
codificada para y es x, donde ' = Fy/, para una matriz FE apropiada.

Debemos intentar asegurar que el cédigo resultante tiene buenas
propiedades de correccién de errores, y que existe un método para
implementar la regla MD, que veremos a continuacién.
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Ejercicio 6

Supongamos que codificamos un bloque de bits y1ys . . . yx estableciendo x; = y;
parai=1,2,...k y definimos el bit de verificacion de paridad xy.1 como sigue:
ZTi+1 = 0 si hay un ndmero par de yi's=1, 11 = 1 si el nimero de yi’'s=1 son
impar. Escribir la matriz E tal que x'=E y’.
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Ejercicio 6

Supongamos que codificamos un bloque de bits y1ys . . . yx estableciendo x; = y;
parai=1,2,...k y definimos el bit de verificacion de paridad xy.1 como sigue:
ZTi+1 = 0 si hay un ndmero par de yi's=1, 11 = 1 si el nimero de yi’'s=1 son
impar. Escribir la matriz E tal que x'=E y’.

Solucién:

La matriz seria la identidad para que los 122 ...y, y para i1 seria toda la fila
al

Para el caso de k=3 seria:

_o O =
— O~ O
— -0 O

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Ejercicio 7

peso par.

Mostrar que en el cédigo definido en el ejercicio anterior cada palabra tiene un
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Ejercicio 7
Mostrar que en el cédigo definido en el ejercicio anterior cada palabra tiene un
peso par.

Solucion:

Tenemos solamente dos casos.

a) La palabra tiene un peso par de 1 se afiade un 0 en el cédigo de control, con lo
cual la palabra serd par.

b) La palabra tiene un peso impar con lo cual se afiade un 1 como cédigo de
control, y la palabra vuelve a ser par.
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Ejercicio 8

verificacion de paridad.

Establece la tasa de informacion p y la minima distancia § para el cédigo de
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Ejercicio 8
Establece la tasa de informacion p y la minima distancia § para el cédigo de
verificacion de paridad.

Solucidn:
p= kﬁﬂ 6 = 2. Minimo par por el peso son 2.
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La matriz de verificacién de un cédigo lineal

@ Anteriormente, hemos descrito un método para codificar un flujo de bits
dividiendo en bloques de longitud % y aplicando una matriz E (n x k) para
cada bloque y.

@ En el ejemplo 3 la transformacién ' = Ey’ estaba definida por las
siguientes ecuaciones lineales:

T1 = Y1, T2 = Y2, T3 = Y3,
Te=Y1+ Y2, Ts = Y2+ Y3, Te = Y1 + ¥Y3.

@ Las variables 41, y2, y3 pueden ser eliminadas de la ecuacién, obteniendo

1+ 22 +x4 =022 +23+25=0, 21 +23+ 26 =0.

Nota: -1 = 1 en el cuerpo Fyp.
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@ Estas ecuaciones pueden ser reescritas de la forma de una ecuacién de
matrices Ha' = (', donde

O O =
o = O
= o O

1
H=10
1

O~
== O

@ Por tanto tenemos una forma alternativa de definir el cédigo, como el
conjunto de x tal que Hz' = (', que es un subespacio de F} y por tanto un
cédigo lineal.

@ Podemos determinar el caso general en el siguiente lema.
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Lema 2

Sea E una matriz n x k sobre Fy, de la forma

(4)

@ donde I es la matriz identidad con tamarfio k, y A es cualquier matriz
(n—k) x k.
@ Entonces el cédigo {x € F3 | x'=E y'para algiin y € F&}.

@ puede ser definido como {x € F} | H x'=0'}.

donde H es la (n — k) x n matriz (A l). (I es la matriz identidad con
tamafion — k.)
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Definicién 3 (Matriz Verificacién)
Una matriz H en F5 con m filas y n columnas es la matriz de verificacion para el

cddigo lineal

C = {z € Fp|Ha' = 0'}.

En la definicién H puede ser cualquier matriz m x n sobre F5. Tal y como hemos
definido H tiene la forma estandar (AI), donde A tiene n-m columnas y I tiene m
columnas. Entonces el cédigo correspondiente tiene dimensiones k = n - m. Para
probar esto, tenemos

ail aia ... Q1k 1 0 0

as1 Q22 ... Q32 0 1 0
H=(AIl) =

A1l Am2 .- Gmk 00 ... 1
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Por tanto las ecuaciones H2' = 0 son

1171 + a12x2 + ...+ a1pTE + T =0
(2171 + a22T2 + ... + A2k Tp + T2 =0

Am1X1 + Qoo + ... + amrTr + x, =0

Estas ecuaciones pueden ser reordenadas de forma que los valores
Tk41, Lk+2, - - - Tn, SON definidos en términos de los valores 1, xs, ..., Tk:

Tk4+1 = G11T1 + G12T2 + ... + Q15T
a21%1 + a22X9 + ...+ agLT

TE4-2

Tht2 = Gm1T1 + Am2Z2 + ... + Ak Tk
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@ En una palabra codificada x = x125 ... x,, estableceremos que

T1,T3,...,TE son los bits de los mensajes
Tk41, Tk+2,- - -, Ty SoN los bits de verificacién.

@ Si los bits de mensajes tienen asignados valores arbitrarios, los valores de los
bits de verificacién son determinados por las ecuaciones anteriormente
explicados.

@ Ya que tenemos 2¥ posibles valores de mensajes, la dimensién del cédigo es
k.
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Ejemplo 4

Establezca una lista de las palabras codificadas definidas por la matriz de
verificacion

¢ Cuales son los pardmetros de este codigo?
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Solucién:
Si = z172w374 entonces la condicién Hx' = 0’ tenemos que

z1+23=0, 21 +22 +24 =0.
Podemos reescribir las ecuaciones de forma que x3 y x4 son dados en términos de x1 y
To!
T3 = X1, T4 = T1 + T2.

Las palabras codificadas pueden ser encontradas dando todos los posibles valores a 1,

2 y utilizando las ecuaciones para calcular z3 y x4.

Xro xrs3 X4 PpPeESO

x1

0o 0 0 O 0
o 1 0 1 2
1 0 1 1 3
1 1 1 O 3

El cédigo tiene pardmetros n=4, k=2, y la minima distancia es igual al minimo peso que

no es cero, el cual es § = 2.
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Ejercicio 9

Establece una lista de palabras codificadas definidas por la matriz de verificacion
1 01 00
H=|11 1 0 1 0
01 0 01
?

i Cuales son los parametros de este cédigo
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Solucién:
Si x = 1722374 entonces la condicién Hz' = 0’ tenemos que

z14+23=0,21+224+24=0, 22+ 25 =0.

Podemos reescribir las ecuaciones de forma que x3 x4 y x5 son dados en términos de x1

y Ta:

T3 = X1, T4 = T1 + T2, Ts = T2

r1 X2 I3 T4 Ts PESO
0o o0 0 0 O 0
o 1 0 1 1 3
1 0 1 1 0 3
1 1 1 0 1 4

El cédigo tiene pardmetros n=>5, k=2, y la minima distancia es igual al minimo peso que

no es cero, el cual es § = 3.
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Ejercicio 10

El cédigo C; = {00,01,10,11} pude ser usado para representar 4 mensajes
{a,b,¢,d}. El cédigo C, es obtenido mediante repeticion de cada palabra en C r
veces: por ejemplo, en C'3 el mensaje b es representado por 010101. Muestra que
C,. es un cddigo lineal y establece sus parametros (n, k,d) y la matriz de
verificacion asociada.
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Ejercicio 10

El cédigo C; = {00,01,10,11} pude ser usado para representar 4 mensajes
{a,b,¢,d}. El cédigo C, es obtenido mediante repeticion de cada palabra en C r
veces: por ejemplo, en C'3 el mensaje b es representado por 010101. Muestra que
C,. es un cddigo lineal y establece sus parametros (n, k,d) y la matriz de
verificacion asociada.

Solucion:

Ya que C es lineal por extensiéon podemos determinar que C,. es lineal.
Los parametros son n = 2r,k=2,§ = r.

La matriz de verificacion representa estas ecuaciones r1 = x3 =25 = ...y
Tog =Ty =T — ...
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Construyendo cédigos correctores 1 bit

El siguiente teorema describe una forma muy facil para construir una matriz de
verificacién para un cédigo corrector 1 bit.

Teorema 1

El Cédigo C definido por una matriz de verificacion H es un cddigo corrector 1
cumpliendo que

@ No existe una columna en H con todos los elementos 0Os.

@ No tenemos dos columnas de H idénticas.
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Ejemplo 5

En un ejemplo anterior mostramos que el menor valor posible de n y k para un cédigo
corrector 1 con tasa de informacién 0.8 son n=25, k=20. ; Como podemos construir el
cédigo utilizando una matriz de verificacion?
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Ejemplo 5

En un ejemplo anterior mostramos que el menor valor posible de n y k para un cédigo
corrector 1 con tasa de informacién 0.8 son n=25, k=20. ; Como podemos construir el
cédigo utilizando una matriz de verificacion?

Solucién:

@ H es una matriz m x n con m=n-k = 5 filas.

@ Acorde con el teorema 1, las n= 25 columnas deben ser distintas, y ninguna
columna puede ser cero.

@ Concretamente hay 2° — 1 = 31 posibles columnas y cualquiera 25 de esas
columnas puedan ser elegidas.

Si H esta en forma estdndar las dltimas cinco columnas seran 5 palabras de peso 1,

y las primeras 20 columnas pueden ser cualquiera palabra que no sea cero y
distintas a las 5 dltimas columnas.

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Teorema 2

Sea C' C F4 un cédigo lineal definido por una matriz de verificacion H.
Suponemos que un error en un bit sucede en la transmision de una palabra
codificada (palabra recibida es z).

El error ocurre en el it" bit de z, donde i es determinado por el hecho que Hz' es
igual a la i columna de H.
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@ Asumiendo que no tenemos mds de un bit de error en cada palabra codificada,
podemos hacer uso del procedimiento mostrado en la figura 1.

zesuna
palabra codificada

Mas de 1 bit

Correccion ith bit
de error

Figura 1 : Procesando una palabra recibida z para un cédigo con matriz de
verificacién H
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@ Para cada palabra recibida z el Receptor deber calcular Hz'.
@ Si Hz' =0, entonces z es la palabra codificada correcta.

@ Si HZ' es igual a la columna i*" de H, entonces la palabra codificada
correcta es obtenida cambiando el i*" bit en z.

@ En otro caso, al menos dos bit son erréneos.
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Ejercicio 11
Construya un Cédigo Corrector 1 C € F§ con |C] = 8.
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Ejercicio 11
Construya un Cédigo Corrector 1 C € F§ con |C] = 8. J

Solucion:
H es una matriz m x n con m=n-k.
Del enunciado sabemos que n=6 y k=3, por lo que debemos construir una matriz

3 x 6.

r1T X2 X3 T4 T Te PESO
1 1 1 1 0 0 4
11 0 0 1 0 3
1 0 1 0 0 1 3
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Ejercicio 12
Establezca todas las palabras codificadas que pertenecen a un cédigo lineal con la

siguiente matriz de verificacidn, y encuentra los pardmetros (n, ko) para este
cadigo.

O~ O
o O O
o~ OO
O = =
[ = e}
— o O O
— ==
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Solucién:
La matriz identidad estd formada por las columnas 2,5,3 y 6. Esto significa que zg, =5, 3 y g pueden ser determinadas por
x1, x4 y x7. Explicitamente podemos determinar estas ecuaciones de la forma:

T2 =z + x4 + x7
T5 = x4 + x7
T3 =z + x4 + x7
T = T7

Por tanto, tenemos 8 palabras codificadas determinadas por los bits 1, 4 y 7 (23).

z1 =0, z4 =0, z7 = 0 tendremos z2 = 0, z3 = 0, x5 = 0, g = 0 — 0000000
z1 =0, x4 =0, z7 = 1 tendremos 2 = 1, z3 =1, x5 = 1, zg = 1 — 0110111
z1 =0, 24 =1, z7y = 0 tendremos zo2 = 1, z3 =1, z5 = 1, zg = 0 — 0111100
z1 =0, x4 =1, z7y = 1 tendremos z2 = 0, z3 = 0, z5 = 0, zg = 1 — 0001011
z1 =1, x4 =0, z7y = 0 tendremos zo2 = 1, z3 = 1, z5 = 0, zg = 0 — 1110000
xz1 =1, 24 =0, xz7 = 1 tendremos 3 = 0, z3 =0, x5 = 1, zg = 1 — 1000111
xz1 =1, 24 =1, x7 = 0 tendremos 3 = 0, z3 = 0, x5 = 1, g = 0 — 1001100
ry =1, x4 =1, 7 = 1tendremos z2 =1, z3 =1, x5 =0, zg = 1 — 1111011

Sabemos n=7, k=3 y § = 3 que es la minima distancia posible para cédigo corrector 1.

enegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Ejercicio 13
Una palabra codificada del cédigo definido por la siguiente matriz ha sido
enviada, y la palabra 111010 ha sido recibida.

1 11 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1

ue solamente un error ha ocurrido?

Q S O =

¢ Cual es la palabra codificada, asumiendo
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Ejercicio 13
Una palabra codificada del cédigo definido por la siguiente matriz ha sido
enviada, y la palabra 111010 ha sido recibida.

1 11 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1

ue solamente un error ha ocurrido?

Q S O =

¢ Cual es la palabra codificada, asumiendo

Solucién:

Dada z'=[111010]', encontramos Hz'=[110]', que coincide con la 2 columna de
H, por lo que el error ha sido en el 2 bit.

La palabra correcta es c=101010 y ahora Hc=0".
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Ejercicio 14
En el ejercicio anterior, j Cuantas palabras no pueden ser corregidas, bajo la
suposicion que al menos un error ha ocurrido?
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Ejercicio 14
En el ejercicio anterior, j Cuantas palabras no pueden ser corregidas, bajo la
suposicion que al menos un error ha ocurrido?

Solucién:
@ n= 6, por lo que tenemos 26 = 64 palabras y 23 = 8 palabras codificadas.
@ Cada N;(c) contiene 6+1 elementos.
@ Por tanto 8 x 7 palabras pueden ser corregidas.

@ Por lo que 64 - 56= 8 palabras no pueden ser corregidas.
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El problema de la decodificacién

@ De forma genérica, no hay una forma facil de implementar la regla de decisién
MD. (Dado un conjunto de palabras codificadas C' C B" y una palabra z € B", el
problema es encontrar una palabra codificada ¢ € C' que sea cercana a z, seglin de
la distancia de Hamming).

@ Podemos utilizar el método por fuerza bruta mediante una lista de todas las
palabras codificadas, pero no es un método eficiente.

@ Cuando C' es definido mediante una construccién algebraica, existen maneras de
mejorar la propuesta de fuerza bruta.

@ Generalmente el problema de decodificacién puede ser simplificado utilizando una
técnica conocida como decodificacién por sindrome.
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Definicién 4 (Sindrome)
@ Sea C el cédigo lineal definido por una matriz de verificacion H.
® Para cualquier palabra z € F% el sindrome de z es s, donde Hz' = s'.

@ Si z es una palabra codificada entonces el sindrome de z es la palabra cero
(s =0).

@ Siz es el resultado de realizar un simple error, en el it" de una palabra
codificada, entonces el sindrome es la palabra en la i*"* columna de H.

Lema 3

Dos palabras y, z € F3 tiene el mismo sindrome con respecto a Csiiy = z + ¢,
para algin c € C.
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@ El conjunto de y € F4 tal que y=z+-c para algtin ¢ € C' es conocido como la
clase de equivalencia de z con respecto a C y es denotado como z+C.

@ La Teoria elemental de Grupo define que dos clases de equivalencia son
disjuntos o idénticas (no pueden parcialmente coincidir), por lo que distintas
clases de equivalencia forman una particién de Fy.
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Ejemplo 6

Enumera las clases de equivalencia del cédigo C' C F5 definida por la matriz de
verificacion.
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Solucién:
En el ejemplo 4 mostraremos que C contiene cuatro palabras codificadas 0000, 0101,
1011, 1110.

Ya que |C| =4y |F4| = 2* = 16, hay 16/4 = 4 clases de equivalencias distintas.
La clase de equivalencia 00004-C es la propia C.

Podemos construir una clase de equivalencia distinta z+C escogiendo cualquier z que no
este en la clase de equivalencia, tal que z=1000.

De esta forma, tenemos cuatro clases de equivalencias distintas:

0000+ C 1000+ C 0100+ C 0010+ C

0000 1000 0100 0010
0101 1101 0001 0111
1011 0011 1111 1001
1110 0110 1010 1100
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@ Si el cédigo tiene longitud de palabra n y dimensién k, el nimero de clases de
equivalencias es 2" /2% = 2% = 2™ donde m es el nimero de filas de H.

@ Ya que cada sindrome es una palabra de longitud m, y diferentes clases de
equivalencias tienen diferentes sindromes, todas las posibles palabras en F5* se dan
como sindromes. Es conveniente ordenarlos en un orden definitivo, como por
ejemplo el orden de diccionario.

Definicién 5 (Lider Clase de Equivalencia, Tabla de asignacién de
sindromes)

Un lider de la clase de equivalencia es una palabra de menor peso en su clase de
equivalencia, si existe varias posibilidades, escogeremos una de ellas.

Tabla de asignacion de sindromes es una lista ordenada de pares (s,f) de tal forma
que, para cada sindrome s, f es el lider de la clase de equivalencia para la clase de
equivalencia que tiene el sindrome s.
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@ En la lista de clases de equivalencia del ejemplo 6, el primer elemento es el
que tiene menor peso y puede ser escogido como lider.

@ Sin embargo, en la tercera clase de equivalencia hay dos palabras de peso 1,
y cualquiera de las dos puede ser escogida.

@ Si elegimos 0100 de la clase de equivalencia, y ordenamos los sindromes en
un orden de diccionario, la tabla de asignacion de sindrome quedaria de la
siguiente forma:

sindrome 00 01 10 11
lider claseeq. 0000 0100 0010 1000
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El método de decodificacién del sindrome estd basado en el supuesto que el
Receptor conoce que la matriz de verificacion H para un cddigo C y tiene una
copia de la tabla de asignacion.

En ese caso, la siguiente regla de decisién o : 'y — C puede ser aplicada:

@ Para una palabra recibida z calcular el sindrome s, utilizando la ecuacién
/ !
s'=Hz

@ Establecer el lider de la clase de equivalencia f correspondiente a s

© Definiro(z)=z+ f
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Teorema 3

Con la notacion utilizada anteriormente:
© o(z) =z + f es una palabra codificada
@ No existe palabra codificada ¢ € C tal que d(z,c) < d(z,z+ f).

La primera parte del teorema muestra que o es una regla de decisién vélida.
La segunda parte muestra que es una regla MD.

La eleccidn del lider de la clase de equivalencia corresponde a escoger uno de las
palabras codificadas cercanas a z como la palabra codificada o(z).
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Ejemplo 7

La matriz de verificacion

H:

(i
= = O
o O =
S = O
= o O

define el cédigo C' = {00000,01011,10110,11101}.

Construye una tabla de asignacion de sindromes para C y utilizalo para determinar
o(10111).

v
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Solucién:
Las clases de equivalencia pueden ser establecidas de la forma usual.

La primera clase de equivalencia es 00000 + C = C.

Esta no contiene 10000 (por ejemplo), por lo que la préxima clase de equivalencia es
10000 + C.

Continuando de esta forma podemos obtener ocho clases de equivalencia

00000+C 10000+C 01000+C 00100+C
00010+C 000014-C 00101+C 001114-C.

Tenemos que tener claro que los elementos utilizados para construir las clases de
equivalencia no son necesariamente los lideres de las clases de equivalencia.

Para encontrar los lideres de las clases de equivalencia debemos escoger una palabra de
cada clase de equivalencia que tenga menor peso.
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Por ejemplo, la clase de equivalencia 00111 + C contiene las palabras 00111, 01100
10001, y 11010. Por lo que el lider de la clase de equivalencia puede ser 01100 o 10001.

Supongamos que escogemos 01100 como el lider de esta clase de equivalencia, y
realizamos elecciones similares para otras clases de equivalencia.

Para cada lider de las clases de equivalencia f, el sindrome s para todas las palabras de
esa clase de equivalencia es dado por s’ = H’' f. Ahora debemos crear la tabla de
asignacion de sindromes para C segtin las elecciones realizadas.

000 001 010 011 100 101 110 111
00000 00001 00010 01000 00100 00101 10000 01100
Supongamos que z = 10111 era la palabra recibida.

Ya que Hz' = 001’ el correspondiente lider de la clase de equivalencia es f = 00001 y la
decisién del Receptor sera que o(z) = z + f = 10110.

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



00000
01011
10110
11101

00001
01010
10111
11100

00010
01001
10100
11111

00011
01000
10101
11110
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00111
01100
10001
11010

00100
01111
10010
11001

00101
01110
10011
11000

00110
01101
10000
11011
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El método de decodificacién por sindrome, no siempre mejora el método de
fuerza bruta para implementar la regla MD.

Si la palabra recibida z es comparada con cada palabra codificada para
encontrar cual es la mas cercana, entonces, para un cédigo lineal de
dimensién k, necesitaremos 2¥ comparaciones.

Con la decodificacién por sindrome el Receptor debe tener una copia de la
tabla de asignacién, que contiene 2"* entradas, que puede ser considerado
como un nimero grande.

Afortunadamente, cuando los cédigos son construidos utilizando métodos
algebraicos hay mejores formas de implementar la regla.
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Ejercicio 15

Construir una tabla de asignacion de sindromes para el cédigo definido por la
matriz de verificacion

1 01 0
01 0 1
1100

= O O

Utilizar la tabla para determinar las palabras codificadas correspondientes a las
siguientes palabras: 11111, 11010, 01101, 01110.
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Solucién:

Tr3 =T

T4 = T2

T5 = T1 + T2

00000 00001 00010 00011 00100 00101 00110 00111
01011 01010 01001 01000 01111 01110 01101 01100
10101 10100 10111 10110 10001 10000 10011 10010
11110 11111 11100 11101 11010 11011 11000 11001

sindrome 000 001 010 011 100 101 110 111
lider claseeq. 0000 00001 00010 01000 00100 10000 11000 01100
11111, s =H z= 001, f = 00001, o(z) =
11010, s =H z= 100, f = 00100, o(z
01101, s =H z= 110, f = 11000, o(z
01110, s =H z= 101, f = 10000, o(z

11111 4 00001=11110
11010 + 00100=11110
01101 + 11000=10101
01110 + 10000=11110

— — N —
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Solucién:

01101 00111

00000 3 3
01011 2 2
10101 2 2
11110 3 3

u]
o)
I
i
it
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