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Tema 10. Razonamiento ecuacional
10.1 Pruebas directas
10.2 Pruebas por casos

10.3 Pruebas por induccién



10.1 Pruebas directas

v' El razonamiento formal con programas funcionales es simple

v @racias a la transparencia referencial podemos sustituir términos equi-
valentes

v- Consideraremos las ecuaciones en una definicion de funcidon como equi-
valencias (Axiomas)

EJEMPLO

cambio 2 (a,b) — (b,a)
cambio (z,y) = (y,7)

Demostrar que

V m:a, n::b . cambio (cambio (m,n)) = (m,n)
Axiomas
Vxia, Vyib o cambio (z,y) = (y,z) -— An

Demostracion

cambio (cambio (m,n))
=  {por Az}

cambio (n,m)
=  {por Az}

(m, n)
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10.2 Pruebas por casos

v. Para tipos no recursivos, basta con probar la propiedad para cada cons-
tructor

EJEMPLO

data Bool =  Fulse | True
not :: Bool — Bool
not True = Fulse

not False = True

Demostrar que

YV z::Bool « not (not r) = «
Axiomas

not True = Fualse —— Az
not False = True —— Axn

Demostracion

v Si x es Fulse, hay que demostrar v Si xz es True, hay que demostrar
not (not False) = Fulse not (not True) = True
not (not False) not (not True)
=  {por Az} =  {por Am}
not T'rue not False
—  {por Az} —  {por Axn}
False True

v. La propiedad queda demostrada para cualquier z::Bool
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10.3 Pruebas por induccion

v. Para tipos recursivos, el numero de casos a considerar es infinito
v~ No podemos demostrar todos los casos

V. Se usa la induccion

EJEMPLO
data Nat = Cero | Suc Nat deriving Show

(<+>) .. Nat — Nat — Nat
m <4+> Cero m
m <—+4> Sucn Suc (m <4+> n)

Demostrar que

Vzi:Nat « Cero <4+> v = =z

Principio de induccion para el tipo Nat
P(Cero)
Vz ::Nat . P(x) &< A
Vr ::Nat . P(x) = P(Suc x)

v/ Caso base: Hay que demostrar P(Cero)

v Paso inductivo: Hay que demostrar P(Suc =) supuesto P(x)
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Pruebas por induccion (2)

Propiedad

Vz:Nat « Cero <4+> 2z = =

Axiomas

Y m::Nat .m <+> Cero = m —— Am
Vm, n:Nat «. m <+> Sucn = Suc(m <+> n) -—— An

v~ Caso base: Hay que demostrar
Cero <4+> (Cero = Cero
Demostracion

Cero <+ > Cero
=  {por Am}

Cero

v~ Paso inductivo: Hay que demostrar

Y z::Nat . \(Cero <4+>z = x)/ = (Cero <+> Sucz = Suc z)

VvV
Hipotesis de Induccion

Demostracion

Cero <+> Sucz
=  {por Axn}
Suc (Cero <+> x)
= {por hipotesis de induccion}

Suc x

v. La propiedad queda demostrada para cualquier z::Nat
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Pruebas por induccion (3)

v Las listas también son un tipo recursivo

data[a] = [] | a : [d]

Principio de induccion para listas

{ P[]
Vis i[a] « P(ls) &< A
Vs [a],Vx ia .« P(xs) = P(x: xs)

v Caso base: Hay que demostrar P([])

v" Paso inductivo: Hay que demostrar P(z : zs) supuesto P(xs)

EJEMPLO
suma o [Int] — Int
suma [ ] 0

suma (z : xs) r 4+ suma xs

doble o [Int] — [Int]
doble [] = ]
doble (z : xs) = 2xx : doble xs
Demostrar
V Is:[Int] « suma (doble Is) = 2 * suma ls
v Caso base: Hay que demostrar suma (doble []) = 2 * suma []

v~ Paso inductivo: Hay que demostrar

V xs::[Int], ¥ z::Int .

suma (doble xs) = 2 x suma zs —— Hipétesis de induccion
=
suma (doble (x 1 xs)) = 2 * suma (z : x8)
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Pruebas por induccion (4)

Axiomas
suma [ ] = 0 —— AzSumay
V xiInt, ¥V xs::[Int] « suma (x 1 xs) = x + suma s —— AzSuma
doble [] = [] —— AxDobley
V x::Int, ¥ ws::[Int] « doble (x : xs) = 2xx : doble xs —— AzDoble,

v~ Caso base: Hay que demostrar
suma (doble []) = 2 * suma []

Demostracion

suma (doble [])
=  {por AzDoblei}
suma [ ]
—  {por AzSuma;}
0

v~ Paso inductivo: Hay que demostrar

V xs::[Int], ¥ z::Int .

2 x suma []
=  {por AzSumai}
2 x0
—  {aritmética}
0

suma (doble xs) = 2 x suma zs —— Hip6tesis de induccion
=
suma (doble (x 1 xs)) = 2 * suma (z : x8)

Demostracion

suma (doble (x : xs))

= {por AzDobley}

suma (2 x . doble xs)
{por AzSumay}

2x 1 + suma (doble xs)

=—  {por hipotesis de induccion}
2xx + 2% suma s

I

Informatica — Pepe Gallardo — Universidad de Malaga

2 x suma (x : xs)

— {por AzSumas}
2 x (x + suma xs)

—  {distributiva de () y (+)}
2xx + 2% suma xS
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Pruebas por induccion (5)

v" Los arboles binarios son un tipo recursivo

data ArbolB o« = VacioB | NodoB (ArbolB a) a (ArbolB a)

Principio de induccion para el tipo ArbolB a

P(VacioB)
AN
Yi,d : ArbolB a, Vr :a .
P(i) AN P(d) = P(NodoB i r d)

vVt i ArbolB a . P(t) &

v" Caso base: Hay que demostrar P(VacioB)

v" Paso inductivo: Hay que demostrar P(NodoB i r d) supuestos P(i) vy
P(d)

v" Los arboles generales son un tipo recursivo

data Arbol a« =  Vacio | Nodo a [Arbol a]

Principio de induccién para el tipo Arbol a

P(Vacio)
N
Vas i [Arbol a], Vr = a .
Vrexs . P(x)= P(Nodor xs)

vt i Arbol a . P(t) &

v/ Caso base: Hay que demostrar P(Vacio)

v" Paso inductivo: Hay que demostrar P(Nodo r zs) supuesto P(z) para
todo z perteneciente a s
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Propiedades con varias variables

v. Sien la propiedad aparecen varias variables, se puede hacer la induccion
sobre cualquiera de ellas

v Si al intentarlo sobre una concreta la demostracion se complica, lo
intentamos sobre otra

EJEMPLO

length o [a] — Int

length [] = 0

length (z - xs) = 1 + length xs

(+H) i [a] — [a] — [d]

[] Hys = ys

(z:xs) H ys = =z : (xs H ys)

Demostrar:

V xs, ys:[a] . length (xs H ys) = length zs + length ys
AXxiomas:

length [] = 0 —— AzxLengthy

Vxia, Vasifal .« length (x:xs) = 1 + length xs —— AzLength,

V ys::[a] - [] H ys = ws —— AzConcat
Vzia, Vasifa], Vysila] « (z:xs) H ys = = : (xs H ys) —— AzConcaty
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Propiedades con varias variables (2)

Propiedad

V xs, ysi[a] . length (xs H ys) = length zs + length ys

V. Por induccién sobre xs

v~ Caso base: Hay que demostrar

V ys::[a] « length ([] H ys) = length [] + length ys

v~ Paso inductivo: Hay que demostrar
V xs:[al], VY zia .
V ys:[a] « length (zs H ys) = length xs + length ys

=
V ys:[a] « length ((z: xs) H ys) = length (z : xs) 4+ length ys

v/ Por induccion sobre ys

v~ Caso base: Hay que demostrar

V xs:[a] « length (zs H []) = length xs + length []

v~ Paso inductivo: Hay que demostrar

YV ys:fa], YV yia.
V xs:i:[a] . length (xs H ys) = length xs 4+ length ys
=
V xsi:[a] . length (xs H (y : ys)) = length zs + length (y : ys)
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Objetivos del tema

El alumno debe:

v. Conocer como razonar formalmente con programas funcionales

v. Conocer cOmo razonar con tipos no recursivos

v" Conocer como razonar con tipos recursivos (principios de induccion)

V' Saber demostrar propiedades usando los métodos anteriores
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