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Practica 1

1.1 Define un operador (|||) que devuelva True si y solo si tan solo uno de sus
argumentos es True. Por ejemplo:

?7(3>2)]](2>5)

True :: Bool
7B3>2) || (6>2)
False :: Bool

1.2 Define el operador anterior con tan solo una ecuacién. (AYUDA: Puedes usar la
funcién predefinida not).

1.3 Sea la siguiente funcién para calcular el maximo de sus tres argumentos:

maximod : Integer — Integer — Integer — Integer
maximo3d T y z
|z > y&z > 2 =
|y >z2&y > 2 =
| otherwise =

|
SIS

Pruébala con los siguientes valores y comprueba que devuelve el resultado
adecuado:

NN
N O O
D OO =

Encuentra un contraejemplo que demuestre que la definiciéon no es correcta,
es decir, tres valores de los argumentos para los cuales no se devuelva el maximo.

Redefine la funcién de modo que sea correcta, es decir, que devuelbva el
resultado adecuado para cualquier combinaciéon de argumentos.

1.4 Define tres funciones (maz2, maxz3 y maz4) para calcular el maximo de dos,
tres y cuatro enteros. (AYUDA: usa maz2 para definir maz3 y maz4).

? maz2 54

5 : Integer
? max3 574
7 Integer

?mard 5495
9 : Integer



1.5 Define una funcion tresDiferentes que devuelva True si y solo si sus tres argu-
mentos enteros son distintos. Por ejemplo:

? tresDiferentes 1 2 3

True :: Bool
? tresDiferentes 3 4 3
False :: Bool

1.6 Define una funcién cuatrolguales que devuelva True si y solo si sus cuatro
argumentos enteros son todos iguales.

1.7 Define una funcién media3 que devuelva la media de los tres reales que toma
como argumento. Usando esta funcion, define la funciéon cudntosSobreMedia3
que tome tres reales y devuelva cuantos de estos son estrictamente mayores a
su media.

1.8 Usando la suma, define una funcién producto que calcule el producto de dos
enteros.

? producto 5 4
20 : Integer

? producto (—5) 4
—20 = Integer

1.9 La raiz cuadrada entera de un ntimero entero y positivo n es el mayor entero
cuyo cuadrado es menor o igual que n. Por ejemplo, las raices cuadradas enteras
de 15 y 16 son 3 y 4, respectivamente. Define una funcién recursiva que calcule
la raiz cuadrada entera de su argumento (sin usar sqrt).

? raiz 15
3 Integer

AYUDA: Define primero una funcién buscarDesde tal que buscarDesde i n
devuelva el primer entero j mayor o igual que i tal que j2 < ny (j +1)2 > n.

1.10 Supdn que queremos calcular el valor de la potencia 2™. Si n es par, es decir si
n = 2m, entonces 2" = 22™ = (2™)2. Sin es impar, es decirsin = 2m + 1,
entonces 2" = 22m+l = 2 (2m)2

Define una funcién recursiva pot2 para calcular potencias de 2 usando las
propiedades anteriores.

? pot2 4
16 = Integer

? pot2 3
8 = Integer



Practica 2

2.1 Define una funcién de orden superior opera que tome como parametros un
operador y una lista y devuelva el resultado de operar de derecha a izquierda
todos los elementos de la lista con dicho operador, es decir,

opera (®) [x1, T2, ..\ Tn_1, Tn] —> 1 ® (10 @ (vr Tpo1 @ T))

Por ejemplo,

? opera (+) [1,2,3,4]

10 :: Integer
? opera (%) [1,2,3, 4]
24 Integer

., Cudl es el tipo polimorfico de esta funcién?.

2.2 Define una funcién de orden superior opera2 que tome como pardmetros un
operador y una lista y devuelva una lista con el resultado de operar de dos en
dos los elementos de la lista con dicho operador, es decir,

opera2 (®) [x1, X2, ..., Tp_1, Tn| —> (71 ® T2y ... Tp_1 @ Ty

Por ejemplo,
? opera2 (+) [1,2,3,4,5, 6]
[3,7,11] = Integer

? opera2 (*) [1,2,3,4]
[2,12] = Integer

;,Cudl es el tipo polimérfico de esta funcion?. Considera en tu solucion el caso
de que la lista argumento tenga longitud impar.

2.3 Escribe una funcién de orden superior filtra con tipo :: (Integer — Bool)
— [Integer] — [Integer] que tome una funcién y una lista de enteros, y de-
vuelva otra lista con los elementos de la lista original para los que el resultado

de la funcién sea True:

? filtra even [0,1,2,0,3, 4]
[0,2,0,4] : [Integer]

? filtra (> 1) [0,1,2,0,3, 4]
[2,3,4] = [Integer]

2.4 Escribe otra funcién de orde superior rechaza con tipo :: (Integer — Bool)
— [Integer] — [Integer] que tome una funcién y una lista de enteros, y de-



vuelva otra lista con los elementos de la lista original para los que el resultado
de la funcién sea False:

? rechaza even [0,1,2,0, 3, 4]
[1,3] = [Integer]

Ademaés de una definicién recursiva, da otra definicién de rechaza usando filtra,
not y el operador de composicion (.).

2.5 Escribe una funcién divideA con tipo :: Integer — Integer — Bool, de modo

2.6

2.7

que divideA x y sea True si y es un divisor de x:

? divideA 10 2
True :: Bool

? divideA 10 3
False :: Bool

Escribe una funcién divisores con tipo :: Integer — [Integer], de modo que
divisores x devuelva una lista con los divisores del numero z:

? divisores 10
[1,2,5,10] = [Integer]

Para definir esta funcién usa las funciones filtra y divideA. Puedes definir una
lista que contenga todos los enteros desde 1 hasta z con [1..z]. Por ejemplo:

? filtra even [1..5]
[2,4] = [Integer]

Escribe una funciéon med que calcule el maximo comin divisor dos niimeros
naturales. Para ello puedes utilizar el algoritmo de Euclides, que consiste en
restar al mayor de los dos nimeros el menor, y repetir este proceso hasta que
uno de los nimeros sea cero. En este momento, el otro nimero (el que no es cero)
es el maximo comun divisor. Por ejemplo, para calcular mcd10 8 procederiamos
del siguiente modo:

med 10 8

=—=> {restando 8 a 10}
med 2 8

= {restando 2 a 8}
med 2 6

=—=> {restando 2 a 6}
med 2 4

==> {restando 2 a 4}
med 2 2

==> {restando 2 a 2}
med 0 2

=—=> {un argumento es cero}
2



Practica 3

3.1

3.2

3.3

3.4

Sea el siguiente tipo para representar niimeros naturales:
data Nat = Cero | Suc Nat deriving Show

Haz este tipo instancia de la clase Egq, es decir, define la igualdad para el tipo
Nat (no derives la instancia). Para probar tu definicién evalia algunos ejemplos
como

? Cero == Cero

True :: Bool

? Suc (Suc Cero) == Cero
False :: Bool

? Cero /= Suc (Suc Cero)
True : Bool

? Suc Cero == Suc (Suc Cero)
Fualse :: Bool

Haz el tipo Nat instancia de la clase Ord, es decir, define un orden para el tipo
(no derives la instancia). Prueba distintos ejemplo, intentado abarcar todos los
casos posibles, por ejemplo,

? Cero < Cero

False :: Bool
? Suc Cero <= Suc (Suc Cero)
True : Bool

? max (Suc Cero) (Suc (Suc Cero))
Suc (Suc Cero) :: Nat

Haz el tipo Nat instancia de la clase Num, es decir, define las operaciones de
esta clase para el tipo. Prueba distintos ejemplos, intentado abarcar todos los
casos posibles, por ejemplo,

? Cero 4+ Cero
Cero : Nat

? Suc (Suc Cero) * Suc (Suc Cero)
Suc (Suc (Suc (Suc Cero))) = Nat

? fromInteger 3 + Suc Cero
Suc (Suc (Suc (Suc Cero))) = Nat

La clase predefinida Enum es la clase de los tipos enumerables, es decir tipos
secuencialmente ordenados. Esta clase se encuentra predefinida como



3.5

class Fnum a where

suce, pred oa — a
toEnum w Int — a
fromEnum : a — Int

Las funciones succ y pred devuelven el predecesor y el sucesor de un valor
respectivamente; la funcién toEnum permite convertir un entero en un valor
del tipo con el que se va a realizar la instancia, mientras que fromEnum es
la reciproca de toEnum. Para realizar una instancia de esta clase, basta con
definir las funciones toEnum y fromEnum ya que las demads estan definidas por
defecto. Realiza una instancia de esta clase con el tipo Nat, es decir, define en la
instancia las funciones toEnum : Int — Nat y fromEnum : Nat — Int.
Prueba distintos ejemplos

? pred (Suc Cero)
Cero : Nat

? fromEnum (Suc Cero)
1 = Int

La clase predefinida Integral es la clase de los tipos que definen las funciones
div y mod. Realiza una instancia de la clase Integral con el tipo Nat en la que
definas las funciones div y mod para naturales.

Nota. Debido a ciertas restricciones que no hemos estudiado en el curso, para
poder realizar una instancia de la clase Integral es necesario realizar otra de la
clase Real; para esto basta con que escribas la siguiente linea en el programa:

instance Real Nat
Prueba las funciones que has definido, por ejemplo,

? div (toEnum 4) (Suc (Suc Cero))
(Suc (Suc Cero)) :: Nat

? mod (toEnum 4) (Suc (Suc Cero))
Cero :: Nat

Practica 4

4.1

Define una funcién esNeutroDer que tome una funcién (u operador) de dos
argumentos, un dato y una lista que representard un conjunto, y compruebe
si el dato dado es elemento neutro por la derecha de la operaciéon dada en el
conjunto (lista) indicado. Por ejemplo,

? esNeutroDer (+) 0 [1..10]
True : Bool



4.2

? esNeutroDer (+) 4 [1..10]

False :: Bool
? esNeutroDer div 1 [1..10]
True :: Bool

ya que para la suma, el 0 es elemento neutro por la derecha en el conjunto [1..10]
y para la divisién el 1 es elemento neutro por la derecha en el conjunto [1..10].
Indica ademads el tipo polimérfico de la funcién esNeutroDer.

Sugerencia. Para calcular esNeutroDer f e xs tendrds que comprobar que
Vz € zs . fxe==z. Para que z recorra toda la lista zs puedes usar una
lista por comprensién.

Define una funciéon esNeutrolzq, dando su tipo polimérfico, que tome una fun-
cién (u operador) de dos argumentos, un dato y una lista que representard un
conjunto, y compruebe si el dato dado es elemento neutro por la izquierda de
la operacién dada en el conjunto (lista) indicado. Por ejemplo,

? esNeutrolzq (+) 0 [1..10]

True : Bool
? esNeutrolzq (+) 4 [1..10]
False :: Bool

4.3 Define una funcién esNeutro, dando su tipo polimérfico, que tome una funcién (u

4.4

operador) de dos argumentos, un dato y una lista que representard un conjunto,
y compruebe si el dato dado es elemento neutro de la operacién dada en el
conjunto (lista) indicado. Por ejemplo,

? esNeutro (+) 0 [1..10]

True : Bool
? esNeutro div 1 [1..10]
False :: Bool

Define una funcién esConmutativa, dando su tipo polimérfico, que tome una
funcién (u operador) de dos argumentos y una lista que representard un con-
junto, y compruebe si la funcién dada es conmutativa en el conjunto dado. Por
ejemplo,

? esConmutativa (+) [1..10]

True :: Bool
? esConmutativa (—) [1..10]
False :: Bool

Sugerencia. Para calcular esConmutativa f xs tendrds que comprobar que
Ve € zs « Vy € as . faxy==fyz. Para que z e y recorran toda la lis-
ta xs puedes usar una lista por comprensién con dos generadores.



4.5 Define una funcién esAsociativa, dando su tipo polimorfico, que tome una funcién
(u operador) de dos argumentos y una lista que representard un conjunto, y
compruebe si la funciéon dada es asociativa en el conjunto dado. Por ejemplo,

? esAsociativa (+) [1..10]

True :: Bool
? esAsociativa (—) [1..10]
False :: Bool

sta zs puedes usar una lista por comprensién con tres generadores.

4.6 Define una funciéon neutro, dando su tipo polimérfico, que tome una funcién
(u operador) de dos argumentos y una lista que representard un conjunto, y
devuelva una lista con los elementos neutros de la funcién para el conjunto

dado. Por ejemplo,

? neutro (+) [—10..10]
[0] :: [Integer]

? neutro (*) [—10..10]
[1] :: [Integer]

? neutro (+) [1..10]
[] = [Integer]

Practica 5

Se define el siguiente tipo para representar matrices en Haskell,

type Matriz = [ [Float] ]

de modo que una matriz es una lista de listas, donde cada sublista representa
una fila de la matriz. Por ejemplo, la matriz

1 2 3
4 5 6

se representaria en Haskell como [[1,2,3], [4,5,6]].

5.1 Define dos funciones filas y columnas que dada una matriz devuelvan cudntas
filas y columnas tiene:
? filas [ [1,2,3], [4,5,6] ]
2 = Integer
? columnas [ [1,2,3], [4,5,6]]
3 Integer



5.2 Define un operador (<+>) que tome dos matrices y devuelva la matriz suma:

?7[[1,2], [3,4]] <+> [[10,20], [30,40]]
[[11,22], [33,44] ] = Matriz

5.3 Define una funcién traspuesta que dada una matriz devuelva su traspuesta (la
que se obtiene al cambiar filas por columnas):

? trasp [ [1,2,3], [4,5,6]]
[[1,4],[2,5],[3,6]] :: Matriz

5.4 (Dificil) Define un operador (<*>) que calcule el producto de dos matrices.

Practica 6

El matemético George Boole (1815-1864) pretendia determinar las leyes que
rigen el pensamiento humano. Para ello, disené a mediados del siglo XIX el
algebra de Boole. Se trata de una estructura algebraica que captura la esencia
de las operaciones légicas Y, O y No.

Una proposicién en este algebra consiste en una expresién en la que pueden
aparecer las constantes True y False (para representar la nocién de verdadero y
falso), variables con dominio { True, False}, la conjuncién de dos proposiciones
(representada como p; A p2), que serd cierta si ambas proposiciones son ciertas,
la disyuncién de dos proposiciones (representada como p; V pa), que serd cierta
si al menos una de las proposiciones es cierta y la negacién de una proposiciéon
(representada como no p) que serd cierta si la proposicién p es falsa.

Algunos ejemplos de proposiciones son True A a, a A noa y
(a A b) V no c. Con objeto de ahorrar paréntesis a la hora de escribir proposi-
ciones, se considerara que no tiene la maxima prioridad, seguida de la conjunciéon
y por iltimo la disyuncién.

Las siguientes definiciones de tipo pueden ser usadas para representar pro-
posiciones de algebra de Boole en Haskell:

type Nombre = String
infixl : /\ 7
infixl :\/ 6
data Prop = Const Bool
| Var Nombre
| No Prop
| Prop :/\ Prop
| Prop :\/ Prop deriving Show

con lo que los ejemplos anteriores se definirian como:



6.1

6.2

10

el,e2,e3 : Prop

el = Const True :/\ Var 7a”
e2 = Var "a” :/\ No (Var "7a”)
e3 = (Var 7a” :/\ Var ”b”) :\/ No (Var 7¢”)

Observa que el tipo anterior permite representar proposiciones como arboles
con nodos binarios (los correspondientes as : /\y :\/) o unarios (los demds). Por
ejemplo, el arbol correspondiente a e3 es:

0
N
. N
SN
Var Var Var

a b c

Copia en un fichero las definiciones de tipos y ejemplos anteriores.

Para evaluar una proposicién en la que aparecen variables es necesario asignar
a cada variable un valor en el dominio { True, False}. Por ejemplo, si asignamos
el valor True a la variable a, el valor Fualse a la variable b y el valor True a
la variable ¢ (lo cual denotaremos con [a — True, b — False, ¢ — True]),
la evaluacién de la proposicién (a A b) V (no c) seria False, ya que éste es el
valor que so obtiene al sustituir en la proposiciéon cada variable por su valor
asignado.

En Haskell podemos representar la asignacion de un valor a una variable con
el tipo:

data Asig = Nombre :—> Bool deriving Show
y una asignacién a varias variables como una lista de éstas:
type Asignacidn = [Asig|

Asi, la asignacién de variables anterior se escribirfa [ "a” :(—> True, "b” :—>
False, "¢” :—> True | en Haskell.

Define una funcién evaluar :: Prop — Asignacion — Bool, de modo que
evaluar p s devuelva la evaluaciéon de la proposicion p con la asignacion de
variables dada por s. Por ejemplo:

? evaluar e3 [ 7a” :—> True, ”b” :—> False ”c¢” :—> True |

False :: Bool
? evaluar e3 [ 7a” :—> True, "b” :—=> True "¢” :—> True ]
True : Bool

Sugerencia: puede resultar util definir primero una funcién valorDe :: Nombre
— Asignacién — Bool, que devuelva en valor de una variable dado por una
asignacion:



6.3
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? valorDe ”b” [ 7a” :=> True, ”b"” :—> False ”¢” :—> True |
False :: Bool

Define una funcién variables :: Prop — [Nombre], que devuelva una lista con
todos los nombres de variable (sin repetir) que aparecen en una proposicion.
Por ejemplo:

? variables e3

[77 aﬂ’ 77b77, ” C??] :: [Nombre]
? variables e2

[7a”] = [Nombre]

6.4 Para una proposicién con n variables distintas existen 2" asignaciones de valores

6.5

posibles, ya que cada variable puede tomar dos valores (True o False). Por ejem-
plo, para la proposicién Var 7a” :\/ Var ”b” existen 4 asignaciones posibles:
[a — True, b — True], [a — True, b — Fualse], [a — False, b — True]
y [a — False, b — False]. Define una funcién posiblesAsignaciones ::
[Nombre] — [Asignacién], que devuelva todas las asignaciones posibles pa-
ra una lista de variables. Por ejemplo:

? posiblesAsignaciones ["a” ]

[[7a” :=> True], ["a” :—> False] ]

? posiblesAsignaciones [7a”, 7b”]

[[7a” :—> True, "b" :=> True], [7a” :—> True, "b" :—> Fulse],
[7a” :—> False, ”b” :=> True], [7a” :—> False, ”b” :—> False] |

Nota: observa que todas las asignaciones para n variables pueden ser obtenidas
a partir de las de n — 1 variables, si anadimos a cada una de éstas una asignaciéon
v :—> True y otra v :—> False, donde v representa la nueva variable.

Se dice que una proposicién es satisfacible si es posible encontrar una asigna-
ciéon de variables para la cual el valor de la expresién sea verdadero. Asi, la
proposicién el es satisfacible ya que, por ejemplo, con la asignacién de varia-
bles ([ a — True, b — True, ¢ — True]) el valor de la proposicién es True.
Define una funcién esSatisfacible :: Prop — Bool que devuelva True si la pro-
posicién que toma como parametro es satisfacible. Por ejemplo:

? esSatisfacible el

True :: Bool
? esSatisfacible e2
False :: Bool

Sugerencia: tendras que evaluar la proposicién bajo cualquier asignaciéon po-
sible de variables y ver si al menos una evaluacién es verdadera. Intenta usar
las funciones predefinidas map y or.



6.6

6.7

6.8
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Se dice que una proposicién es una tautologia si, bajo cualquier asignacién de
variables posible, su valor es siempre verdadero. Un ejemplo de tautologia es la
expresién Var ”a” :\/ No (Var 7a”). Define una funcién esTautologia :: Prop
— Bool que devuelva True si la proposicién que toma como parametro es una
tautologia. Por ejemplo:

? esTautologia e3

False :: Bool
? esTautologia (Var ”a” :\/ No (Var ”a”))
True : Bool

Sugerencia: tendras que evaluar la proposicién bajo cualquier asignaciéon po-
sible de variables y ver si para todas es verdadera. Intenta usar las funciones
predefinidas map y and.

La implicacién légica (escrita como p; — pa) para denotar que la proposicién
p1 implica la proposicién ps, se interpreta como una proposicién que sera cierta
si siempre que se cumple p; se cumple ps. Una defincién para esta proposicion

acorde con la interpretacién anterior es p; — ps = No p; V p2, por lo que
podemos definir en Haskell el siguiente operador de implicacion:

infix] - —> 5

(=—>) i Prop — Prop — Prop
a——=>0b = Noa:\/b

Se escribe p; = ps (con flecha doble) para denotar que la implicacién p; — ps
es una tautologia, es decir, es valida bajo cualquier asignacién de variables.
Completa la siguiente definicién del operador (==>) que permita comprobar
implicaciones:

infix] ==> 5

=) . Prop — Prop — Bool
Por ejemplo:

? Var 7" ==> Var 7a” :\/ Var "B’

True :: Bool
? Var "¢” ==> Var 7a” :\/ Var "b”
False :: Bool

Del mismo modo, completa la definicién de los siguientes operadores para com-
probar que dos proposiciones son equivalentes:
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infixl <——> 4

<—=>) = Prop — Prop — Prop
a<—>b = (a——>b):/\b—-—> a)
infix] <==> 4

(<==) = Prop — Prop — Bool
a<==>"b = .

6.9 Escribe expresiones en Haskell para comprobar las siguientes equivalencias 16gi-
cas:

= Doble negacién: no (no a) < a

= Ley de De Morgan: no (a A b) < mnoa V nob
= Ley de De Morgan: no (a V b) < noa A nob
= Demostracién absurdo: a — b < nob — noa

= Deduccién: a A (a — b) = b



