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@ Codificacién en bloques
© Distribuciones del producto de conjuntos

© Fuentes Estacionarias
@ Codificacién de un cédigo estacionario

@ Algoritmos para compresién de los datos

o Codificacién Aritmética
@ Utilizar nimeros como palabras codificadas

@ Codificacién con un diccionario dindmico
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Hemos formalizado la codificacién como una funcién ¢ : S — T* que
reemplaza los simbolos de un alfabeto S por cadenas de simbolos en un
Alfabeto T.

Aunque inicialmente hemos establecido los elementos de S como objetos
simples, tales como letras de un alfabeto natural, no hay necesidad légica
para esta restriccion.

En la practica, a menudo es dtil dividir la cadena de simbolos emitido por
una fuente en bloques (cadenas de simbolos disjuntos) y tratar a los bloques
creados como simbolos.

Por ejemplo, supongamos que una fuente emite una cadena de letras, con
las letras x,y o z, por lo que una cadena tipica podria ser:

YZTLZYTLYLZZYTLZYZLZZYYY - . .

José A Montenegro (monte@Ilcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



En este ejemplo el alfabeto S es el conjunto {x,y,z}. Por otro lado, podemos
dividir la cadena en bloques de longitud 2:

YZ TX 2Y TZ YT 22 YT TZ Y2 T2 2Y YY - . -
Ahora el alfabeto es el conjunto S? de pares ordenados:
S? = {zx, 2y, 02, YT, YY, Y2, 2T, 2Y, 22 }.

Anteriormente, hemos considerado el problema de codificar la fuente (S,p)
para que la longitud media de palabra L sea tan pequeiia como sea posible.

Hemos hallado que la entropia Hy(p) es el limite inferior para L, pero este
limite es rara vez alcanzado.

Ahora explicaremos como codificar en bloques nos permite acercarnos mas
facilmente al limite inferior.
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Ejemplo 1

Consideremos un escdner que procesa un documento en blanco y negro.
Supongamos que emite B (pixel blanco) y N (pixel negro) con probabilidades
pe =0,9 y py = 0,1. Calcula la entropia de esta distribucion, asumiendo que la
fuente es sin memoria, encontrando los mejores cédigo binarios para utilizar
bloques de tamafno 1, 2 y 3.
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Ejemplo 1

Consideremos un escdner que procesa un documento en blanco y negro.
Supongamos que emite B (pixel blanco) y N (pixel negro) con probabilidades
pe =0,9 y py = 0,1. Calcula la entropia de esta distribucion, asumiendo que la
fuente es sin memoria, encontrando los mejores cédigo binarios para utilizar
bloques de tamafno 1, 2 y 3.

Solucién:
La entropia es:

H(p) =0,9 x log2(1/0,9) + 0,1 X log2(1/0,1) =~ 0,469.

@ Utilizando bloques de tamafio 1, la mejor forma para codificar la fuente es
B~ 0, N +— 1 debido a que otro cddigo deberia utilizar una codificacién mayor
que 1.

P Por tanto, este cédigo tiene una longitud media de palabra L1 = 1, el cual es peor que el limite inferior
establecido en la entropia 0.469.

P Un documento que contiene N pixels es codificado como una cadena de N bits, aunque desde el punto de vista
tedrica, la cantidad de informacién es equivalente solamente a 0.469N bits.

@ ... continua
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@ Consideramos que ocurre cuando dividimos el mensaje en bloques de tamafio 2.
Ahora tenemos una fuente con 4 simbolos, y las probabilidades son:

BB BN NB NN
0.81 0.09 0.09 0.01

@ ;Cual es el cédigo binario éptimo para esta fuente?. Una aplicacién de la regla de
Huffman nos da el cédigo

BB+~ 0,BN — 10, NB — 110, BB — 111
@ La longitud media de este cédigo es:

Ly =0,81 x1+0,09 x 24 (0,094 0,01) x 3 =1,29.

P Obsérvese que un simbolo ahora representa dos pixels.
P Un documento con N pixels tendra 5 simbolos y serd codificado por una cadena con Lo X % = 0,645N
bits, aproximadamente.

Esto muestra que tenemos una significante mejora de nuestro primer intento de alcanzar el limite tedrico de
0.469N.

@ ... continua
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@ ;Qué ocurre si utilizamos bloques de longitud 3?. Ahora la fuente tiene 8 simbolos
y las probabilidades son:

BBB BBN BNB BNN NBB NBN NNB NNN
0.729 0.081 0.081 0.009 0.081 0.009 0.009 0.001

@ Otra aplicacién de la regla de Huffman produce el cédigo:
BBB+— 0,BBN — 100, BNB + 101, BN N +— 11100,
NBB + 110, NBN +— 11100, NNB + 11110, NNN +— 11111

@ La longitud media es L3 = 1,598.

@ Repitiendo el argumento anterior, veremos que un documento que contiene N
pixels puede ser codificado por una cadena de Lg% = 0,533N bits
aproximadamente, la cual es mas cercana al limite inferior teérico de 0.469N.

La técnica descrita en el ejemplo es la base de la compresién de los datos. En adelante
exploraremos las bases tedricas y describiremos algunas de las reglas de codificaciéon que
pueden ser utilizadas para implementarla.
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Ejercicio 1

Considere una fuente sin memoria que emite los simbolos A y B con probabilidades

pa = 0,8, pg = 0,2. Calcula la entropia para esta fuente. Encuentra los cédigos Huffman
binarios para las fuentes utilizando bloques de tamarfio 2 y 3, y calcula la longitud media

de palabra Ly y Ls.
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Ejercicio 1

Considere una fuente sin memoria que emite los simbolos A y B con probabilidades

pa = 0,8, pg = 0,2. Calcula la entropia para esta fuente. Encuentra los cédigos Huffman
binarios para las fuentes utilizando bloques de tamafio 2 y 3, y calcula la longitud media
de palabra Ly y Ls.

Solucién:
@ La entropia de la distribucién dada es:
Ha2(p) = 0,2 x loga(5t5) + 0,8 x loga(55) =~ 0,72
@ La codificacién obvia es A+— 0, B~ 1,y con L; = 1.
@ Para bloques de longitud 2 las probabilidades son:
AA = 0.64, AB = 0.16, BA = 0.16, BB=0.04
@ y aplicando la regla de Huffman tendriamos:
AA— 0, AB+— 10, BA~ 110, BB +— 111
Ly =0,64x14+0,16x2+4+0,16x3+0,04 x3 =156y % =0,78.

@ ... continua
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@ Para bloques de longitud 3 las probabilidades son:

AAA AAB ABA BAA ABB BAB BBA BBB
0512 0.128 0.128 0.128 0.032 0.032 0.032 0.008
0 100 101 110 11100 11101 11110 11111

L3 =0,512 x 1+ 0,128 x 3+ 0,128 x 3+ 0,128 x 3+ 0,032 x 5 + 0,032 x
5+ 0,032 x 5+ 0,008 x 5~218y
Ls =0,728.

@ Desde la observacién podemos intuir que el limite L,,/n cuando n — oo es
la entropia, 0.72.
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Distribuciones del producto de conjuntos

@ Sea S = {sh,s5,...,5m} S ={s!,s5,...,5m} ysea Y=S'xS" sea el
producto de los conjuntos, que contiene los pares de simbolos s;s7 .

@ Sea p la probabilidad de distribucién sobre Y, denotamos la probabilidad de s;s}
por pij.
Definicién 1 (Distribucién Marginal, independencia)

Utilizando la notacién anterior, sea

p:, :Z?=1pw(l: 1,2,,m), p;, :Z:’;lpﬁ(]: 172,,"1)

La distribucién p'sobre S’y p” en S” son conocidos como las distribuciones
marginales asociadas con p.

/

P es la probabilidad que el primer componente es s,

que el segundo componente es s’/

, y Py es la probabilidad

Las distribuciones p'y p” son independientes si p;; = p;p’.
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Ejemplo 2

Supongamos que S'= {a,b} y S” ={c,d} y la distribucién p es dada por la siguiente
tabla. (Por ejemplo, la entrada en la fila a y la columna d es paq).

c d
a 03 0.1
b 04 02

Encontrar las distribuciones marginales p'y p”. ;Son las distribuciones independientes?
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Ejemplo 2

Supongamos que S'={a,b} y S” ={c,d} y la distribucién p es dada por la siguiente
tabla. (Por ejemplo, la entrada en la fila a y la columna d es paq).

c d
a 03 0.1
b 04 02

Encontrar las distribuciones marginales p'y p”. ;Son las distribuciones independientes?

Solucién:
Pl = Pac + Pad = 0,4, p, = pvc + Poa = 0,6
p;’ = Pac +pbc - Oa7v Pg = Pad +pbd = 073

Las distribuciones no son independiente debido (por ejemplo):

Pac = 0,3 mientras pl,pl/ = 0,28.
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Teorema 1

Las entropias de las distribuciones p, p’, p” satisfacen
H(p) < H(p') + H(p")

que cumple la igualdad sii p'y p” son independientes.

@ Resultados similares pueden establecerse para un producto de mas de dos
conjuntos.

@ Nuestra principal interés recae en el caso cuando todos los conjuntos son el
mismo, con el producto S de r > 2 copias de un conjunto dado S.

> En ese caso un elemento de S” es solamente una palabra de longitud r
en el alfabeto S.
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Ejemplo 3

Supongamos que una fuente emite una cadena de bits, y un nimero de observaciones sugiere que las frecuencias de bloques de
longitud 2 son dados por la siguiente distribucién de probabilidad p en B2. Por ejemplo, po1 = 0,4 significa que sobre el 40 de
cada 100 bloques son 01.

0 1
0 0.1 0.4
1 0.4 0.1

Encuentra las distribuciones marginales p'y p” , calcula sus entropias y verifica que el teorema 1 se cumple.
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Ejemplo 3

Supongamos que una fuente emite una cadena de bits, y un nimero de observaciones sugiere que las frecuencias de bloques de
longitud 2 son dados por la siguiente distribucién de probabilidad p en B2. Por ejemplo, po1 = 0,4 significa que sobre el 40 de
cada 100 bloques son 01.

0 1
0 0.1 0.4
1 0.4 0.1

Encuentra las distribuciones marginales p'y p” , calcula sus entropias y verifica que el teorema 1 se cumple.

Solucién:

@ Las distribuciones marginales son p'= [0.5,0.5] y p" = [0.5,0.5].
@ Por tanto H(p') = H(p") = h(0.5) = 1.
@ Por otro lado,
H(p) = 0,110g(1/0,1) + 0,4log(1/0,4) + 0,4log(1/0,4) + 0,1log(1/0,1) ~ 1,722
@ Esto hace que el teorema 1 se cumpla.
@ Las distribuciones marginales p'y p” son las misma, pero no son independientes ya que, por ejemplo pgg = 0,1

mientras que p'opg = 0,25.

@ Conclusion: La fuente no es sin memoria.
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Ejercicio 2
Supongamos que X'= {u,v,w} y X" ={y,z} y la distribucién p en X' x X" es dada por
la siguiente tabla.

y z
u 02 0.1
v 03 01
w 01 02
;Son las distribuciones p'y p” independientes? )
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Ejercicio 2
Supongamos que X'= {u,v,w} y X" ={y,z} y la distribucién p en X' x X" es dada por
la siguiente tabla.

y z
u 02 01
v 03 01
w 01 02

;Son las distribuciones p'y p” independientes?

Solucién:
p; = Puy + Puz = Oagv pi} = Pvy + Pur = 074 ’ p:.u = Puwy + Pwz = 073
pg = Puy + Pvy + Pwy = 0,6, p;’ = Puz + Puz + puwz = 0,4

Las distribuciones no son independiente debido (por ejemplo):

Puy = 0,2 mientras p,p, = 0,3%0,6 =0,18.
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Ejercicio 3
Verifica que las entropias de las distribuciones definidas en el ejercicio anterior
satisfacen el teorema 1
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Ejercicio 3
Verifica que las entropias de las distribuciones definidas en el ejercicio anterior
satisfacen el teorema 1

Solucién:
p'=[0.3,0.4,0.3]; p"=[0.6,0.4];

e H(p')~1,57
e H(p")=~0,97
o H(p) ~2,44

H(p) < H(p')+H(p")
2,44 < 1,57 + 0,97
2,44 < 2,54
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Ejercicio 4
Hemos observado que un cierto flujo de bits, la frecuencia de bloques de longitud 2, son
dados por las siguiente distribucién de probabilidad en B2.

0 1
0 035 015
1 015 035

Establezca las distribuciones marginales p'y p”, calcula sus entropias, y verifica que se
cumpla el teorema 1.
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Ejercicio 4
Hemos observado que un cierto flujo de bits, la frecuencia de bloques de longitud 2, son
dados por las siguiente distribucién de probabilidad en B2.

0 1
0 035 015
1 015 035

Establezca las distribuciones marginales p'y p”, calcula sus entropias, y verifica que se
cumpla el teorema 1.

Solucién:
Py p' = 05 H(p) = H(p") = 1
H(p) ~1,8< 2.
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Fuentes Estacionarias

@ La cadena emitida por una fuente £1£2€5 ... como una secuencia de
variables aleatorias idénticamente distribuidas (k= 1,2,3...), tomando
valores en un conjunto S.

@ Consideramos una cadena emitida por una fuente como una cadena de
bloques, donde cada bloque es una variable aleatoria que toma valores en el
conjunto S” de cadenas de longitud r.

» Tomando r=2 tendriamos una cadena de variables aleatorias o512k
» Podriamos definir una distribucién de probabilidad p? en S? mediante
la siguiente regla:

p2(sisj) = Pr(&on—1éok = sis;) = Pr(ap—1 = 8;, o1, = )

@ Para que se cumpla debemos asumir que la probabilidad de emitir el par de
simbolos s;5; no depende de k, la posicién en la cadena.
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Definicién 2 (Fuente estacionaria)

Una fuente que emite una cadena £1&5€5 . . . es estacionaria si, para cualquier
entero positivo ly,la, . .., 1. la probabilidad:

Pr(kti, = 21,8641, = T2, -+ &y, = Tr)

depende solamente de la cadena x1, x5 ...x, no de k.

@ Aunque hay varias situaciones donde es razonable asumir que la condicién se
mantiene en su forma general, en la practica solamente podemos verificar su
validez en unos pocos casos.

@ Usualmente consideramos los simbolos consecutivos, lo que seria el caso
lh=1,l12 =2,...,1, = r de la definicién.

@ La definicién implica que para una fuente estacionaria tenemos la distribuciones de
probabilidad p” definida en S” para r > 1 por la regla:

P (z1za. .. 2r) = Pr(€ky1 = 21, Ekt2 = T2, ..., Eutr = Z,) para todo k.
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@ Cuando r = 1 la definicién se reduce a nuestro supuesto estandar que todas las
variables aleatorias &, tienen la misma distribucién p'.

» Basicamente estacionario significa que la probabilidad de que cierta
palabra (cadena de simbolos consecutivos) aparezcan en la “pagina 1"
de un mensaje es la misma que la probabilidad que aparezca en
cualquier otra pagina.

@ Podemos utilizar p” para determinar las distribuciones de probabilidad marginal p°
para 1 < s < r, utilizando la ley de suma de probabilidad.

» La distribucién cadenas de longitud r-1 esta relacionado con la
distribucién de cadenas de longitud r por las ecuaciones:

pTﬁl(:clwg ce Tpo1) = ngspr(xlxg e Tpo18) = Zsespr(swlxg e Tpo1)

@ Una fuente sin memoria es un caso muy especial de una fuente estacionaria. En tal
caso, cada p” es determinado por p':

pT(z1m2 ... ) = pt(z1)pt(z2) ... p" ()

José A Montenegro (monte@Ilcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Ejemplo 4

Considérese una fuente que emite simbolos de un alfabeto S = {a, b, c}, con la
probabilidad de distribucién p? en S? definida por la siguiente tabla:

a b c
a 039 0.17 0.04
b 015 011 0.04
c 006 002 002

Encontrar la correspondiente distribucién de probabilidad p* en S. ; Es una fuente sin
memoria? j Cudl es la relacion entre H(p*)yH (p*)?.
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Ejemplo 4

Considérese una fuente que emite simbolos de un alfabeto S = {a, b, c}, con la
probabilidad de distribucién p? en S? definida por la siguiente tabla:

a b c
a 039 0.17 0.04
b 015 011 0.04
c 006 002 002

Encontrar la correspondiente distribucién de probabilidad p* en S. ; Es una fuente sin
memoria? j Cudl es la relacion entre H(p*)yH (p*)?.

Solucién:

P ( )= pQ(aa) + p*(ab) + p*(ac) = 0,6
L) = p*(ba) + p*(bb) + p*(bc) = 0,3
Ye) = pz(ca) + p?(cb) + p*(cc) = 0,1

La fuente no es sin memoria, ya que (por ejemplo) p?(aa) = 0,39 mientras
p'(a)p'(a) = 0,36
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La entropia de p' is:
0,61092(1/0,6) + 0,3l0g2(1/0,3) + 0,1l0g2(1/0,1) ~ 1,295
La entropia de p? is:
0,391092(1/0,39) + 0,17log(1/0,17) + 0,04l0gs(1/0,04) + 0,15l0g2(1/0,15) +
0,1110g2(1/0,11) + 0,0410g5(1/0,04) + 0,06l0ga(1/0,06) + 0,02l0g2(1/0,02) +
0,02l0g2(1/0,02) = 2,566

Por tanto se cumple H(p?) < H(p') + H(p')
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Ejercicio 5
Supongamos que una fuente estacionaria emite simbolos de un alfabeto S'= {a,b,c,d} y
la probabilidad de distribucidn p* es dada por la siguiente tabla:

a b c d
0.14 0.17 0.04 0.05
0.15 010 0.04 0.01
0.05 0.02 010 0.03
0.06 001 0.02 0.01

Q0 oo

; Cual es la distribucién de probabilidad p' ? j Es una fuente sin memoria?
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Ejercicio 5
Supongamos que una fuente estacionaria emite simbolos de un alfabeto S'= {a,b,c,d} y
la probabilidad de distribucidn p* es dada por la siguiente tabla:

a b c d
0.14 0.17 0.04 0.05
0.1 010 0.04 001
0.05 0.02 010 0.03
0.06 001 0.02 0.01

Q0 oo

; Cual es la distribucién de probabilidad p' ? j Es una fuente sin memoria?

Solucién:
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Codificacién de un cédigo estacionario

@ Establecemos el flujo emitido por una fuente como un flujo de bloques de
longitud r.

@ Si la fuente es estacionaria entonces, para cada r > 1, hay una distribucién
de probabilidad asociada p” y su entropia H(p").

@ Esto representa la incertidumbre del flujo, por bloques de r simbolos.

@ Para aplicar los teoremas fundamentales de la entropia y la longitud media
de palabra de una fuente estacionaria, debemos comenzar con la definicién
de la entropia de tal fuente.

@ Para bloques de r simbolos, la incertidumbre por simbolo es H(p")/r, por lo
que las incertidumbres, medidas en bits por simbolo, asociado con las
distribuciones p”(r > 1) son:

2 3 r
H(p1)3 H(Qp )7H(§7 )""’H(f )7"'
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Definicién 3 (Entropia de una fuente estacionaria)

La entropia H de una fuente estacionaria con distribuciones de probabilidad p” es
el infimo de los nimeros:

HED r=1,2,3,...

Esta definicion es consistente con la definicion de la entropia de una fuente sin
memoria.

Teorema 2

Si una fuente estacionaria es sin memoria, su entropia H es igual a H(p").

Lema 1
Supongamos n es un miiltiplo de r. Entonces:

- T

HpE") ~ HE")
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@ En la practica, solo es viable determinar H(p")/r para algunos valores de r.

@ Tomaremos al menor de esos valores como una aproximacién al actual limite
inferior H.

@ En teoria es posible encontrar r por lo que la aproximacién puede ser tan
cercana como deseemos, y esto nos lleva a un resultado fundamental: es
posible construir cédigos con longitud media de palabra (en bits por
simbolo) arbitrariamente cercana a H.

Teorema 3 (Teorema de codificacién para fuentes estacionarias)

Suponemos que tenemos una fuente estacionaria que emite simbolos de un
alfabeto S, con entropia H. Entonces, dado (¢ > 0), existe un entero positivo n y
un cédigo binario sin prefijo para (S™,p™) para el cual la longitud media de
palabra L,, satisface:

Lo c H+e
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Algoritmos para compresién de los datos

@ Ahora podemos entender como las técnicas descritas al inicio del tema
permite la codificacién de los datos.

@ Supongamos que un archivo de N bits es producido por una fuente
estacionaria con entropia H.

@ Acorde con el teorema 3, codificando el archivo en bloques de suficiente
longitud, podemos reducir el tamafio del archivo a (H + €)N bits, donde
es tan pequefio como deseemos.

@ La regla de Huffman no encaja con este método en la practica.

Necesita de la construccién de las palabras codificadas para todos los
bloques antes de que cualquier codificacién pueda ser realizada, y si la
longitud de bloque requerida es n, el conjunto de palabras codificadas
tendra longitud 2.
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@ Otra flaqueza de la regla de Huffman es que asume que las caracteristicas de
la fuente son conocidas por anticipado.

@ A menudo podriamos desear actualizar las probabilidades en el curso del
procesamiento, por lo que seria mejor reflejar lo que sabemos sobre la fuente.

@ Por tanto existe una necesidad para la creacién de métodos alternativos para
codificar con las siguientes propiedades:

> las palabras codificadas para un cierto bloque pueden ser calculadas de
forma aislada, sin la necesidad de establecer todas las palabras
codificadas.

> las palabras codificadas puede ser actualizadas in situ (esto es conocido
como codificacién adaptativa)
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En las siguiente secciones describimos dos métodos:

© Codificacién aritmética, es basado en la idea de asignar palabras codificadas
cortas a simbolos que tienen asignadas altas frecuencias.

@ Codificacién de diccionario, es basada en una solucién mas heuristica, pero
sin embargo ha funcionado bien en la practica.
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Utilizar ndmeros como palabras codificadas

@ La técnica conocida como codificacién aritmética es basada en la
correspondencia entre palabras binarias (elementos de B* y fracciones
(elementos de el conjunto Q de nimeros racionales).

@ Para cualquier palabra palabra z125 ...z, en B". le corresponde un niimero
racional

2124 29/22 + ... 2, /27

@ El nimero estard entre 0 y 1, y es denotado como 0.2125 ... 2z, en notacién
binaria.

@ Por lo que para cada entero n > 1 tendremos una funcién B2 — @, definida
como:

2129 ... 2p > 0.2120. .. 2y
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Ejemplo 5

1010000.

Establece los niimero racionales correspondientes a las palabras 0110101 y
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Ejemplo 5
Establece los nidmero racionales correspondientes a las palabras 0110101 y
1010000.

Solucién:
En este caso n = 7. La palabra 0110101 corresponde al niimero racional

0.0110101=1/22+ 1/23 + 1/2° + 1/27 = 1/4+1/8+ 1/32 + 1/128 = 53/128,

0 0.4140625 en notacién usual (decimal).
Similarmente, la palabra 1010000 corresponde al nimero racional

0.1010000= 1/2'4 1/2% =1/2+ 1/8 = 5/8,

0 0.625 en notacién decimal.
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En la codificacién aritmética utilizamos los nimeros racionales para definir
las palabras codificadas que representan las cadenas de simbolos.

El objetivo es obtener los cédigos que estén mds cercano al éptimo.

Como hemos venido haciendo debemos asegurar que la cadena X con una
probabilidad alta es representada por la palabra codificada ¢(X) con menor
longitud n.

Comenzamos con el conjunto R de nimero reales, debido a que la
probabilidad de un evento esta asociada a un niimero real, mas que a un
numero racional.

Deberemos escoger la palabra codificada ¢(X) que sea un niimero en un
intervalo apropiado de la forma

[a,a+ P)={r € Rla<r <a+ P},

donde a es un nimero real y P es la probabilidad de X.
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Teorema 4

Supongase a y P tal que 0 < a < a+ P < 1. Sea n cualquier entero tal que
2" > 1/P. Entonces existe una palabra z12s ...z, € B" tal que

0.z122 ...2, € [a,a+ P).
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Ejercicio 6

1001001.

Establezca los nimeros racionales correspondientes a las palabras 0111010 y
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Ejercicio 6
Establezca los nimeros racionales correspondientes a las palabras 0111010 y
1001001.

Solucion:
En este caso n = 7. La palabra 0111010 corresponde al niimero racional

0.0111010 =1/224 1/2% + 1/2* + 1/25 = 1/44+1/8+ 1/16 + 1/64 = (16 + 8
+ 4 +1) /64 = 29 /64,

La palabra 1001001 corresponde al niimero racional

0.1001001 =1/2'+ 1/2* + 1/27 = 1/2+41/16+ 1/128 = (64 + 8 +1) /128 =
73 /128,
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Codificacién Aritmética
@ Utilizaremos el teorema 3 para construir cédigos binarios sin prefijo para las

cadenas de simbolos que son emitidos por una fuente estacionaria.

@ En este caso hay una probabilidad de distribucién en el conjunto S” de
cadenas X = x1x5 ...z, de longitud r en S. En general no asumimos la
propiedad de independencia:

P(zq1xo...x,) no es necesariamente igual a P(x1)P(z2) ... P(z,).

@ Podemos suponer que los simbolos en el alfabeto S estan establecido en un
orden especifico:

a<f<y<...<w

» Utilizando este orden definimos un orden para cadenas de simbolos, de
la misma forma las palabras del diccionario son ordenados utilizando
orden alfabético de las letras.
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Definicién 4 (Orden Diccionario)

El orden de diccionario en S™ es definido como sigue:

Si X, Y son dos cadenas diferentes en S”, sea i el menor entero tal que
Ti # Yi-

Siy; < z; establecemos Y < X,

de otra forma X <Y.

Es conveniente reservar a y w para el primer y dltimo simbolo, independientemente
del tamafo de S.

@ Por ejemplo, si |S| = 3, establecemos S = {«, 3,w}, con el orden a < 8 < w.

@ En este caso el ndmero de cadenas de longitud 4 es 3* = 81. Las primeras siete

cadenas son
acaa < aaaf < acow < aafa < aaff < aofw < aawa < ...

y las dltimas siete cadena son
c < wwaw < wwha < wwlf < wwlw < wwwa < wwwf < wwww.
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Definicién 5 (Funcién de probabilidad acumulativa)

Dada una distribucion P en S™ definimos la funcién de probabilidad acumulativa
a en S como sigue.

@ Si X es la primera cadena en S™ establecemos a(X) =0.

@ De otra forma

a(X) =Yy x PY)

Por ejemplo, supongamos que S = {«, 3,7,w} y tomamos r =1. Si los valores de
P en S son

v

P(a) =05, P(B)=0,3, P(y) =0,1, P(w) =0,1,
entonces los valores de a son:

ala) =0,0, a(B) =0,5, P(y) =0,8, P(w) =0,9.
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Notese que, para cada x € S hay un intervalo correspondiente
[a(z),a(x) + P(x)), y estos intervalos forman una particién del intervalo [0, 1)

=]
=
-2

1 1 1
0.5 .

Figura 1 : La particién de [0, 1) asociada con una distribucién dada en S*

Generalmente, dada una cadena X € S” denotamos por Ix el correspondiente
intervalo:

Ix

[a(X), a(X) + P(X)).

Para cada r > 1 estos intervalos forman una particién de [0, 1).
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Definicién 6 (Cédigo Aritmético)

@ Supongamos que un cédigo estacionario emite simbolos de un conjunto S y
la probabilidad de distribucién en S™ es conocido.

@ Para X € S” sea P = P(X), definimos np el menor entero tal que
2" > 1/P, y sean =mn,+ 1.

@ La codificacion aritmética ¢ : ST — B* es definida tomando que c(X) sea la
palabra z1zs ...z, que representa el tinico entero ¢ para el cual
c—1<2"(X) <ec

@ Segiin el teorema 4, la condicion n = np + 1 asegura que el nimero
0.2129 ...z, esta en el intervalo Ix .
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Ejemplo 6

Sean S = {a, B,v,w}. La siguiente tabla define una probabilidad de distribucion
en S2: por ejemplo, el niimero en la fila B y la columna +y es la probabilidad de B~y

@ B ~ w
031 013 0.04 0.02
0.13 015 0.01 0.01
0.04 001 003 002
0.02 001 0.02 0.05

€2 ™R

Determina el cédigo aritmético para S>.
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Solucién:

@ Para cada cadena X € S? tomaremos P=P(X), a =a(X) y calcularemos
1/P,npyn=np+1.

@ Después determinaremos ¢ que cumpla que ¢ — 1 < 2"a < ¢, y establecemos
c(X) la palabra binaria de longitud n correspondiente a c.

@ Los célculos para las primeros palabras codificadas son tabuladas a
continuacién. Notese que cada fraccién ¢/2™ estd incluido en el intervalo [a,
a + P ), como garantiza el teorema 3.

X P a 1/P np n ¢ c(X)

ac 031 000 32 2 3 1 001

af 013 031 77 3 4 5 0101
ay 0.04 044 25 5 6 29 011101
aw 0.02 048 50 6 7 62 0111110
fa 013 050 77 3 4 9 1001
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Aunque hemos seguido un ejemplo no es necesario calcular las palabras
codificadas en orden. Por ejemplo, si necesitamos la palabra codificada para v
podemos calcular directamente, conociendo solamente que P(y3) = 0,01 y
a(vyB) = 0,84.

X P a 1/P np n ¢ c(X)
v6 0.01 0.84 100 7 8 216 11011000

Notese que no es una fuente sin memoria, ya que (por ejemplo)
P(a) = P (aa) + P (aB8) + P (ay) + P (aw) = 0.31 + 0.13 + 0.04 + 0.02 =
0.5, y P(aa) = 0.31 # P (a) P ().
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Ejercicio 7

del anterior:

Encuentra la palabra codificada wa: para el codigo aritmético en la distribucion
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Ejercicio 7
Encuentra la palabra codificada wa: para el codigo aritmético en la distribucion
del anterior:

Solucién:

X P a 1/P np n c c(X)
wa 0.02 090 50 6 7 116 1110100
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Ejercicio 8
Establezca la longitud media Lo para el cédigo anterior. (No es necesario calcular las
palabras codificadas). Compara los valores de L /2, H(p'), H(p?)/2
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Solucién:

X P a 1/P
aa 031 000 32
af 013 031 7.7
ay 004 044 25
aw 002 048 50
Ba 013 050 7.7
BB 015 063 66
By 001 078 100
Bw 001 079 100
ya 004 080 25
vB8 001 084 100
vy 003 085 3333
yw 002 088 50
wa 002 0.90 50
wB 001 092 100
wy 002 093 50
ww 005 095 20

moﬁ\l@@@\lm\l\lwwomwwi

Lo =1+ 3 p; X np =2*0,31 + 3 *0,134 5 *0,04 + 6 *0,02 + 3 *0,13 4 3%0,15 + 7 * 0,01 4 7 *0,01 + 5 *0,04 4 7 *
0,01 46 *0,03 + 6 * 0,02 +6% 0,02 4 7% 0,01 + 6 * 0,02 + 5 *0,05= 1+ 3,44 = 4,44.
Lo/2= 222 H(p') = 1.685 H(p?)/2 = 1.495.
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Ejercicio 9
Construya el cdigo aritmético para la distribucién de probabilidad en S* dado en el

ejemplo 4, tomando a < b < c¢. Compare los valores de L»/2, H(p"), H(p?)/2. [No es
necesario establecer las palabras codificadas]

a b c
a 039 017 0.04
b 015 0.11 0.04
c 006 002 002
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Solucién:

X
aa
ab
ac
ba
bb
bc
ca
cb
cc

P
0.39
0.17
0.04
0.15
0.11
0.04
0.06
0.02
0.02

a
0.00
0.39
0.56
0.60
0.75
0.86
0.90
0.96
0.98

1/P
25
5.8
25
6.6
9.1
25

16.6
50
50

c
1
7
36
10
25
56
58
123
126

3
bl

OO 01O WOl WN
N~Noo o~ P~ WS

c(X)
001
0111
100100
1010
11001
111000
111010
1111011
1111110

Ly=Ypixn=14+Y pi*xn, =3%*0,39 + 4 *0,17 + 6*¥0,04 + 4 *0,15 + 5* 0,11 +
6* 0,04+ 6 * 0,06 + 7 * 0,02 + 7 *0,02 =4,12.

Ly/2=2.06

H(p') = 1,295. H(p?) = 2,566; H(p*)/2 =1,283
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@ Hemos mostrado en la codificacién aritmética que pueden ser construidos de forma
aislada, por lo que en la practica es mas eficiente que utilizar la regla de Huffman.

@ Nos queda establecer que la codificacidn aritmética tiene las propiedades deseables:
> (i) el cédigo es libre de prefijo, por lo que la codificacién puede ser
realizada ‘en linea’, y

> (i) el cédigo es cercano al éptimo. Estos hechos son consecuencia de la
eleccién n = np + 1 en la definicidn.

Teorema 5

Un cédigo aritmético construida acorde la definicién 6 es libre de prefijo.

Teorema 6

Sea P una probabilidad en el conjunto S™ de cadenas de longitud r, y sea L la longitud
media de palabra del correspondiente cédigo aritmético. Entonces

L < H(P)+2.
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Codificaciéon con un diccionario dinamico

Definicién 7 (Diccionario, indice)

Un diccionario D basado en el alfabeto S es una secuencia de palabras distintas en S*:
D = dl,d2,d3,...7d]\]

Ademads establecemos que el indice de d; es i.

@ En la codificacién aritmética impusimos un “orden alfabetico” en el conjunto de
simbolos S, y construimos el correspondiente “orden diccionario” en S”.

@ Por ejemplo, si S tiene tres simbolos en el orden oo < 8 < =, el conjunto S? es un
diccionario con el orden

aa, af, ay, Ba, BB, By, ya, B, vy

@ y el indice del elemento ya es 7.

@ Este es un ejemplo de diccionario estatico.
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@ En esta seccién consideramos un método de codificaciéon en el cual el
diccionario es dindmico, en otras palabras es construido durante el proceso,
por lo que contiene aquellas cadenas que ocurren en un mensaje dado.

@ Asumimos que la fuente es estacionaria por lo que las cadenas de simbolos
que suceden en el comienzo del mensaje son las tipicas que ocurrirdn mas
adelante, por lo que no necesitamos informacidn especifica sobre la
distribucién de los simbolos.

@ Describimos el sistema de codificacién Lempel-Ziv-Welch, también conocido
como LZW.
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El alfabeto S tiene el tamafio m, con simbolos s; < s9 < ... < §,,. Tanto
codificador como decodificador comienzan con el diccionario

Do = dl,dg, e ,dm, donde d1 = S; (I = 1,2,. . .,m).

Si el mensaje es X = z129...2,, donde 2; € S (i = 1,2,...,m),

El codificador hace una codificacién del mensaje, c(X) y al mismo tiempo
construye un diccionario Dx afiadiendo a Dy ciertas cadenas sps, ... que
ocurre en X.

La regla de codificacién reemplaza cada cadena por su indice en Dx.

El decodificador utiliza la secuencia de niimeros c(X), y el diccionario inicial
Dy, para reconstruir Xy Dx.
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Definicién 8 (Codificacién LZW)

Supongase que un mensaje X = x1xs...x, en el alfabeto S = {s1,52,...,5m}
dado. Sea Dy = dy,ds,...,dy,, donded; = s; (i =1,2,...,m).
La reglas de codificacion LZW construye ¢(X) = cicacs . .. en una serie de pasos.

@ Paso 1. El primer simbolo z1 (= s, ) es una entrada d,, en Dj.

@ Codificamos 1 definiendo ¢, = p.
@ La cadena x1x2(= spsq) no esta en Dy. Definimos

dm+t1 = 2122, D1 = (Do, dpm1).

@ Continua...
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Definicién 9 (Codificacién LZW (Continuacién)

® Paso k (k > 2) Supongase que hemos completado los pasos 1, 2, ..., k-1.
Esto significa que el cédigo cics . ..cp—1 para un segmento inicial T1xs ... x;
de X, y ademds hemos construido un diccionario
Dy_1 =di,ds,...,dynik—1.Encontrar la cadena mds larga w de la forma

w:q:i+1...:cj(j Z’L—i—l)
tal que w estd en Dy,_1, sea w = d;. Tal cadena existe, debido a que z;11 es
un solo simbolo y ya estd incluido en el diccionario inicial Dy. Por definicion,

wxj4+1 no esta en Dy,_1. Codificamos el segmento x;y1 ...x; de X mediante

¢y =t, y define dp 4, = wrji1, Dy = (D—1,dm+k)-

@ Repetir el procedimiento hasta alcanza el final del mensaje.
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Ejemplo 7

Siendo el alfabeto S = {A, B, C, D, R} y aplicar las reglas de codificacion LZW
al mensaje

X = ABRACADABRA
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Ejemplo 7
Siendo el alfabeto S = {A, B, C, D, R} y aplicar las reglas de codificacion LZW
al mensaje

X = ABRACADABRA

Solucién:
Comenzamos con el diccionario Dy = A, B,C, D, R. La regla para el Paso 1, nos
indica que codifiquemos A, el cual tiene indice 1 y afladimos AB al diccionario:

¢(A) =1, D, = AB,C,D,RAB.

En el paso 2, B estd en D, pero no BR, por lo que codificamos B por su indice
2 y anadimos BR:

¢(AB) =12, D, = AB,C,D,R,AB BR.
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Las reglas dicen que en los Pasos 3,4,5,6,7 continuamos de una forma similar
hasta que alcanzamos el estado:

c(ABRACAD) = 1251314,
D7 = AB,C,D,R,AB,BR,RA AC,CA,AD,DA.

En el Paso 8 AB ya estd en Dy, con indice 6, pero ABR no esta en Dy, por lo
que el estado es

c¢(ABRACADAB) =12513146,
Dg = A,B,C,D,R,AB,BR,RA AC,CA,AD,DA ABR.

En el Paso 9, RA estd en el diccionario, con indice 8, y el mensaje finaliza, por lo
que

c(ABRACADABRA) =12513146 8.
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@ A primera vista no es obvio que un cédigo LZW es univocamente
decodificable. El decodificador debe emular el codificador afiadiendo una
nueva entrada al diccionario en cada paso, y siempre parece estar un paso
atrds.

@ Este problema puede ocurrir en el Paso 1, y habria que mirar este caso de
forma mas detenidamente. Supongase que el decodificador es dado por Dy y
el mensaje cifrado es

026102....

@ Paso 1 en las reglas de codificacién LZW dice que ¢; = p, donde d, = s,
estd en Dy, por lo que c; estd codificada estableciendo z; = s,,.

@ Para completar el Paso 1, el decodificador debe decidir como incrementar Dy
anadiendo una nueva cadena d,,,+1, Yy este requiere la consideracién de ca.
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@ Sea ¢ =r. Si r < m el procedimiento es simple, debido a que d,. estd en
Do, Yy dr = Sp.

@ Los mensajes deben por tanto comenzar con z1x2 = 5,5,, y el decodificador
emula al codificador afiadiendo esta cadena al diccionario.

@ Pero jQué ocurre si r > m?. En este caso r solo puede ser solamente
m + 1, debido a que ¢y es construido utilizando el diccionario D;. Acorde
con la regla para el Paso 1, dy,,+1 = Spsq donde 21 = s, T3 = 54.

@ Ahora el decodificador puede identificar o, ya que cico es la codificacién de
SpSpSq. Por tanto x5 = s,,¢ = p y la nueva entrada en el diccionario es
dm+1 = SpSp.

Teorema 7

Un codigo LZW construido siguiendo la Definicion 8 es univocamente
decodificable.
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Ejemplo 8
Dado el diccionario Dy= I,M,P,S, decodifica el mensaje

214468331
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Ejemplo 8

Dado el diccionario Dy= I,M,P,S, decodifica el mensaje

214468331

Solucion:
Enel Paso 1, ¢y =2y ds = M por lo que xt1 = M. También co =1y dy = I por
lo que la nueva entrada en el diccionario es M 1.

29— M ,Dy=1,M,P,S MI

En el Paso 2, co =1y dy =1 porlo que zo = I. Ademds cs =4y dy =S, por
tanto la nueva entrada en el diccionario es I.S. Por tanto,

21+ MI , Dy, =1I,M,P,S,MI IS

José A Montenegro (monte@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Los Pasos 3 y 4 son similares, y tienen como resultado
2144 +— MISS , Dy =1,M,P,S,MI,15,5S,51

En el siguiente paso ¢5 =6, y dg = IS por lo que x5 = I, xg = S. También
cg = 8y dg = SI por tanto la entrada del diccionario es 1.SS. Por tanto,

21446 — MISSIS , Ds =1,M,P,S,MI,15,5S,SI,ISS
Pasos 7,8,9 son similares, y el resultado es

214468331 — MISSISSIPPI
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@ En este punto, podemos plantearnos porqué las reglas LZW alcanzan una
compresién importante.

@ En estos ejemplos, solo alcanzamos una pequena cantidad de compresién
con el costo asociado.

@ Por ejemplo, el mensaje ABRACADABRA tiene longitud 11, y la
codificacién 125131468 tiene una longitud de 9.

@ Sin embargo en la practica cuando el mensaje incrementa en longitud, con el
inevitable incremento de cadenas, entonces se produce una mejora.

@ En la practica, LZW ofrece unos buenos resultados.
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