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El concepto de fuente

@ Basicamente podemos definir como una “fuente” como un productor de
mensajes.

> Los ejemplos de la vida real van desde un persona escribiendo correos,
o un escaner digitalizando imagenes.

@ Utilizando la terminologia anteriormente descrita, una fuente emite una
cadena de simbolos, denotado por:

§16283. ...

Cada & es una variable que puede tomar como valor cualquier simbolo que
pertenece a un alfabeto dado.

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



@ Una caracteristica que define una fuente y la diferencia de otra es el alfabeto.
» Idiomas orientales utilizan alfabetos distintos al alfabeto de 28 letras A.

@ Muchos comparten el alfabeto de 28-27 letras similar a A, existen ciertas
reglas de como el alfabeto es utilizado (gramatica, sintaxis ...) y esos
elementos estdn reflejados en la cadena emitida por la fuente.

» El simbolo W aparece mucho mas en el Inglés que en otro idioma.
» Escédner, producird mds a menudo mensajes en el que W (representa un
pixel blanco) que B (representa un pixel negro).
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Ejemplos Lenguajes Naturales

@ Como conclusién tenemos que la fuente debe ser descrita especificando el alfabeto
y las probabilidades de los simbolos que van a ser emitidos.

Simbolo Espariol Portugues Italiano Inglés
a 12.53% 14.63 % 11.74 % 8,167 %
b 1.42% 1.04 % 0.92 % 1,492 %
c 4.68 % 3.88% 45% 2,782 %
d 5.86 % 4.99 % 3.73% 4,253 %
e 13.68 % 12.57% 11.79 % 12,702 %
f 0.69 % 1.02% 0.95 % 2,228 %
g 1.01% 1.30 % 1.64 % 2,015 %
h 0.70 % 1.28% 1.54% 6,094 %
i 6.25 % 6.18 % 11.28 % 6,966 %
j 0.44 % 0.40 % 0.00 % 0,153 %
k 0.01% 0.02% 0.00 % 0,772 %
q 0.88 % 1.20% 0.51% 0,095 %
r 6.87 % 6.53 % 6.37 % 5,987 %
s 7.98% 7.81% 4.98 % 6,327 %
t 4.63 % 4.74% 5.62 % 9,056 %
u 3.93% 4.63% 3.01% 2,758 %
\ 0.90 % 1.67 % 2.10 % 0,978 %
w 0.02% 0.01% 0.00 % 2,36 %
X 0.22% 0.21% 0.00 % 0,15%
y 0.90 % 0.01% 0.00 % 1,974 %
z 0.52% 0.47 % 0.49 % 0,074 %
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Ejemplos Moneda

@ Experimento de una moneda es lanzada repetidamente, resultado
H = Cara, T = Cruz. Una fuente con alfabeto S = {H, T}

@ Si la moneda no estd trucada, la cadena emitida podria ser
HTTHTHTHTTHHTTTHTHHTTHTHTHTH ...,

donde H y T ocurren con la misma frecuencia.

@ La probabilidad que & sea H y la probabilidad que & sea T, es la misma
1/2. Lo representariamos como:

Pr({ =H)=Pr(§=T)=05
@ Por otro lado, una moneda trucada podria emitir un cadena como :
HHHHHHHTHHHHHTHHHHHHHHHHT ...

donde las probabilidades son tales que Pr(&; = H) es significativamente
mayores que Pr(§, =T).
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Distribuciéon de Probabilidad

La teoria necesaria para establecer un modelo matematico completo de la fuente,
es bastante complejo pero podemos realizar algunos progresos basindonos en un
modelo simple.

Definicién 1 (Distribucién de Probabilidad)

Sea S = {s1, $2, ..., Sm } un alfabeto. Una distribucion de probabilidad sobre S es
un conjunto de nimeros reales p1,pa, ..., pm tal que

Pi+pot et pn=1,0<p; <16 =1,2,..,m).

Las probabilidades pueden ser descritas como un vector p = [p1,D2, ..-; D), ¥
establece la relacion que el simbolo s; aparece con probabilidad p;.
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Fuente con probabilidad de distribucién

@ Dada una distribucién de probabilidad p en S, consideramos una fuente con
la siguiente propiedad:

» La fuente emite una cadena £1£2&3 . . ., donde el valor de cada & es un
miembro del alfabeto S, y para toda k, la probabilidad que & tome un
valor determinado s; es dado por la ecuacién:

Pr(&x = si) = pi
» Donde &, es una variable aleatoria.
@ Nos referimos a este modelo como una “fuente con probabilidad de
distribucién p” o simplemente una “fuente (S,p)" .

@ Esta definicién no implica que todas las caracteristicas de la fuente son
descritas mediante p. Representa que la probabilidad de distribucién para
cada & es la misma.

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



@ En muchos casos esta es una suposicién razonable, aunque la fuente puede
tener otras caracteristicas.

» Por ejemplo, suponemos que el texto de un libro es una cadena de
simbolos del alfabeto A.

» Si abrimos el libro en la pagina x y buscamos el y ésimo simbolo en esa
pagina, entonces la probabilidad que el simbolo sea L puede ser
asumido que es la misma, para toda x e y.

> Pero si sabemos que la letra 17 en la pagina 83 es una L, entonces
afectara a la probabilidad que la letra 18 de la pagina 83 sea una A.

@ Imponiendo que las variables aleatorias & tienen la misma distribucién p,
pero en general, no asumimos que esas variables aleatorias son
independientes.
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Fuente sin memoria

Definicién 2 (Fuente sin memoria)

Una fuente (S,p) que emite una cadena §1£2&3 . .. es sin memoria si las variables
aleatorias &, son independientes. O lo que es lo mismo, para todos k y |

Pr(& = s; y & = s;)=Pr(& = s;)Pr(& = s;)

@ En una fuente sin memoria, el conocimiento de algunas partes del mensaje
no afecta a la distribuciones de probabilidades asignadas a los otros términos.

@ Esta situaciéon ocurre en el experimento realizado al lanzar una moneda al
aire y otras situaciones en la vida real.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Una de las apuestas mds conocidas en Espana es la quiniela, que puede ser
representada como una fuente que emite una cadena de simbolos del alfabeto S
= {1,x,2}, donde 1 = gana casa, x = empate, 2 = gana fordneo. ;jPodria ser
considerado este ejemplo como una fuente sin memoria?
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Ejemplos

Ejemplo 1

Una de las apuestas mds conocidas en Espana es la quiniela, que puede ser
representada como una fuente que emite una cadena de simbolos del alfabeto S
= {1,x,2}, donde 1 = gana casa, x = empate, 2 = gana fordneo. ;jPodria ser
considerado este ejemplo como una fuente sin memoria?

Solucién:

Es razonable asumir que la fuente es sin memoria, ya que el resultado de un
partido de futbol no afecta al resultado de los otros partidos. Un estudio en los
resultados obtenidos es que la probabilidad de distribucién es aproximadamente:

p1 = 0,42,17:6 = 07267172 = 073]-
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Ejercicio 1

Considere una fuente que emite simbolos del alfabeto S con probabilidad de
distribucién p, donde S = {a,b,c} p = [pa,ps, pc] = [0.6,0.3,0.1].

Si la fuente emite una cadena de 100 simbolos, aproximadamente ;Cudntas veces
aparecerd el cardcter a? Si la fuente es sin memoria, aproximadamente ; Cudntas

veces aparecerd el par ab 7
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Ejercicio 1

Considere una fuente que emite simbolos del alfabeto S con probabilidad de
distribucién p, donde S = {a,b,c} p = [pa,ps, pc] = [0.6,0.3,0.1].

Si la fuente emite una cadena de 100 simbolos, aproximadamente ;Cudntas veces
aparecerd el cardcter a? Si la fuente es sin memoria, aproximadamente ; Cudntas
veces aparecerd el par ab 7

Solucidn:
a) 60, b)18
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El problema de optimizacién

@ Consideremos que ocurre cuando la fuente (S,p) emite una cadena y es
transformada a una cadena codificada utilizando un alfabeto T.

» iEn que grado depende la longitud de un mensaje del cédigo utilizado
c: 8 —T*7

@ Partimos S = {s1,82,...,8m}.

> Sea y; la longitud de la palabra codificada ¢(s;)(1 <i<m), y
consideramos un mensaje en S de longitud N.

» Si N es un ndmero razonadamente grande, el mensaje contendrd el
simbolo s; aproximadamente Np; veces, so unas Nps veces .. ..

» Después de codificar aplicando la funcién ¢, tendremos Np; cadenas
¢(s1), cada una de longitud y1, Np2 cadenas ¢(s2), cada una de
longitud yo y asi con todas.
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Longitud media de palabras

@ La longitud total del mensaje codificado es aproximadamente:

Npiyr + Npoya + ... Nppym = N(p1y1 + p2y2 + - . + DY) -

@ Por tanto, si el mensaje original tiene longitud N, el mensaje codificado tiene
una longitud de LN, donde:

L=piyi +p2y2 + ... + DmYm.-

Definicién 3 (Longitud media de palabras)
La longitud media de palabras de un cédigo ¢ : S — T* para la fuente (S,p) es

L =piy1 +p2yo + ... + DmYm-

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Ejemplo 2
Sea S = {s1,82,83} y p = [0.2, 0.6, 0.2]. Debemos encontrar el valor de L
cuando utilizamos el cédigo binario:

$1— 0,89 — 10,83 — 11

Ademds, ;Es el codigo binario asignado para S el que alcanza su menor valor?
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Ejemplo 2

Sea S = {s1,82,83} y p = [0.2, 0.6, 0.2]. Debemos encontrar el valor de L
cuando utilizamos el cédigo binario:

81I—>0,82I—)10,83l—)11

Ademds, ;Es el codigo binario asignado para S el que alcanza su menor valor?
W

Solucion:

El valorde Les:1x02+2x06+2x02=138.

Ya que s3 es el simbolo mas utilizado, podriamos dar una codificacién que utilice
la palabra codificada mas corta para este simbolo, tal que

§1+ 10,89 — 0,83 — 11

Donde el valorde L es: 2x 0.2+ 1x06 +2x02=1.4.

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



Cédigo Optimo

@ En el ejemplo anterior ha sido facil probar que existe un cédigo mejor que el
original, pero tenemos un problema mayor que resolver.

@ Dado una fuente (S,p) y el alfabeto T, ;Cémo podemos encontrar un cédigo
c:S — T para el cual L es el minimo posible?

Definicién 4 (Cédigo optimo)

Dado una fuente (S,p) y un alfabeto T, un cédigo UD ¢ : S — T* es dptimo si no
existe un coédigo con longitud media de palabra menor.

@ El requisito que un cddigo sea UD es una restriccién significativa.

@ En el tema anterior mostramos que esta restriccion puede ser expresada por
la condicién K < 1, donde K es el nimero Kraft-McMillan asociado con los
parametros ny,na,...,nas y la base b del cédigo:

K =n1/b+ny/b%+ ... +np /0M

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es) Teoria de la Informacién y Codificacién



@ En nuestra notacién, n; es el nimero de simbolos s; tal que y; =%, y M es
el méximo valor de y;.

o El termlno bl en K es la suma de n; términos bl, correspondientes a un
término W para cada j tal que y; = 1.

» De esta forma K puede ser escrito como la suma de todos los términos

L
bYi

K= +5+. + 5t
@ Reescribiendo la condicién K < 1 en esta forma podemos formular el
problema de encontrar los cédigos dptimos como sigue:
» Dado by p1,po,...,pm encontrar y1,¥yo, ..., Ym que
minimizar p1y1 + p2y2 + ... + PmYm

sujeto a g + 75 + .+ e < L
ylayQa"'aymZO
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Ejercicio 2
Una fuente emite tres simbolos con probabilidades 0.5, 0.25, 0.25. Construya un
cddigo binario PF para esta fuente con un tamafo medio de palabra de 1.5.
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Ejercicio 2
Una fuente emite tres simbolos con probabilidades 0.5, 0.25, 0.25. Construya un
cddigo binario PF para esta fuente con un tamafo medio de palabra de 1.5.

Solucion:
Por ejemplo: s1 — 0,59 — 10, s3 +— 11

L=1x05+2x025+2x0,25=1,5
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Entropia

Definicién 5 (Entropia de una distribucién)

La entropia base b de una distribucién de probabilidad p = [p1,pa2, ..., pm] €s
Hy(p) = Hy(p1,p2, - Pm) = L1y pilogi ().

Si0 < p; <1 entonces p%- > 1, y cada término pilogb(pii) es positivo.

@ Ya que la salida de una fuente sin memoria (S,p) esta determinada por p,
podemos hablar a menudo de la entropia de p como la entropia de la fuente.

@ Sin embargo, muchas fuentes son con memoria, y por tanto necesitamos una
definicién de entropia mads sofisticada que veremos mds adelante.
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Ejemplo 3

p = [0,5,0,25,0,25]7

i Cual es la entropia base 2 de una fuente sin memoria con distribucién
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Ejemplo 3

¢ Cual es la entropia base 2 de una fuente sin memoria con distribucion
p =[0,5,0,25,0,25] 7

Solucion:

Ha(p1,p2,p3) = p1 X loga(1/p1) + p2 x loga(1/p2) + p3 x log2(1/p3)
= 0,5 x log2(1/0,5) + x0,25l0g2(1/0,25) + 0,25 x loga(1/0,25)

= 0,5 X log22 + 0,25 X loga4 + 0,25 X logo4
=05x1+0,25x2+4+0,25x%x2

=15.
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Ejercicio 3

i Cudl es la entropia base 2 de una fuente sin memoria que emite 5 letras
A,E,1,O,U con probabilidades 0.2, 0.3, 0.2, 0.2, 0.17 ;jCual seria la entropia si las
5 letras son igualmente probables?
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Ejercicio 3

i Cudl es la entropia base 2 de una fuente sin memoria que emite 5 letras
A,E,1,O,U con probabilidades 0.2, 0.3, 0.2, 0.2, 0.17 ;jCual seria la entropia si las
5 letras son igualmente probables?

Solucién:

Ha(p1, P2, p3, P4, p5)

= p1log2(1/p1) + p2loga(1/p2) + pslog2(1/p3) + paloga(1/pa) + psloga(1/ps)

= 0,2log2(1/0,2) + 0,3log2(1/0,3) + 0,2log2(1/0,2) + 0,2log2(1/0,2) 4+ 0,1log2(1/0,1)
= 0,2log25 + 0,3log23, 33 + 0,2log25 + 0,2log25 + 0,1log2 10

=0,2%2,32+0,3x 1,744 0,2 X 2,32+ 0,2 x 2,324 0,1 x 3,32

=0,46 + 0,52 + 0,46 + 0,46 + 0, 33 = 2,23

Solucién:

Hz(p1, P2, P3, P4, P5)

= p1log2(1/p1)+ p2log2(1/p2)+ psloga(1/p3) +paloga(1/pa) +psloga(1/ps)

= 0,2log2(1/0,2) + 0,2log2(1/0,2) + 0,2log2(1/0,2) + 0,2log2(1/0,2) + 0,2log2(1/0,2)
=2,32
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Ejercicio 4

i Cudl es la entropia de una fuente que emite un solo y especifico simbolo?

José A Montenegro (monte®@lcc.uma.es)

Teoria de la Informacién y Codificacién




Ejercicio 4 J

i Cudl es la entropia de una fuente que emite un solo y especifico simbolo?

Solucién:
Hy(p1) = p1 x loga(;-) = 1 x logz(1/1) =1 x 0= 0
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Ejercicio 4 J

i Cudl es la entropia de una fuente que emite un solo y especifico simbolo?

Solucién:
Hy(p1) = p1 x loga(;-) = 1 x logz(1/1) =1 x 0= 0

Ejercicio 5
¢ Cual es la entropia de una fuente sin memoria que emite simbolos de un alfabeto
de tamafio m, siendo cada simbolo igualmente probable?
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Ejercicio 4 J

i Cudl es la entropia de una fuente que emite un solo y especifico simbolo?

Solucién:
Hy(p1) = p1 x loga(;-) = 1 x logz(1/1) =1 x 0= 0

Ejercicio 5
¢ Cual es la entropia de una fuente sin memoria que emite simbolos de un alfabeto
de tamafio m, siendo cada simbolo igualmente probable?

Solucién:
Hy(p) = m x (pxlogs(1/p)) = m x (3 x loga( 1)) = m(z;loga(m)) = loga(m)
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Representacion grafica

@ Hasta ahora la definicién de la entropia no estd contextualizada.
i Qué utilidad tiene? jCudl es el rol de la base b? ;Como la entropia es
relevante al problema de la codificacién éptima?

@ Para contestar estas preguntas, consideramos primero un ejemplo muy
simple, una fuente sin memoria emite los simbolos 0 y 1.

» Las probabilidades py y p1 pueden ser escritas como x y 1 — x para
cualquier x en el intervalo 0 < x < 1.
» La entropia de la fuente (en base 2) es

h(z) =z x log2(1/x) + (1 — z) X log2(1/(1 — x)).
@ La figura 1 es la grafica de h para los valores 0 < z < 1.

» Como podemos observar es simétrica sobre la linea z = 1/2 y el valor
méximo es h(1/2) = 1.
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Incertidumbre

@ Una posible interpretaciéon que nos proporciona la representacién gréfica es
que la entropia es una medida de incertidumbre.

@ La mayor incertidumbre sobre cual simbolo es emitido ocurre cuando dos
simbolos son igualmente probables (z = %) por otro lado no existe
incertidumbre si ninguno de los simbolos son emitidos (x=0 é x=1).

@ A modo de resumen, podemos establecer que la entropia es una medida de
incertidumbre sobre la identidad del simbolo que es obtenido acorde con una
distribucién de probabilidad p.
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El concepto de informacidn estd muy vinculado a la incertidumbre. Basicamente,
proporcionar informacién sobre un evento reduce nuestra incertidumbre sobre él.

Teorema 1 (EI teorema de comparacién)

Sip1, P2,y Pm Y q1,q2, - - -, Gm Son dos distribuciones de probabilidad entonces:
Hy(p) = Y12 pilogs(5-) < 3002, pilogs ()

El caso de igualdad es dado sii q; = p; para todos los i (1 <1i <m).

Teorema 2

La entropia (incertidumbre) de una distribucion p en m simbolos es al menos
logym. El maximo valor ocurre sii todos los simbolos son equiprobables.
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Ejercicio 6

Suponemos una fuente sin memoria que emite tres simbolos a,b,c con
probabilidades 0.6, 0.3, 0.1, y otra fuente sin memoria emite los mismos simbolos,
con probabilidades 0.5, 0.3, 0.2. ;Qué fuente presenta mayor incertidumbre?

¢ Qué distribucion de probabilidad produciria la mayor incertidumbre?
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Ejercicio 6
Suponemos una fuente sin memoria que emite tres simbolos a,b,c con
probabilidades 0.6, 0.3, 0.1, y otra fuente sin memoria emite los mismos simbolos,

con probabilidades 0.5, 0.3, 0.2. ;Qué fuente presenta mayor incertidumbre?
¢ Qué distribucion de probabilidad produciria la mayor incertidumbre?

Solucién:

a) Ha(p) = 0,6log2(1/0,6) 4 0,3l0og2(1/0,3) + 0,1l0g2(1/0,1)

=0,6 x0,74+4+0,3 x 1,73+ 0,1 x 3,32

=0,4440,5240,33 =1,29

b) Ha(p) = 0,5log2(1/0,5) + 0,3log2(1/0,3) + 0,2l0g2(1/0,2)

=0,540,321,73 + 0,222,32 = 0,5 + 0,52 + 0,46 = 1,48

c) La incertidumbre es mayor cuando todos los simbolos son igualmente probable,

siendo la distribucién de probabilidad (3, 5, 3). H2(p) = loga(m = 3) = 1,58.
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Cdédigos Optimos

@ Después de las definiciones planteadas, volvemos a una pregunta que
tenfamos sin resolver: ; Cémo encontrar un cddigo b-ario UD para una fuente
(S,p) tal que la longitud media de palabra L es minima? .

@ Para realizarlo hacemos uso del concepto de entropia Hy(p) y los siguientes
teoremas:

Teorema 3
La longitud media de cualquier cédigo UD b-ario para la fuente (S,p) verifica
L Z Hb(p).
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Definicién 6 (Regla de Shannon-Fano (SF))

Podemos intentar construir un cédigo con una media de longitud de palabra
cercana a L, escogiendo bYi sea tan cercano como sea posible a z%‘ O lo que es lo
mismo:

y; es el menor entero positivo tal que bY¥+ > 1%.

El valor resultante de K es:

K=1/b +1/b2 4+ ... +1/b¥ <pi+ps+...+pm=1

y por tanto un cddigo PF (por teorema 2.2) con estos pardmetros debe existir.
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El siguiente teorema muestra que la longitud media L de un cédigo esta muy
préxima a Hy(p).

Teorema 4

Existe un cédigo PF b-ario para una fuente con una probabilidad de distribucion p
que verifica la inegualdad L < Hy(p) + 1.
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Ejemplo 4

Una fuente emite 5 simbolos con una probabilidad de distribucién
p=1[0,4,0,2,0,2,0,1,0,1]. Cual es la entropia H(p)? Construya un cddigo binario
para esta fuente con longitud media de palabra menor que H (p) + 1.
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Ejemplo 4

Una fuente emite 5 simbolos con una probabilidad de distribucién
p=1[0,4,0,2,0,2,0,1,0,1]. Cual es la entropia H(p)? Construya un cddigo binario
para esta fuente con longitud media de palabra menor que H (p) + 1.

Solucion:
Utilizamos el hecho que H(p) es la entropia con respecto a la base b = 2. Un
simple calculo muestra que H(p) =~ 2,12.

Hs(p) =0,4 x logg(ﬁ) +0,2 x logg(wl2 +
0,2 x logg(ﬁ) +0,1 x logg(m) +0,1 x logg(ﬁ) =212

La regla SF nos indica que debemos escoger y; el menor entero que cumpla

1 _
2 > =25

cuyo resultado es, y; = 2.
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De forma similar podemos calcular los demds casos:

y2 = 3(2v2 > 55 >
y4—4(2 > o7 = 10),y5 = 4(2% > g = 10.

Por tanto, (n; = Nimero (y; = i)) los parametros requeridos son
Ng = 1,n3 = 2,n4 =2
Utilizando el método del drbol, es facil construir un cédigo PF con esos
pardmetros, por ejemplo:
00, 010, 011, 1000, 1001.
El tamafio medio seria:

L=04x2+02x3+02x3+01x4+01x4=28,

que verifica (como garantiza el teorema 4) que es menor que H(p) + 1 =~ 3,12.
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Ejercicio 7

Utiliza la regla de codificacion Shannon-Fano para construir un cédigo binario PF
para una fuente con una probabilidad de distribucion p = [0.25, 0.10, 0.15, 0.05,
0.20, 0.25]. Encuentra la longitud media de palabra L, y verificar que L estd ente

H(p) y H(p) + 1.
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Ejercicio 7

Utiliza la regla de codificacion Shannon-Fano para construir un cédigo binario PF
para una fuente con una probabilidad de distribucion p = [0.25, 0.10, 0.15, 0.05,
0.20, 0.25]. Encuentra la longitud media de palabra L, y verificar que L estd ente

H(p) y H(p) + 1.

Solucién:
Ha(p) = 0,25 x loga(g4z) + 0,1 x loga(gy) +
0,15 x loga(535) + 0,05 x mgz(o,ﬁ) +0,2 x loga(5Ly) + 0,25 x loga(5h:) = 2,42

9> o =4y = L =10;y2 =4

2U > 1o = 6,66;y5 =3 2% > L. =20,y =5
2% > 55 =Dbiys =3 2% > iz = diye =2
n2:2,n3:2,n4=1,n5=1.

L=025x240.25x2+40.20 x3 4+ 0.15 x3 4+ 0.10 x 4 4+ 0.05 x 5= 2.7.

Verifica que 2,42 < 2,7 < 3,42.
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Ejercicio 8
Utiliza la regla de codificacion Shannon-Fano para construir un cédigo ternario

PF para una fuente con una probabilidad de distribucién p = [0.5,0.3,0.2].
Muestra, construyendo un codigo mejor que este coédigo no es dptimo.
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Ejercicio 8

Utiliza la regla de codificacion Shannon-Fano para construir un cédigo ternario
PF para una fuente con una probabilidad de distribucion p = [0.5,0.3,0.2].
Muestra, construyendo un codigo mejor que este coédigo no es dptimo.

Solucién:
Hs(p) = 0,5 X logg(rls) +0,3 x 1093(%) + 0,2 x log3(0—%2) =0,93

3> g =21 =13% > 55 =333y =2
3y32$=5;y3=2
n1:1,n2:2.
L=05x1+03x2+02x3=17.

Verifica que 0,93 < 1,7 < 1,93.
Pero podriamos crear un cédigo con 1 bit cada uno, L=1.
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Regla de Huffman

@ Si un cédigo UD existe, entonces es posible construir un cédigo PF con los mismos
pardametros. Por tanto, debemos restringir la blsqueda de cédigos dptimos a
cédigos que cumpla la propiedad PF.

@ La regla de Shannon-Fano produce cddigos satisfactorios, pero por regla general no
nos ofrece un cédigo dptimo.

@ La regla de Huffman, descrita a continuacién, nos garantiza un cédigo éptimo.
(regla similar puede ser para b > 2.)

Lema 1
Un cédigo éptimo PF ¢ : S — B* para una fuente (S,p) tiene las siguientes propiedades:
@ si la palabra codificada c(s’) es mayor que c(s) entonces ps > pl

@ entre las palabras codificadas de maxima longitud hay dos de la siguiente forma x0
y x1, para algin x € B*
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La regla de Huffman emplea dos construcciones basadas en estas propiedades:

H1 Dada una fuente (S,p), sea s'y s” dos simbolos con las menores
probabilidades. Construir una nueva fuente (S*, p*) remplazando
s'y s por un simbolo s*, con probabilidad p%, = ps + ps». Todos
los demds simbolos se mantienen con las mismas probabilidades.

H2 Si tenemos un cédigo binario h* para (S*,p*) con h*(s*) = w,
entonces definimos un cédigo binario PF h para (S,p) mediante las
reglas h(s') = w0, h(s") = wl, y h(u) = h*(u) para todos
u#s,s".
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H1: H2:

Figura 2 : Las dos reglas de Huffman

Supongamos que tenemos una fuente con m simbolos.

La regla H1 puede ser utilizada para construir una secuencia de fuentes cada una
con un simbolo menos que la anterior, por lo que el proceso finalizaria en la fuente
mth, la cual solamente posee un simbolo.

El cédigo éptimo para la dltima fuente es la asignacién de la palabra vacia a ese
simbolo tnico.

Una vez aplicado lo anterior, la H2 puede ser utilizada para construir los cédigos
para cada una de las fuentes en la secuencia.
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Ejemplo 5

Utilizar la regla de Huffman para construir un cédigo optimo para una fuente con
distribucion p = [0.4, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1].
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Ejemplo 5

Utilizar la regla de Huffman para construir un cédigo optimo para una fuente con
distribucion p = [0.4, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1].

Solucién:
Comenzando con p*) = p y definiendo p(it!) = p()* parai =1, 2, 3, 4, la regla
H1 produce la secuencia de fuentes mostrada en la siguiente figura.

pM 04 0.2 0.2 0.1 0.1

P
p?: 04 0.2 0.2 0.2
T~
p® 04 0.2 0.4
w2
p™ 0.6 0.4
T~
p® 1.0

Figura 3 : Aplicacién regla H1 Huffman
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Para construir el cédigo Huffman utilizamos la H2, comenzando del cédigo que
asigna la palabra vacia al simbolo tnico en la dltima fila. El proceso es mostrado
en la siguiente figura.

0.4 0.2 0.2 0.1 0.1
00 01 10 110 111
04 0.2 0.2 \ 0.2 /
00 01 10 11

(14 0.2 \ 0.4 /
01 1
\ 06 /

\/

Figura 4 : Aplicacién regla H2 Huffman
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Las palabras codificadas son 00, 01, 10, 110, 111.

Para esta fuente la longitud media de palabra del cédigo Huffman es:
Lopt = (0,44+0,2+0,2) x2+ (0,1 +0,1) x 3=2,2

La entropia H = H(p) es aproximadamente 2.12.

En el ejemplo anterior aplicando la regla SF a esta fuente obteniendo un
cédigo con una media de longitud de palabra de Lgp = 2,8.

La relacién entre los resultados obtenidos con la regla de huffman y los
obtenidos anteriormente es:

H < Loy < Lsp < H+1.
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Lema 2
Sea h y h* definidas como en la regla H2. Entonces la longitud media de palabras
de h y h* satisfacen

L(h) = L(h") + p;-

Teorema 5
Si h* es dptimo para (S*,p*) entonces h es dptimo para (S, p).
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Ejercicio 9
Construya un cédigo éptimo para la fuente del Ejercicio 7 utilizando la regla de
Huffman, y calcule su longitud media de palabra.

Ejercicio 10

Considere una fuente con probabilidad de distribucion [0.4,0.3,0.2,0.1]. Compare
la longitud media de palabra del cédigo obtenido de la regla SF con la longitud
media de palabra dptima obtenida mediante la regla de Huffman.
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