SRE

Introduccion al

Lambda Calculo
(AC)

Francisco Rafael Yépez Pino

Programacion Declarativa Avanzada

1



" A
Introduccion al A-Calculo:

1. d-reducciones y [B-reducciones
1.1. A\ —Teorias
1.2. Eta-conversion y extensionalidad
1.3. Reduccion generada por un programa

2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser

3. Ordenes de Reduccion. Teorema de Estandarizacion

4. N\-Definibilidad
4.1. Operaciones Ldgicas
4.2. Computabilidad
4.3. Puntos Fijos y recursion
4.4. Listas en el A-Calculo



= S
1. o-reducciones y [3-reducciones

m Evaluacion de una expresion = serie de pasos de
reduccion, obtenidos cada uno por reescritura,

e - é ; e se reescribe mediante un paso en é, usando una
reduccion indicada por —

m Semantica Operacional de un lenguaje funcional =
a partir de una expresion inicial, mediante un computo

(= sucesivas reescrituras), se obtiene una expresion
final, p.e.. ei—»,e2-,....> ,en— ef

m Semantica Operacional de una expresion = computo al
que da lugar tal expresion,

p.e.:S.0.(en)=e1 -, €2 -, .... >, en
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1. o-reducciones y 3-reducciones (ll)

m Redex (reducible expresion) = cada una de las subexpresiones que
son factibles de ser reemplazadas al hacer una reduccién en una
expresion de acuerdo a ciertas reglas.

P.e.. cond (>32)(-32)(-23)
tiene 3redexes: >32 -32 vy -23,
que pueden ser reemplazados por: True 1 y -1

m Computo finalizado = aquél en el que ya no aparecen mas redexes

m Dos tipos de Reglas:

Reglas predefinidas = operaciones primitivas del lenguaje, en particular
las reglas para las constantes

Reglas determinadas por un programa



" A
o-reducciones

m Son las reducciones que transforman constantes, descritas por -» 5 p.e.: >
32-5True y +12-5 3

y tamblen extendiéndolo:

"(+12) (-41) 0 *(+12) (-41)
s s

*(+12)3 *3(-41)
s s

*33 *33
s s

9 9

El orden de la evaluacion es muy importante aunque el resultado no
dependa de este

m  Se dice que la extension de la relacion inicial 6 es compatible o sustutiva,
ya que permite reducir una expresion a partir de reducciones de
subexpresiones

m Usaremos »; para |nd|car una reduccion en varios pasos (cierre transitivo y
reflexivo de > shyasi: "(+12)(-41)-»59



"
o-reducciones (ll)

m Las reglas condicionales estan entre las o-reglas mas
Interesantes

Cond True EF -4 E
Cond False EF -5 F

Estas condicionales se dicen estrictas en el primer argumento si
éste esta en forma normal o es True o False



" A
B-reducciones

Con las B-reducciones reescribimos una llamada f u a la funcion f si
conocemos el cuerpo de la funciéon f.

Es decir, si para fu tenemos que f= Ax.E, hay que reemplazar en
el cuerpo E todas las ocurrencias de x por el argumento u:

(AX.E) u -5 <x:=Uu>E
P.e.: (AX.X) Y gy

La regla puede utilizarse también en el sentido opuesto:
(AX.E) u <5 <x:=u>E

K en ese caso se llama una B-expansion. Si el sentido no se precisa se
abla de - equivalencia: (Ax.E) u =5 <x:=u>E

—5 tambien es sustitutiva: (Ax.x y) (Az.z) -5 (Az.2) y 5y

Por medio de »; denotamos el cierre transitivo y reflexivo de —; ,
teniendo: (Ax.x y) (Az.z) »g y



" A
Mezcla de 0-reducciones y 3-reducciones

m Indicadas por »g;

|: ! :| |:.-:!'l..l". ¥ .|":| 2 — 3 w2 2 — 5 |
(Ax.* x x) 2 —g5 4
(i2)  (Az.xy) (Az.z) — 3 (Az.2) ¥ —3 Y
(Ax.x y) (Az.z) —3
(128) ((AxAdy.+ xy) 7)8 —5 (Ay.x Ty)8 —g *=T8® —5; 56

((Ax.Ay.+ zy) T)8  —gz; 5Hb

(iw) (Aff3)(Ae.+ 21l) —3 (Ae.+ 213 —g +31 —F 4
(Af.f3)(Ax.+ 1) —wzs 4

m »g;genera una relacion de igualdad =g; que es de equivalencia
(reflexiva, simétrica y transitiva) y debe de cumlplir que:



" A
Reducciones generadas por una relacion

m Sea larelacion® € A x A, escribiremos xRy o (X,y)eR
Entre estas relaciones resaltamos:
3 [ ((Aze.MYN, [z:=NM) | M\NcA]
T YAz Mz, M ) | McA |
4 B A

iy GLUn
.frl,lr'fl- S A

Que inducen distintas nociones de reduccion, que resultan ser
compatibles.

m Definicion : Se dice que R es una relacion compatible siV A, B, M, N € A
(AB)ex = (MAMB)e®, (ANBN)e® y (AX.A, Ax.B)e®

Una reduccion es una relacion compatible, reflexiva y transitiva (no necesariamente simétrica).

Una igualdad (sustitutiva) es una relacion de equivalencia compatible.



"
Reducciones generadas por una relacion (Il)

m Definicion: (Reducciones generadas por una relacion)

Definicién (Cierre compatible de una relacién) —g es ¢l cierre com-
patible de R o reduccién en un paso. es decir, la minima relacion que
verifica los axriomas

(A,B) e R A—rB
A g B M A g A

-

M B AN—=r BN Av. A —gr \r.B

A—r B A—r B
A N

Y o

Definicion (Cierre reflexivo y transitivo de una relaciéon) —r es el
cierre reflexivo y transitivo de —g. es decir, la minima relacion que verifica
A—-r B A—-rg B B —»r C
A—-g B A—-r A A—gC
Definicion (Equivalencia generada por una relacién) =g es la (relacion

de) equivalencia generada por —x. es decir, la minima relacion verificando

A—-r B A=r B A=r B B=xC
A=r B B=r A A=r C
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Reducciones generadas por una relacion (lll)

m | ema: Las relaciones -, >, = , SOn todas compatibles,
con lo cual », es una reduccion y =, es una igualdad.

Por tanto, las relaciones »g »5 , »gs son todas
reducciones.

11
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1.1 A—Teorias
m La Ateoria tiene como formulas M = N, donde M y N son
A-expresiones y como reglas de derivacion:
e Axiomas de equivalencia:

M=N M=N N=P
jl._.fr == 411|._.Er f\"r — 411|._.|'_Ir 411|._.Er p— P

e Axiomas de compatibilidad:

|
=

M=N M =
Y M=YN M X =

tvogla) M =N
—re a
X SUNEM = )\o.N

|
l‘-';{.#

e J—regla:

[)\Ejlr)" f\"r = [.i!' = :\r]jlr

m Silaigualdad M = N es demostrable en tal teoria escribiremos
simplemente: AC - M = N. Por tanto, la A —teoria es una teoria con

igualdad compatible donde es valida la 3-regla.

12
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A — Teorias (lI)

m En el AC tenemos dos igualdades:
La igualdad =; generada por »,
La igualdad = descrita por la A—teoria

m Puede demostrarse que ambas representan el mismo
concepto, esdecir: M=N < AC+-M=N

m La principal ventaja del uso del AC como teoria es que
podemos razonar sobre las igualdades de forma mas
simple.

13
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A — Teorias (lll)

m Enunateoria T con igualdad donde son aplicables los siguientes
axiomas (siendo A y B igualdades)

F A= (B=A)
F (wB=-A) = ((-B=A)=B)
A, (A=D)+ DB (modus ponens)

m Se cumple que los dos enunciados siguientes con equivalentes:
7 es consistente (p.e. existe una igualdad M = N no demostrable)

No existen M, N talesque 7+ (M =N) y 7 + =(M = N)

m En nuestra A — Teoria incluiremos los axiomas anteriores. Luego son
equivalentes:

VMNeA . ANC+H(M=N)
El AC es inconsistente

m Esto lo usaremos para encontrar inconsistencias.
14



" JE
Convenio de Variables y definicion de sustitucion

B <X:=U>e -2 “sustituir x por u en todas las apariciones libres de x en
e!!

m La sustitucién plantea problemas si en e aparece x ligada:

F=Ay.yx=Ax.(Ay.y x), entonces FMN=; NM,
siM=y &N=x,entonces Fyx=; xy, perotambien:

Fyx=((A(Ay.yXx)y)x -5 (Ay.yy) X -5 XX

Luego debe darse x y = x X, que es absurdo e introduce
inconsistencias: x y = x X =V MNNeA . ANC+H(M=N)

m El problema esta en la definicion de sustitucion, pues en estos casos
es obligatorio realizar una a-conversion (=,) o renombramiento de
variables:

Fyx=((AX.(Ay.yXx))y) x=, (Az.(A1r.rz)) y) X -5 (Ar.ry) x -5 xy

15
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Convenio de Variables y definicion de sustitucion (ll)

m  Convenio (Convenio sobre Variables (CV)):
Si una serie de términos aparecen juntos en cierto contexto, entonces todas las variables
instanciables de tales términos se considerardn distintas de las libres.

m Definicion: Teniendo en cuanta de ahora en adelante el convenio de
variables se define:

2 := Nz = N

[ := Ny = y St x Z Y
2:=N|(P Q) = [v:= ]P [z := N|Q

2 := N](\y.P) = Ay.|r:= N]

m Para cualquier relacion % se cumple:
A—g B = (= A]M —5 [x:= B]M
m Pero no necesariamente se tiene:
M —r N > (== AIM —x [z := AN

'

m Una relacidn R es sustitutiva si:
VM. N.Ac A : (M.N)eR=(|r:=AM . [v:=A]N )eR

m Si g sustitutiva, tambien: -, »,, =, ; si B sustitutiva, tambien -,
»g =g Y Si 0 sustitutiva, tambien —> »85 =g 5

16
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1.2. Eta-conversion y extensionalidad

m En el AC siempre se tiene: (Ax.M) x=M

= Sin embago, la regla (n): MM x =M (el cuerpo de la funcion es
M X) no es necesariamente cierta.

m P.e.:si consideramos la funcion suc = Ax. + 1 x, se verificasucy = + 1
y, de forma que suc tiene el mismo comportamiento que la funcién
parcial + 1, pero no pueden considerarse iguales salvo que se

considere la n-regla: (Ax. + 1 x) =+ 1

17
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1.2. Eta-conversidon y extensionalidad (I1)

m Curry demostré en 1941 que AC U (ext) es equivalente a An, donde
la siguiente regla (ext) captura el principio de extensionalidad:

. o Mazxz=Nzx | i
(ext) ﬂjr — }' si z & ¢[M N]

m La (ext) se usa para obtener funciones via parcializacion. Como
aplicacion, veamos que en el Ano-calculo se tiene:

COND TRUE 3 = Ax.3, comprobémoslo de dos formas:

e A través de la 7 regla: o A través de la regla (ext):
COND TRUE 3 TRUFE
= !y 1'(}%1“- = | Reflexividad de =
Av.COND TRUE 3 x 3 — 13
= ! d-regla para COND — | B-regla
Ax.3 . .

= | 6 regla para COND
COND TRUE 3 y=(Az.3) y
= | regla (ext)

COND TRUE 3= \r.3 18
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1.3. Reduccidon generada por un programa

m Consideremos el siguiente programa Haskell junto sus evaluaciones en el

intérprete:
pi i Float
cero, cten :: Int
pi = 3.1415927
Cero = [
Cl1en = 100
sucesor . Int — Int
sucesorn = n + |
difCua  :: Int — Int
difCuan = (n—2)*(n+ 2)
rec . Int — Int 10
reC T — TEC.T |1
wulgr e Int = Int —- 12
nulaz = 0 o

b =—

-1 — o

6

MAIN> cero + cien
100

MAIN> sucesor 4

=

19}

MAIN> difCua 4
[2

Que equivale
formalmente a:

cero + cien = 100
sucesor 4 — 4
difCua 4 =5 1

¢;,Podemos formalizar la reduccion = ?

19



1.3. Reduccion generada por un programa (ll)

pi = 3.1415927

cero = 0 Diremos que:

Cit)ﬂ % 100 e :>é S| e* _»[35 é*
sucesor = An. + n 1 .

difCua = An. * (— n2) (+ n 2) donde E* es la

rec o traslacion al AC de E
nula ]E Az.0

(cero + cien)* = + cerocien = + 0100 -5 100

de donde cero + cien — 100.

(sucesor4)* = (An.+ n1)4 —»gs 5
de donde sucesor 4 — 5
(nula (rec 2))* = (A z.0)(rec 2) =45 0

de donde difCua 4 = 12
20
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2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser
m  Untérmino M se dice que

es un R—redex si para algun término N se tiene que M -, N
esta en R —forma normal (®R—FN) si no contiene ningun ®—redex

m Portanto definimos el conjunto ¥\’ de forma inductiva como:

X€ FN
si M1,...,.Mm € FAlentonces x M1 ... Mm e FA[

si M € A entonces AxX.M € FN

Las FN se corresponden con la idea de “fin de computo”, asi un evaluador debera
seguir “mientras existan redexes, reducir uno de ellos”.

m Lema (caracterizacion de formas normales): Si M es una R—FN, entonces M
>, N = M=N.
R

No todas las expresiones tienen FN, p.e. si Q =(Ay.y y) (Ay.y y), Q es un
redex y no es FN, pero ademas:

Q=(Ay.yy) (Ay.yy) -g<zi=Ay.y y>(zz) = (Ay.y y) (Ay.y y) =Q

Q - Qy el coOmputo de la expresion Q no termina.

21
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2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser(ll)

m Definicion (Confluencia):

Se dice que una relacion — verifica la propiedad del
diamante,donotada por —k©, si se tiene, V A A, ,A,,

A-AANASA, > JAASAAA-A
Tambien se indica diciendo que el siguiente diagrama es comutativo:

L

Ay Ay

"aeaY:

Ai‘

O incluso también en la forma: < - - € - - « , donde - denota la
composicion de funciones

Una relacion X se dice confluente o también que verifica la

propiedad de Church-Rosser, que donotamos con € CR, si la
relacion inducida -, verifica la propiedad del diamante; es
decir: Re CR & —» &0

22
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2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser(lll)

m Teorema (Teoremas de Church-Rosser, 1936)

(a) P E CR,neCR, fneCR
Sea ahora R € CR. Iintonces:
) M=r N = 3Z.M g Z A N —»p Z.
(¢) Si N es una R-FN de M, entonces M —»r N.

(d) Si un término tiene forma normal, dicha forma normal es inica (salvo
a-equivalencias).

23
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2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser(IV)

Demostracion.— Probemos (b) por induccién sobre la estructura de la derivacién
M =r N (Definicién 16.1):

— Si M =g N es consecuencia de Td—":”g% tomamos Z = N.

— Si M = N es consecuencia de %2% aplicamos hipotesis de induccién:
AZ . N »p Z ANM —»qn Z.

. ' — =n N . z . .
— Si M = N es consecuencia de M "IA’,I:R Af’ 22 por hipétesis de induc-

cién existen términos P y @ verificando

T,

y por la propiedad de confluencia tenemos que existe R verificando:

S

PTG TG et G % 0 5% 5

E ey £ e Y
TRy kg L S T

Y ahora basta aplicar la transitividad de -»
y M=,N

24
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2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser(V)
m Ejemplo: M- M1 M-,M2

o lo que es igual:

M M\ M2

Como -, € »5 ¥y >, € »5 y por ser » confluente, el diagrama anterior
se puede completar con

|v|,1‘/ M\ M2

CLR.

Es decir, los dos evaluadores 1y 2, computan el mismo valor,

pero si el 1 produce una forma normal y el otro no, entonces sabemos
que M2 -»;M1; es decir, M1 puede obtenerse de M2 computandolo

algo mas por 2. M
e \‘MZ

25
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2. Formas Normales. Teoremas de Church-Rosser(VI)

m Corolario (Consistencia del AC):
Tanto el A-Célculo como el An-Calculo, son consistentes.

m Demostracion (por reduccion al absurdo):
Supongamos que AC sea inconsistente
Entonces para cualquiera de las expresiones M y M se tiene que M=N
En particular, siendo M y N dos formas normales tendremos que AC+M=N
Pero como ACFA=B = A =3 B, entonces M =3 N
Por el teorema de Church-Rosser tendremos que M = N.
SiM=x & N=y, que son dos formas normales no a-equivalentes:

Tendriamos que x =y, lo que es absurdo, por tanto, la suposicién inicial de
que el AC sea inconsistente es falsa

m el AC es consistente.

26
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3. Ordenes de reduccion.Teorema de estandarizacion

m Importancia de la eleccion del siguiente redex para la finalizacion del
computo:
Q = (AX.X X) (AX.X X)
La expresion (Ax.y) Q tiene dos redexes: uno interior (Q) y otro
exterior (toda la expresion)

Y segun por el que reduzcamos podemos tener y (reduciendo por
el exterior) o la misma expresion (por el interior).

m Un redex es externo si no esta contenido en otro redex, en cuyo caso
sera interno, por ejemplo:

mterno mterno
g - g

P " & T
(Ar.r) a ((Ar.r) b) (Ay.({Az.z) ) y) a
N - g i

Tyt e

mterno externo

27
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3. Ordenes de reduccion.Teorema de estandarizacion (ll)

m Se distinguen dos 6rdenes de reduccion:

Orden normal o estandar, que notaremos por »* , donde se reduce el
redex externo de mas a la izquierda

m (Axy)Q -»° y (ejemplo que vimos antes Q = (Ax.x X) (AX.X X))

Orden aplicativo, que notaremos por »* donde se reduce el redex interno
de mas a la izquierda

m (AXy) Q -»?(Axy) Q »? - ynoterminaria el cobmputo.

Pero segun uno de los teoremas de Church-Rosser, si una expresion
tiene FN, ésta es Unica; en este caso .

Otro ejemplo: Aa(Ab.(Aec) bb)d

Xa.(\b.b b) d

—

Aa.d d

con lo cual, Aa.(Ab.(Ac.c) b b) d -5 Aa.d d pero también

Aa.(Mb.(hec) bb)d Yaed d 28
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Formas Normales por la cabeza.

m (Cada término:
Es una forma normal por la cabeza (FNC):
m M=Axx, Xx.x M1...Mm (n20) A (m 20)
O es B-reducible por la cabeza:
m M=AX,  X..(Ax.MO) M1 ... Mm (n20) A (m 20)
donde al redex (Ax.MO) se le llama redex de cabecera.
m M admite FNC si M =N con N en FNC.

m Teorema de Estandarizacion; Curry-Feys, 1958:
Si M~ ¢ N, entonces también M »° N.

M tiene FNC si y sélo si su reduccion por la cabeza termina, donde ésta
consiste en la reduccion reiterada del redex de cabecera.

m La reduccion por la cabeza determina de forma Unica una secuencia de
terminos (que termina o no).

m En la reduccion estandar esta incluida la reduccidén de cabecera, teniendo:

o I

M - 7 — N

- -
e

red. estandar

Donde :-»° es la reduccion por cabecera y »' indica reducciones internas.
29



Formas Normales por la cabeza. Eiemplo: (siendo I = Az.2):

e La AE
Ax.x (I b)

esta en FNC (pues no existe redex de cabecera); sin embargo no es una
FN vy la reduccion normal lo reduciria a Ar.x b

e La AE
(Ar.z x) (Ar.x 1)

no admite FNC ni tampoco FN (ya que toda FN es una FNC)

e La \E
ArI x (I I)

admite como FNC tanto Az (I'1) como Aev.x 1

e La AE
(/\;I'.;I' .I.') Ix (I f.i)

terminaria en x (I a) si utilizamos reduccion por la cabeza, pero la re-
duccidén estandar continuaria hasta obtener la expresion x a:
[ L]
(Az.x z) T2 (I a) - r(Ia) - Toa
N )
fin computo si FNC

Ademsds, obsérvese que la AE original también admite como FNC la ex-
presion r a., pues

(Ar.x x) Tz (Ia) — I1ra — Ixa — ra

pero la FNC candnica (i.e.. la obtenida por reduccion por la cabeza) es la
expresion x (I a) 30



Forma Dévil-Normal por la cabeza

m Se define el conjunto FDNC como:
Toda constante es una FDNC
AX.E es una FDNC

Si f es una constante o una funcion de aridad k > n = 0,
entonces f E1 E2 ... En es una FNDC

m Se diferencian de las FNC en que no se evaluan las A-abstracciones

internas.

APYRY MIM| ez lz

x

FN

FNC

FDNC

A

m Clasificacion de cinco A-expresiones. Ax.I M no esta en FNC pero si en

FDNC, por no tener redexes externos.

m Una expresion que consista en una sola variable es, segun la definicién, una
FDNC; sin embargo, el resultado de un programa funcional no debe contener
variables libres (p.e., + x 1) y podemos limitarnos a FDNC cerradas.

m Una ventaja de la reduccion a una FDNC es que se evita la B-reduccién en

presencia de variables libres.

31
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Forma Deévil-Normal por la cabeza (Il)
m Por Ejempilo:

Ae Ay e+ > y) x

estd en FDNC, no reducir redex interno, pero

(Az.( Ay e. + zy) x) 4
no esta en FDNC y hay que reducirla por orden normal:

(Az.( Ay x.+ x y) z) 4 - (Ay.Az.+ = y) 4 - Av.+ x4

32
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4. A-Definibilidad

m La nocién de A-Definibilidad es conceptualmente la base de la programacién
funcional

m  Church introduce la nocion de A-Definibilidad de funciones f: Nk - N con objeto
de capturar la nocion de computabilidad.

m Establece que las funciones intuitivamente computables deben ser A-definibles
(tesis de Church), lo que motiva el desarrollo de lo que se conoce como teoria
de las computabilidad o toria basica de las funciones recursivas.

m Ademas de la Aritmética y la Logica, las estructuras de datos (lineales y
arboreas) también son representables (A-definibles) en el AC.

m En la sintaxis que hemos visto del AC consideramos las funciones predefinidas
(0-reglas) como +, 0, -1, cond, etc.

m Ahora veremos como pueden definirse en un AC puro.

33
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4.1. Operaciones Logicas

Una A-expesion sin variables libres es independiente del contexto. A tales
expresiones las llamaremos Combinadores y las usaremos para obtener las
funciones de orden superior.

Si definimos los combinadores

C = Jlwyx

F = Aryy
se tiene:

CPd@ = P

FPQ = @

combinador condicional cond
cond = Aepg.c p g

va que cumple las reglas de reduccion conocidas del si-entonces-sino: en efecto:

cond C M N cond ¥ M N
(Aepg.cpgq) CM N (Acpg.cpq) F M N
= | [ regla tres veces = ! [-regla tres veces
CMN F M N
— —3
M N

34



4.1. Operaciones Logicas (ll)

Los operadores no, v v o se definen en la forma:

no = AraoeF C
v = AryxylF
o = AryaxCuy
A=l
yCF = (\eyryF)CF = CFF = F
noC = (AraxF C)C — CFC =

35



4.2 Computabilidad

Definicion (Sistema de numerales) Un sistema N de numerales es una
terna N = (N, Cero, Suc) donde N es una sucesion de combinadores
- T T
N = Ny, Ny,

y Cero y Suc son dos términos (funciones) tales gue

Cero N — C ,s5iN=N;

) F.siN =N .Ng, ...

Suc .'h'l.'r;.. — .'h'l.'r;.._|_1

Definicion (Sistema adecuado de numerales) Un sistema de numerales

es adecuado sioexiste una funcion Pred (predecesor) tal gue:

Pred N1 = Ny

36
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4.2 Computabilidad (Il)
m Sistema adecuado de numerales de Church:
Co = Mx.x
Cn+1 = Afx.f™*1(x)

de forma que  Suc=Aabc.b (a b c) es una funcidn sucesor:
Suc Cn »g Cn+1

m A partir de éstas es facil definir funciones test-cero [An.(n(Ax.F))C],
predecesor y sucesor de forma que resulte un sistema adecuado de
numerales. Tambien podemos representar otras operaciones
algebraicas (donde m 2 n = Ax.m(nx).

F = Mdmnfrom f(n fx) (snuma
« = Amnfmin fl=Amnmon ( producto)
| = Aryycx (exponencial )

37



" J
4.2 Computabilidad (lll)

m Consideremos ahora [n] € A a la representacion en el AC del natural n
e N, utilizando el sistema de Church.

Definicion (Funcidn A-definible) Una funcidon numérica o : NP — [
se dice A-definible si existe un término F tal que

[wlni,..., np)| = F [n1] ... [np]
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4.2 Computabilidad (1V)

NOTACION Si denotamos con

n="mf...., Ty [n] = [n1] ... [mp]

la definicion anterior se escribe:

[¢(n)] — F [n]

Definicion 4.5 (Funciones recursivas)

1.

2,

L

Las funciones iniciales son las funciones UF, 87, Z, donde

UP(ng.....np) = ny
St(n) = n+1
Zn) = 10

Una clase de fanciones numéricas O es cerrada para la composicidn
51 contiene la composicion de funciones de la clase, es decir, las funciones
de la forma:

viginl.....om(n)) = C T I i € C

Una elase de funciones numéricas O es cerrada para la recursiom prim-
itiva st contiene a las funciones de la forma:

B0, n) = yin)
ik +1.n) = ielkn)kn) . para y, £ C

Una clase O es cerrada para la minimizacion si contiene las funciones
de la forma:

pn)=min { m | pn,m)=0 | Loon o e O

Lo clise W de las funciones recursivas es la menor clase cerrada para
la composicidn, recursion primitive y mindémizacicon geue contiene a las
funciones iniciales,
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Teorema de Kleene:

m La clase de las funciones recursivas es la misma que la
clase de funciones A-definibles.

m Por tanto, las funciones computables pueden
representarse en el AC

El teorema de Kleene es la base de la evaluacion de los programas ancilonales;
asi. dada una oneion computable £ M — B v su A término asociado B

[fin)]| = F [n]

por el teorema de Chuch-Rosser, para obtener su valor ([ fin)]) basta encontrar
(=1 existe) la forma normal de F [n].
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4.3. Puntos Fijos y recursion

Consideremos la sicniente defimeion de factorial:
FAC =M.COND (= n0)1 (+ n (FAC {(— n 1))} (3.0]
v puesto que CON D = Aeyzore g o

FAC =An.(= n0)1 (¥ n (FAC (— n 1))) (3.1)

Tal definicidn es necorrecta en el AC yva que las hineciomes son andmimas v
no pueden referirse a 21 mismas; para resolver tal problema podemos escribir el
miembro de la derecha como resultado de una 3 reduccion sobre una funeidn o
definida en la forma:

wW=Af{{An.[= n0)1l(+xni(f(—n1l)))

A58

de forma que la ecuaciin 3.1 se escribe en la forma:

FACT

w FACT (3.2)
es decir, FACT es un punto fijo de la funcidm 27 por otro lado vemos que la
solucion a la ecnacion 3.2 dependera solamente de . Veamos una torma de
obtener la solucidn de tales ecuaciones:
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4.3. Puntos Fijos y recursion (l)

Teorema (del punto fijo) Para cada F eriste una expresion X tal que

FX=X
Demostracion: Sean W = Az F (x x), X = W W tenemos
X
W W
(AeF (xx)) W
F (W W)
FX

El teorema afirma que existe solucion de la ecuacion 3.2, Veamos ahora
como buscarla de forma general.
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4.3. Puntos Fijos y recursion (ll1)

Definicidn (Combinador para puntos fijos) Un férmino M es un com-
binador para puntos fijos (eppt) si

WF . FeA . M F=F (MF)

Se observa que, =1 M es un cppt. dada nna Fopodemos obtener sienpre 1in
punto fjo de £ en la forma A F.El problema es, jexisten tales combinadores?
Corolario El combinador ¥ = Af.(Ax.f (& x)) (Ax.f (x x)) es un cppf.

emostraciin: Sea W = Ae ' (r x) el término del teorema; entonces:
I t Sea W = A e F (xx) el t lel t t

Y F

WwW
F (W W)

F(Y F)
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4.3. Puntos Fijos y recursion (1V)

El combinador Y resuelve el problema de la recursion antes planteado, va que
la funcidn factorial puede definirse en la forma:
FACT = Y F

donde Fes

F=Af{(Ani= n0)1{+n(f(—nl)
que es una definicion no recursiva del factorial. Asi tenemos nna téenica para
eliminar la recursiom transformandola en iteracion, pero tal iberacion puede no
terminar (=1 las iteraciones no tienen forma normal).

Tal solucidn es acertada desde nn punto de vista matemsitico; sin embargo,
debido a la ineficiencia de la implementaciin del combinador ¥ usando su AE,
la mayoria de las implementaciones proporcionan ¥ como un constructor con
la regla de rednecidn

Y F—=F (Y F)

En efecto. tenemos la signiente reduccidon:

FACT 1

Y F1

F(YF)1

(Af(An(= n 0] 1 (xn(f(-n1)) (Y F]1
((Anf= n0) 1 (+n (Y F(-nl)j))1

F 1Y F(—11))))

¢ 1(Y F0)

« LF(Y F)0)

e LiASf((And= n ) 1 {+n{f(—nl) (YO
w1 ((An= nM 1 (YF {—nl)))o
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4.4 Listas en el AC

Sean las funclones:

COIS
vacia
vaclia”

Entonces es facil ver que:
acial vacia = C
Por ejemplo:

acial (cons a b)

(Ax.r (Aabed.d)) (cons a b)

3

J cons a b (Aabed.d)

= ! definicidn de cons
(Aabf.f ab)a b {(Aabed.d)

= | B-regla tres veces
(Aabed.d) a b

— | fA-regla dos veces

Acd.d

F

Aabf.f a b
Aryz.y
Ar.r (Aabed.d)

vacia? (cong a b)) =F
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4.4 Listas en el AC (lI)

Podemaos wdentificar cons con el constructor de histas v consideraremos las sigu-
lentes equivalencias sinthcticas:

vacia = |]
cons a b = a:b
[T1,....: r,] = wp:[ra.... Ty
entonces es facil ver que:
cab = Azr.x C col=Arax F

son funciones que extraen la cabeza v la cola de una lista:
cab (cons p g) = p col (cons pg) =g
Por ejemplo:

cab (cons pq)
! definicidn de cab

(Ar. C) (cons pq)

=T
cons p g C

! definicidn de cons
(Aabf.fab)pqgC

— | F-regla tres veces
Cpg

! definicidn de C
(Azy.xr) pg

= ! F-regla dos veces

e
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4.4 Listas en el AC (llI)

Ahora veamos como definir la funcidn de concatenaciom. En principio, nnes-
tra funcidm deberd verificar la ecuacion:

CONCA vy =vacia’ x y (cons (cab x) (CONCA (col x) y))

v =1 procedemos a eliminar la recursiom de la misma forma gue hicimos con el
factorial, tendremos:

CONCA =Y (Afryvacial & y (cons (cab &) (f (col &) y)))
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