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Capitulo 12

Soluciones a los Ejercicios

[44] Supongamos S = S’ entonces, Vi, 0 : 1,0 € £ :

{P}S{P7}

= .- definicién de triplete
[P* = S.P7]

— o S — S/
[Pt = S'.P]

= " definicién de triplete
(PSP}

La interpretacién es facil: ya que el predicado P* solamente es verificado
por el estado ¢, partiendo de tal estado, si via S el estado final es o, entonces,
via S’ también el estado final debe ser o.

[46] Calculemos segtin la definicién de triplete y suponiendo que S es sana

{Falso}S{X} {P}S{Falso}
= .- definicién de triplete = " definicién de triplete
[Falso = S.X] [P = S.F]
= - CP = " S es estricta
Cierto [P = F|
= - CP
[-P]

Por tanto, el segundo triplete solo es cierto cuando [P = Falsol, y la interpreta-
cién es muy simple: si S termina debe hacerlo en algtin estado (es la interpre-
tacion de la Ley del Milagro Excluido.

[49] Sea S sano y disyuntivo. Probaremos la propiedad de unicidad de los
estados finales por reduccién al absurdo. Sea un estado inicial ¢ para el cual
S termina en al menos dos estados distintos. Consideremos el conjunto ¥ de
estados finales para ¢. Entonces tendremos:

Cierto
= *.» X es el conjunto de los posibles estados finales para ¢

(S'(\/UEZ PU)L
= "8 es disyuntivo

Ve (S-P7),
= " (S.P7), es falso: no garantizo que S termine en o partiendo de ¢

Falso

255
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256 12 - Soluciones a los Ejercicios

[49] Si S no es disyuntivo, existen predicados Ay B, y un estado ¢ tales que
(S.A), v (8.B), # (S.(AV B)),.
Por ello, los posibles valores de tales predicados son

(S.4), | (S.B), | (S.(AV B)),

c F F
F C F
C c F
F F C

Por ser S es monétono ([S.AV S.B = S.(AV B))), solo es posible que se den
los valores de la tltima linea de la tabla anterior; es decir:

(S.A), = Falso (S.B), = Falso (S.(AV B)), = Cierto

Por esto ultimo, partiendo de ¢, S termina; pero no podemos asegurar que el
estado final sea tinico; si lo fuera, éste verificaria A V B, pero esto no es posible,
ya que (S.A), = (5.B), = Falso.

[50] (Véase también la Nota 4.1) Si tomamos
S = [b— abortan C — nada]

entonces S*.(—b) = C, y S.(=b) = —b, y son distinguibles.

[50] Tenemos que [U.F' = b], y por tanto U no es estricta; si fuera [U.F = F],
entonces deberia tenerse [b = F], de donde U = S, y serfa una sentencia sana.

[59] iNo! ya que la variable ¢ queda alterada, y tenemos, por ejemplo

{t=1Ax=2Ay=3} t:=wmx:=yy:=t {t=2}
{t=1ANx=2ANy=23} T,y =y, T {t=1}

de donde las sentencias son distinguibles.

[61] Supongamos que E dependa tinicamente de a y b (cualquier otra depen-
dencia no afecta al siguiente razonamiento). Entonces, ptle, deberia tenerse

a:=a+1;b:= FE(a,b).a=1b

= *.’semdntica asignacién dos veces
E(a+1,b)=a+1

 Clerto

luego [E(a+1,b) = a + 1], y por ello E no depende de b y tomamos E(a) = a.
Obsérvese que el razonamiento sirve si eliminamos la sentencia a := a + 1.

[61] AYUDA.- Sea un predicado E(z,y, z) arbitrario que dependa tinicamente
de las variables x, y y z (esta suposicion es suficiente ya que si E dependiera
de otras variables, en la propiedad de inter(z,y) podriamos tomar cada una
de tales variables). Estudiad — por induccién — tripletes de la forma

{E(a,b,c)}inter(z,y){E(b,a,c)}
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12 - Soluciones a los Ejercicios 257

[61] Sea X un predicado arbitrario; entonces, ptle

(S;7)*.X
"' Definicién 3.20

(85 T).(~X)

= "."seméantica composicion
-S.(T.(—X))

= " doble negacién
=S5.(~T.(—X))

= "' Definicién 3.20
-S5.(-T*.X)

= "' Definicién 3.20
S*(T*.X)

= "’ semdntica composicion
S*T*.X

[61] Si S essana, la funcién X — (b = S.X) es conjuntiva en X, pero no es
estricta en general, ya que [(b = S.F) = -b].

[61] No existe tal expresion, ya que si £ = E(a,b) depende de a y b, tenemos

b:= N.a := E.(N > méx(a,b))
b:= N.(N > méx(E(a,b),b))

N > méax(E(a,N),N)

Falso

[61] Probaremos que si S es sana, la sentencia T = ((b — §)), en general, NO
se puede implementar en el lenguaje de Dijkstra ya que 7" es estricta, pero no
es necesariamente conjuntiva. Para probarlosea T’ = ((z =2 — z:=z — 1)),
A = x > 1; entonces

TANT.—-A
. definicién, calculo, S conjuntiva, LME
bA=ANSAVOANANS-A
= ".’en nuestro caso particular
r=2AN(x<1lAz>2Vae>1Axz<2)
= . CP

r=2

En general, T no es conjuntiva si S determinista con [S.C' = C] (hdgase como
ejercicio, aplicando el Teorema 3.21(4i7): [S.~A = =S.A4)).

[63] S.X semaEnhca y:=1lx:=1X Ay:=0.2:=1X, dedonde, ptle,
S.(y=1) = Falso S.(y =0) = Falso S.(y=1Vvy=0) = Cierto
y por tanto

S(y=1vy=0) £ Sy=1vSy=0
Ademas, [S.(x = 1) = Clierto], de donde {C'}S{x = 1}.

[65]
SI.m > a
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= *.-semdntica selectiva
OBA(a>b = m:=am>a)A(a<b = m:=bm>a)A
(a=b = nada.m > a)
= ".’semdntica asignacién y nada
CA@>b=a>a)AN(a<b=b>a)AN(a=b = m>a)
= - CP
CANa<bANCA(a#bVm>a)
= - CP
a<bVa<bAm>a
a<b

[65] Tenemos que OB =z # 0 A z # 1. Ademds

SIl.x #0
= " semdntica selectiva
r#£O0Nx#1
<0 = z:=—22#0
r>1 = z=x—-1x#0
r>2 = zr:=x+2x#0
= *.semantica asignacion
rA£ONTzZ1IA(22>20V —zZ0)A(x<1Vae#£1)
(x<2Vz+2#0)
= - CP
r#0ANx #1

> > >

y por tanto [OB = SI.xz # 0]. La interpretacién es que para asegurar la termi-
nacién de la selectiva con « # 0 basta con que alguna guarda sea cierta.

[68] Véase Ejercicio 5.23.

[68] Los apartados (B) y (C) son triviales. AYUDA.- para el apartado (A):
estudiad la siguiente sentencia

[ a —= ] -a — z:=1
O a — xz:=2]
O -a — [ a — z:=1
O -a — z:=2] |

Para el apartado (D) consideremos la sentencia ST = [b — U Ob — U],
dondeU.Z = (b = S.Z),y S sana. Entonces, ST es conjuntiva; ademads, U no
es estricta, pero S1.Z = b A S.Z es estricta.

[70] Utilizando la interpretacién de la selectiva, podemos escribir, ptle
SI.X = (-OB = S'"X)A(Vi:1<i<n:b = S;.X)
[70] En efecto; si tomamos [b — S, su transformador es T’; ademads, es deter-
minista silo es S.
[70] Véase el Ejemplo 3.13:47.

[70] Por la semantica de la selectiva: [SI.M = = := 1.M Az,y := 1,0.M].
Por tanto, [SI.(z = 1) = Ciertol, lo que prueba el triplete {C}SI{z = 1}. Para
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probar que es indeterminista, tomamos los predicados A = y =0,B = y #0;
entonces, tenemos, ptle

SI.A=(x=1), SI.B = Falso, SI.(AV B) = Cierto.

Por tanto, SI.(AV B) # SI.AV SI.B,y SI resulta ser indeterminista.
[70] (A)—[b = —S.C|;unejemploes b — x:=1].

(B)—[X = S.-X]; no existen ejemplos con S sano. Véase Ejemplo 3.13:47.
(C)—[S.C = SY|,unejemploesS = [z >0—z:=0] eV = (z=0).
(D)—~[b = S.C;unejemploesb = >0y S = [z>6 —x:=1].

[70] (A).— Véase el concepto de programa ttil en pagina 48.

(B).— Hay que probar que para todo predicado X se verifica, ptle

[[z>1—nadaOx >1— aborta] .X = aborta.X ]
= *.’semdntica seleccién, y definicién de aborta
[z >1Anada.X A aborta.X = F]

[F=F]

(C).— Supongamos z una variable entera; entonces, ptle

[t>0—2:=202>1—x:=3].(x=2)
= *.-semantica seleccion
r>0N (>0 = x:=22=2)A(z>1—>2x:=30=2)
= - CP
r>0N2=2AN(z>1—-3=2)
- CP
z>0Nnx <1
" x es entera

r=1

Luego los estados para los que la sentencia termina verificando # = 2 vienen
determinados porx = 1,si x € Z.

(D).— No necesariamente; por ejemplo si [b = Cierto] entonces
[C—-SO0-C—-S8].X
*.’semdntica seleccién
CAIC = SX)N(F = §.X)
= - CP
S.X

Luego [C — SO-C — 8’| =S, que es indeterministasiloes S.

[74] Por laregla de refinamiento, bastara probar, por induccién sobre la estruc-
tura de la sentencia,

VS : S € Prog : by {Cierto}S{Cierto}
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— CASOS BASES : — PI1: COMPOSICION
(:=) sigue de [z := a.C = C]. {C}S; T{C}
nada es trivial. = ()
_(ase(or(cy
HI
— PI 2 : SELECTIVA — PI3:BUCLE
{C}b—SO-b—T]{C} {C}«[b— S]{C}
= " regla selectiva = " regla de refinamiento
{CABIS{C} AN{C A -D}T{C} {C}«[b— S]{b}
= " regla de refinamiento = " regla del bucle
{C}S{C M {OYT{CY {C A b}S{b}
= HI = " regla de refinamiento
HI

[74] El primero siempre es inferible (véase el Ejemplo 5.6). El segundo no
necesariamente; por ejemplo, {z > 0}z := 1{Falso} no se puede inferir en LH;
ademads, se puede demostrar:

Fr{P}S{Falso} <= [P = Falso]
(hagase como ejercicio).
[74] Véase el Ejercicio 5.27.

[84] @ .— Por la semdntica informal que nos dicen, deducimos la regla

{PyS{X}y  {PT{X}
{P}S o T{X}

(B).— Segun la seméntica informal de S ® T, ptle

SoT.X

[C—-SOC—-T].X
= *.-semantica condicional
(C = SX)N(C = TX)
= - CP
SXANT.X

(C).— Por (B), nada ® nada = nada , que es determinista; ademas U = (f :
Cierto)®(f := Falso) es indeterminista, ya que [U.(f = C) = F], [U.(f = F)
Fly [U.C = C], de donde U no es disyuntiva. Otro ejemplo de determinismo
(indeterminismo) es S © S, si S es determinista (indeterminista).

[85] (A).— Consideremos las reglas de la Figura 5.0 eliminado las reglas de la
selectiva y sustituyéndolas por la regla

(bAXIS(Y} [ AX}S{Y} [X = bV
(XM[b— SOV — S']{Y}
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NOTA 12.0 Si en la regla de la selectiva suprimimos el predicado [X = bV V],
entonces, como después veremos, el sistema no es correcto para la semantica de
Dijkstra; por otro lado, si reemplazamos la regla de la selectiva por dos reglas, del estilo

de
{bAX}S{Y}

(X}[b—SOb — S){¥}

entonces el sistema no capturaria correctamente el indeterminismo, ya que podriamos
derivarty{z =1}z >0 — 2=+ 10z >0—x:=z—1]{z =2}.

(B).— Por la regla de refinamiento, basta demostrar, VS :: -, {C}S{C}, y esto
altimo se prueba por induccién estructural sobre la sentencia. Todos los casos
son iguales que los del Ejercicio 5.8, salvo el correspondiente a la selectiva:

Fr{C}[b— SOV — S']{C}
<= " (si)

{}S{C} A {V'}S{C} AN [C = bV
= . HI

[bV V]

Por tanto, tales tripletes serdn validos si consideramos solamente selectivas
para las cuales siempre una guarda es cierta. En este caso, se puede suprimir el
término [X = bV '] enlaregla (si).

(C).— El sistema del apartado (A) es completo si los tripletes derivables en la
semdntica de Dijkstra también son derivables en tal sistema; o sea :

VX, S,V = [X = SY] = by {X}S{Y}

(D).— Basta demostrar VS, Y :: 4 {S.Y}S{Y}, ya que entonces, tendremos

X = SY]
= *.regla de refinamiento, -4 {S.Y }S{Y'}
P {X}FS{Y}

Demostraremos VS,Y :: k3 {S.Y }S{Y} por induccién estructural sobre la
sentencia. La prueba es igual que la prueba del Teorema 5.15:78, salvo el paso
correspondiente a la selectiva:

by {ST.Y}SI{Y}
= " regla (s7)
Fr{bASIY}S{Y} A b {b/ ASILY}T{Y} A[SIY = bV V]
= " regla de refinamiento, SI.Y = (bVV)A (b = SY)A (Y = TY)

/\[b ANSLY = SY]A Fr{SY}S{Y}
' ASLY = TY|A b {T.YIT{Y}
= *.por HI: los dos tripletes son derivables; [b A SI.Y =bASY A ...]
Cierto

(E).— El sistema del apartado (A) es correcto significa que los tripletes deriva-
bles en tal sistema son vélidos en la semantica de Dijkstra; o sea :

VX, 8Y b {X}S{Y} = [X = SY]
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(F).— Hay que demostrar, por induccién sobre la derivacién,
VS, X, Y o {P}S{Q} = [P = 5.4Q]

La prueba es igual que la del Teorema 5.14, salvo el caso correspondiente a la
selectiva,

Fr{bAXIU{Y}INA b {0 AXJIV{YIA[X = bVD]
-HI
bAX = UYIAPAX = VY|AX = bV
= *.conjuntividad de [ ],calculo
X = b=UY)AW = VY)A (V)
= *.-semdntica selectiva
X = [b—-UOV - V].Y]

=

[85] (A)—

{(P}Ib— SOb—T1{Q}
= ".def. de triplete
[P = [b—S0Ob—T].Q]
= *."semdntica selecciéon
P = bA(b = SQ) AL = T.Q)
= “AN(A = B)=ANAB
[P = bASQAT.Q]
= (A= BANC)=(A = B)A(A = (), conjuntividad de []
[P = AP = SQIAN[P = T.Q
= " def. de triplete
P = 4] A {P}S{Q} A {PYT{(Q)

Obsérvese que al final se obtiene una equivalencia:
{(Pyb—5Sob—=TI{Q} = [P = A {P}S{Q} A PTG}

semdéntica

(B)— W.Q x> 0Az:=2QAz :=4.Q,de donde {PIW{Q} =

[P = z>0A2:=2.QAz:=4.Q)];luego

{z > 1}W{x =2}
{z>1}W{r=2vae=4}

[t>1 = F| = [x<1] = Falso
[x>1 = 2>0] = Clierto

De la misma forma tenemos que el triplete {z > 1}WW{z = 4} es falso, y por

tanto W es indeterminista.

(C).— Puesto que en (A) derivamos una igualdad, se puede aplicar la regla
para calcular los tripletes anteriores; en general, tenemos

{P}[b—SOb—T]{Q}
[P = 0] A{P}S{Q} ANM{PIT{Q}
y en particular

{z>1}z>0—-z:=202x>0—-z:=4]{z =2}
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: [z>1 = 2>0A{z>1}lx:=2{z =2} A{a > 1}z :=4{z =2}
T CA[<1AF
~ Falso

de donde el primer triplete es Falso; para el segundo

Cfz>1}z>0—-2:=20r>0—z:=4]{z=2Vz =4}

[x>1 = >0
S Hz>1te=2{z=2ve=4 AN {z>1}r:=4r =2V =4}
 CACAC

(85]
{PALSH{Q} A {P A c}S2{QY A [P A —c = Q]
= " def. de triplete
[PAD = S1.Q]AN[PAc = S2.QIA[PA-c = Q]
= " transitividad de =
[PAbD = S1.QIA[PA-bDAc = S2.QA[PA-b-c = Q]
= *.conjuntividad de [], regla de intercambio
[P = (b= S1.Q AN(=b = (¢c = S2.QAN-c = Q)
= *.-semantica de la selectiva
[P = [b—>50b—][c—S0-¢c—nada]].Q

[P = if bthen Sy elseif cthen S5.Q)]
= . definicién de triplete
{P}if bthen S; else if cthen So{Q}

[85] La definicién de equivalencia aparece en Definicién 5.10:74:
U=y V =VP,Q:PQeP Fry{PU{Q} = Fn{P}V{Q}

Tendremos que demostrar, VP, Q, S
Py {P}S;nada{Q} <= Fx{P}S{Q}

La implicacién (<) es trivial y es consecuencia de las reglas (nada) y (;):
hipétesis
{P}s{Q} {Q}nada{Q}

{P}S;nada{Q}

La otra implicacion Fy { P}S;nada{Q} = F# {P}S{Q} la probaremos por in-
duccién sobre la derivacién del triplete {P}S; nada{Q} (véase el esquema en
la prueba del Teorema 5.14:76). Solamente es posible tal derivacién por la apli-
caciéon de dos reglas: composicién y refinamiento. Si {P}S;nada{Q} ha sido
obtenido a través de la regla de refinamiento, entonces existen dos predicados
X eY tales que

[P = Y|A{Y}S;nada{X} AN [X = Q)]
= HI

[P = YA {Y}S{X}AN]X = Q]
= " regla de refinamiento

(nada)
()
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{Pys{Q}

Si fue obtenido por la regla de la composicién, entonces, para cierto X

{P}S{X} N{X}nada{Q}
= " por la regla de nada
{PyS{X}[X = @]
= . por refinamiento

{P}s{Q}

[86] Utilizamos induccién sobre la derivacion del triplete -3, { P}nada{Q}. Tal
triplete solamente puede obtenerse a partir de dos reglas: (ref) y (nada). El ca-
so base corresponde a la regla (nada), que es trivial, ya que si bk { P}nada{Q}
ha sido inferido de tal regla, entonces P = () (sintacticamente). El paso induc-
tivo corresponde a la regla (ref); si el triplete original ha sido inferido de tal
regla es que teniamos en el antecedente de la regla:

[P = PN Fp{P'}nada{Q'} N Q' = Q]
-HI

[P = PIAN[P = QINQ = Q]

= - ~transitividad de =

[P = Q]

[86] (A).— Véanse Ejemplo 5.6, §5.14 y §3.2.

=

(B)—SeaS = [C —y:=10C —y:=0];z:= 1. Entonces S es indetermi-
nista y {C'}S{z = 1} (véase la solucién del Ejercicio 4.19:257).

©)—

{P}[b— SOb—TOb— nada] {R}
= " def. triplete y semdntica seleccién
[P = bA(b = SR)A( = T.R)A (b = nada.R)]
= CP
[P = bAS.RAT.Rnada.R]
= *.-semdntica nada, [] es conjuntivo
[P = AP = SRIANP = T.RJAN[P = R]
= " calculo: monotonia de Sy T’
[P = bA[P = RIN[Q = RIA[P = SQ|A[P = T.Q]
= " definicién de triplete
[P = b]A[P = RIN[Q = RIA{P}S{Q} AN{PIT{Q}

P = bAd A PYS{Q} AMPITIQ)

= "~ definicién de triplete, conjuntividad de []
(P =bA)A(P = SQ) AP = T.Q)

= (P =bAc)= (P =bAP =D>bVc)
[P = (bVe)A(b = SQ)A(c = T.Q)

= *.’semdntica selectiva
[P = [b—SOc—T].Q

= " definicién de triplete
{(P}[b—S0c—T1{Q}
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(86]
{X}S;[b— AO—-b— B]{Y}
= " definicién de triplete
[X = S;[b— A0-b— B].Y]
= *.-semdntica de la composicion y selectiva
X = S(b = AY)AN (b = BY))]
= *conjuntividad de [], S monétona, [AY = (b = AY)]
X = SAY|A[X = S.BY]
= .- definicién de triplete
(X35 AV} A {X}S; B{Y}

[86] Véase el Teorema 4.24 y Ejemplo 4.25
[86] Véase Ejemplo 5.6, Ejercicio 5.8 y Ejercicio 5.9.

[86] (Véase también el Ejercicio 4.25:66). Siendo SI = [b — SOV — '],
razonemos por induccién sobre la derivacion 4 {P}SI{Q}. Tal derivacién
solamente puede obtenerse via dos reglas: (1) por la regla (si), y el resultado es
trivial; o bien (2) por la regla de refinamiento, a partir de

[P = PIA{PRSHQIANQ = €]

= ~HI
[P = PIA[P = bVVIANIQ = Q]

= " conjuntividad de [], transitividad de =
[P = bV

[90] Si [S.—b = Falsol, entonces, por monotonia, [S.(—b A X) = Falso]. Y de
aqui es fécil probar por induccién que

Vk:k>0:[H*.(X)=-bAX]

El caso base es trivial. Y el paso inductivo seria

Hk1 X

= *.definicion
-bAXVS.HFX

= - HI
“bA XV S.(-bAX)

= “[S.(=b A X) = Falso], CP
-bA X

[90] Induccién sobre S.

— CASOS BASE. Hay que demostrar, V.X, y ptle

Q Anada. X = QAnada.(QAX)
Q AN aborta.X = Q Aaborta.(Q A X)
QNz=EX = QAz:=E(QANX)

Para z := E aplicamos que z no aparece en (. El resto es trivial.

— PASOS INDUCTIVOS.
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— Composicién. Sean dos sentencias arbitrarias S y T, y un predicado
arbitrario X; entonces, ptle

QNS T.X
"."semantica composicion
QNS(T.X)
= ~Hlpara S
QNS (QNT.X)
= HlparaT
QNS (QNT.(QANX))
= "Hl para S
QANS(T(QANX))
*.semdntica composicion
QNS T(QNX)

— Selectiva.

QA[Ob; — S;](QANAX)

= *.’semdantica
QANOBAVYib = S;.(QNX)

= - HI
QNOBAVYib; = QNS;. X

= CP:[QAN(A = B)=QAN(A = QA B)
QNOBAVYi:b = S;.X

= " semdntica
QAlOb — S ].X

— Bucle. Sea el bucle x[b — S]. Entonces, es facil probar (en forma
similar a las anteriores), y por induccién sobre n, que

Vn:n>0:QAH.(QAX)=QAHFX

y de aqui el resultado.

6.7 [91] (Véase también el Ejercicio 8.40) Si = es entera, entonces, ptle

H'C = z<0Az<1IAC = z<0
H''C = H°CvVvSI.HC

y H'.C es la precondicién més débil para que el bucle se ejecute a lo sumo una
vez, pero

SI.H°.C

= *.»semadntica selectiva
OBA(xz>0=z=2-12<0)A(z>1 = z:=2—2.2<0)
r>0N(z>0=>2z<DHA(x>1 = 2<2)

= -CP
r>0Nz<1A(x>1= ...)

= "."x es entera
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r=1

luego [H'.C = z < 1], siempre que z sea una variable entera. Obsérvese que el
resultado es el mismo si sustituimos la sentencia x := = — 2 por una sentencia
arbitraria.

[92] (Véase el Ejercicio 8.50:179). Probaremos [R.C]. Tenemos [H".C' = -b).
Ademas, utilizando la semantica de la selectiva es facil probar:

SI.Z=bAz,b:=xz+ 1,2 <1.ZANb:= Falso.Z (0)

Y de aqui obtenemos, por un célculo simple, ptle

H'.C = H.CVSIL(H'C) = -bVvbAz>1
H?>C = HYCVSI.(H?C) = -bVbAxz>0
Y podemos conjeturar:
Vk:k>1:[H*.C=-bVbAz>2—k (¥)

Probaremos (*) por induccién. El caso base (k = 1) ya estd demostrado, y el
paso inductivo es

Hk+1.C'
= -~ definicion
H°.C v SI.(H*.C)
= -HI, (0)
“bVbAz,bi=z+ 1, <1 (-bVbAx>2—k)

Ny o= Falso.(=bV ...)
— .CP
“bVOA(x>1Vae<lAz+1>2-k)AC
— .'.CP

“bVbAz>2— (k+1)

Por tanto, segtin () y segtin la definicién inductiva de la semantica de los bu-
cles (Definicién 6.2), ptle

R.C
= " semdntica inductiva, y ()
“bVIk:k>1:-bVbAxz>2—-k
= *.-idempotencia, conmutatividad de Vv
“bVOA(x>1Ve>0Vae>—-1V...)
= x €L
“bVbHAC
= . tercio excluido
Cierto

[96] Seguiremos un razonamiento similar al de la prueba del Teorema 6.14
(véase también el Ejercicio 8.71). Bastara demostrar, para todo predicado X,

[PARX=PAR.X]
= *.»semdntica inductiva de los bucles
[PA(Fk:k>0:HF X)=PA(Fk:k>0: H".X)]
<= - CP
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Vk:k>0:[PAHYX =PAH"X]
= *.-induccién estructural

/\[P/\HO.XEP/\H’O.X] (1)
Vk>0:[PAHFX=PAH"X]
= [PAHFYX =P AHM X] (2)

(1) es trivial. Es facil probar que si S’ tiene el mismo comportamiento que .S en
el entorno P, y P es invariante de R, entonces P también es invariante de R’.
En efecto,

[PAb = S.P]
= -CP

[PAb = PAS.P]
— (0)

[PANb = PAS'.P]
= -CP

[PAb = S'.P]

 Pesinvariante del bucle R/ = x[b— ']
La prueba del paso inductivo (2) serfa

[PAHMY X =P A HMX]

= *.»definicién
[PAHOXVOASHEX)=PAMH X VbAS . H* X))
[PAbOASHEX =PAbAS H* X

= *. P invariante, S'y S’ conjuntivas
[PADAS(PAHEX)=PAbAS . (PAH" X))

= *."HI, regla de Leibniz
[PABAS(PANHEX)=PAbAS . (PAHFX))

= Sy 5’ tienen el mismo comportamiento en el entorno de P
Cierto

OBSERVACION.- En el Teorema 6.14 se prueba que los bucles tienen el mismo
comportamiento si VX :: [b A S. X = bAT.X], pero en el presente ejercicio se
prueba que tienen el mismo comportamiento en presencia del invariante P; el
lector debera observar la diferencia importante entre los dos conceptos.  [oss

[97] Véase Ejercicio 6.21.

[97] Sea J*.X la precondicién més débil para que el cuerpo del bucle se ejecute
exactamente k veces terminando verificando X; entonces, con esta definiciéon
(pongamos J*. X == J*):

Jo = -bAX Jv = bAS.JM L
Si S es una sentencia arbitraria se cumple:
(Bk:k>0:J"X) = «[b—S].X (1)

Para probarlo basta probar [ 3k : 0 < k < n : J* = H"], donde los H"
son los correspondientes a la Definicién 6.2, y H*. X == H*. Lo probamos por
induccién. El caso base es trivial, siendo el paso inductivo, ptle
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Hn+1
= -~ definicién
HOvbASH?
= -."HI, monotonia de S
JOVBOAS(k:0<k<n:Jb
= -.»monotonia de S, distributividad
JOVBOA(Bk:0<k<n:SJN
= -~ definicion
JOVIE:0<k<n: JH!
= -CP
Fk:0<k<n+1:Jk

La implicacién reciproca de (1) es posible probarla si S es determinista. En
efecto, basta probar, por induccién

Vn:n>0:[H" = Jk:k>0:J"

El caso base es trivial, siendo el paso inductivo, ptle,
[H" = 3k:k>0:J%
= - monotonia de S
[S.H" = S.(3k:k>0:J%)
= -.-determinismo de S
[S.H" = 3k:k>0:8.JF
= . CP
[HOVOASH" = J°VIk:k>0:bAS.J¥
= .- definicién y CP
[H = Jk:k>0:JK

[100] Respondemos al apartado (C) en forma general. Queremos estudiar la
conmutatividad
(x:=FE;S) = (S;2:=FE)

Si S es la asignacién y := F podemos aplicar el Lema 4.7(¢3):59. Si S modifica
alguna variable libre en E puede haber problemas: por ejemplo

z=y;y:=y+1l(zr=aAy=Dh)
y=y+lLiz:=y(zr=aAy=0)

a=b—1ANy=0b-1
y=a—1ANy=>b-1

y los transformadores son distintos. Afiadimos pues la condicién:
S no modifica ninguna variable de la expresién E.

Y razonamos por induccién sobre la sentencia S. Los casos base nada y aborta
son triviales. Para la asignacion, si  puede aparecer en F, y S es la sentencia
y = F necesariamente debe darse x # y, y en ese caso E no puede depender
de y, ni F de z, y siendo M(z,y) un predicado arbitrario tendremos

x = E;y:=F.M(x,y)

x:=E.M(z,F(y))
— M(B(), F(y))

y:=F,x:=FEM
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Los pasos inductivos son faciles

x = E;(S1;S2)

= *.rasociatividad
(z := FE;51); 59

= - HI
(S1;2:= E); So

= *.-asociatividad
S1; (2 := E3 S2)

= +HI
Sl; (SQ;J] = E)

= *.-asociatividad
(S1;592);2:=F

Para la selectiva, por el Teorema 4.24, basta razonar para dos guardas,

z:=E;[b— SOV — 5]
= " en las guardas no aparece x
[b—2z:=E; SOV —ax:=E;5]
— .HI
[b—S;z:=FE0V — S2:=F]
= - distributividad de selec(b, b’) (véase Ejercicio 6.28(D))
[b— SOV -8 ];z:=FE
Para los bucles necesitamos la propiedad
Vk:k>0:[(x:=E;H") = (H*; 2z := E)] (%)
ya que a partir de la anterior tendremos:

x:=E;x[b—> 8] .Z
= " semadntica del bucle
r:=E(3k:k>0:H"Z)
= .- definicién de sustitucién
%k :k>0:2:=E.HZ
-
3k:k>0:H* (z:= E.2)
= *.-semantica del bucle
*[b— S].(x:=E.2Z)
= *."semdntica de la composiciéon
x[b—S];x:=FE.Z
Finalmente, probaremos () por induccion sobre k:

— CASO BASE (k = 0):

x:=F;H°Z

= -seméntica de la composicion, y definicién de H°
z:=E(-bA2Z)

= "z no aparece en b
“bANx:=EZ

= -~ definicién de H® y semantica de la composicién
HY:z:=E.Z
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— PASO INDUCTIVO:
r:=EH" 7
= *-seméntica de la composicion, y definicion de H"?
r:=E.(H""ZVbAS.H".Z)
= "."caso base; x no aparece en b
H(z:=E.Z)VbAx:=E.S.H".2)
= "5 no modifica variables de E
H.(x :=E.Z)VbA S.(x = E.H".Z)
- HI
H (zx:=E.Z)VbAS.(H".(x := E.Z))

= *.-semdntica de la composicion, y definicion de H n+l

HvWlh g =FE.Z

[101] (A)—Zi=(x=aVax=bAx>ab, Zo=(x=aVax=>b)Azx<a,b.

(B).— Calculemos, ptle

§.Z
= " semantica

(a>b = z,y:=a,bZ)N(a<b = z,y:=b,a.2)
= -CP

(a>b = a=méx(a,b) A b=min(a,d))

(a <b = b=méx(a,b) A a = min(a,b))
= ra=mix(a,b)=a>0b,...

Cierto

Calculemos §'.Z, o sea, z,y = a,b.(H*.Z VvV H".Z v ...). Veremos que el se-
gundo término de la disyuncién vale Cierto, y al ser la sucesion creciente,
[R.C = Ciertol. Por definicion, [z,y := a,b.H°.Z = b < a], de donde, ptle

z,y =a,bH'.Z
= - *definicién de H'.Z
b<aVay:=ab(y>xrAxy:=y2H"Z)

. semantica, ,y :=a,b;x,y :=y,z =x,y :=b,a

b<aVb>aAxy:=baHZ
= *.~definicién de sustitucion

b<aVvVb>aANa<bd
= - CP

Cierto

(C).— Los tripletes {Cierto}S{Z} y {Cierto}S’'{ Z} son consecuencia inmedia-
ta de la definicién de triplete y del apartado anterior.

[103]



272 12 - Soluciones a los Ejercicios

I A J invariante de «[b — S| IV J invariante de [ b — 5]
= *.» definicién = *.» definicién
[IANTAb = S.(INJ) [(IVJI)Ab = S.(IVJ))
= ".-S conjuntiva y célculo = - CP
/\[I/\JAb:>S.I] /\[I/\b:>S.(I\/J)]
[IANTAb = S.J] [JAD = S.(IVJ))
<= AT = I, <= ‘. monotonia de S
/\[I/\b:> S.I] /\[I/\b:> S.I]
[JAD = S.J] [JAD = S.J]
= -~ I invariante, J invariante = .- I, J invariantes
Cierto Cierto

6.34 [103] Por el Ejercicio 6.35, bastara probar que I es invariante del bucle:
*[bAf—SObA-f—T]

sii se verifica
[IAbAf = SIIANIAbA-f = T.

lo cual es trivial.

(@)}
[6}]
Q1

[103] Tenemos que

*[bAf—=SObA-f —T]
= -, Teorema 6.10
[b—[bANf—-SObA-f—-T]]
= "' Teorema 6.14
b= [f—SO~f = T]]

Y quedaré probar que los dos cuerpos tienen el mismo comportamiento en el
entorno de la guarda b para poder aplicar el Teorema 6.14; es decir, habria que
probar, ptle, y para todo X,

bA[f—=SO-~f—=T].X = bA[bANf—=SObA-f—-T].X

lo cual es muy facil y sigue directamente de la seméantica de la selectiva.
6.41 [106] Podemos debilitar la tesis del teorema en la forma siguiente

[ = R.C]

= .k entero,dedonde [t <OVt=0Vt=1V ...]|,definicion de R.C
[IA(Et<O0Vt=0Vt=1V...) = (H.CVH.CV ...)]

= - CP
[IANt<0 = H.C]AVEk:k>0:[INt=k = HF.C|

La prueba del primer término es facil:

[IAt<0 = H°.C]

= HY.C=-b
IAt<0 = -0

= " regla de intercambio dos veces
[ITAD = t>0]

(b)
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La implicacién [[ At = k = HF.C] se interpreta en la forma siguiente: si
t = k, entonces el cuerpo del bucle se ejecuta a lo sumo & veces. La prueba por
induccién del tltimo predicado seria:

CAsO BASE (k = 0): PASO INDUCTIVO:
[IAt=0 = H°.C] [IAt=k+1 = HLC]
= H.C = b = - definicion
[IAt=0 = —b] [IAt=k+1 = -bVbASH"C]
= " regla de intercambio = " regla de intercambio
IAD = t#0] IAbAt=k+1 = S.H*.C|
= - CP = | (¢), transitividad
(b) [IAbAS(t<k+1) = S.HF.C|
<= | (a), transitividad
[SIAS.(t<k+1) = S.H*.C]
= *.-S es conjuntiva y monoétona

[IAt<k+1 = HC]
Probemos la tiltima implicacién de la derecha razonando como sigue

INt<Ek+1
= "k y t son enteros
IANE<OVE=1V ...Vt=k)
= " por lo anterior, y por hipétesis de induccién
H°.CvH'.CV ...VvH"C
= *+1a sucesion de transformadores H* es creciente — Teorema 6.15(i7)
Hk.C

[108] Tenemos, ptle

wdec(Jr >1 —z:=2—-102x>0—>z:=x+2],3x)
= *-Lema 6.43(ii7)
(r>1va>0)
x>1 = wdec(r =z —1,3z)
x>0 = wdec(r :=x+2,3x)
= *-Lema 6.43(7)
r>0AN(z>1 = (z:=2—1,3z) < 3x)
(x>0 = (z:=1242,32) < 3x)
= .- definicién asignacién
z>0A(z>1 = 3x—-1)<3z)A (x>0 = 3(z+2)<3z)
-CP
x>0A(z>1 = Cierto) A (x>0 = Falso)
= -CP
r>0NCAx<O0
= - CP
Falso

Interpretacion: es posible elegir la segunda guarda, en presencia de la primera,
y entonces 3x no disminuye.

[110] Probaremos, para ¢ty € Z, el triplete

{A ANt = tQ}S; T{t < to}
= "."semantica composicion
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{A ANt = to}S{B ANt < t()}T{t < to}

. *.-conjuntividad
{ANt=1t}S{B} N{ANt =t} S{t <to} N{B ANt <to}T{t <to}

= " propiedades (a) y (b) (que se citan) y regla refinamiento
{BAt<to}T{t <to}

<= " regla refinamiento
()

[113] Parat = |x — y|, despreciamos el intercambio z,y := y,z, ya que no

altera t. Para las otras sentencias:
ri=x—yt<t
= *.Lema 6.43, seméntica asignacion
lz—y—yl <lz—yl
~=
z>2yNy >0
Pero observamos (recordemos I = x,y > 0)
INz#yN(z=c+yt)<t
= *.semantica asignacion
Inz#yNnle| <|z—yl
B INz>yAN|z|<|z—y|l V INz<yAl|z|<]|z—y|
= " el primer término es Falso porser I = y >0
IN2z <y

Obsérvese ademds que I A (x > 2yV 2z < y) = ¢t > 0Az # y. Luego un
fragmento del bucle es

*[ x>2y —zi=z-—y
O 2z<y —zxz:=x+y —otambiény =y — =z
o ...]

El estudio del resto de funciones contadoras se deja al lector.

[124] Para deducir la sentencia S estudiemos la poscondicién, ya su precon-
dicién debe ser el invariante. Es decir: {I}S;z,y := y,z mod y{I}. Por consi-
guiente debe tenerse, ptle:

x,y :=y,x mod y.l
= ".-semantica asignacion
MCD(X,Y) = mcd(y, s mody) Ay=pX +qY Azmody =rX + sY
/\y >axmody >0

Pero tenemos:

y=pX+qY¥ Axzmody=rX+sY
= cr=|z/y]y+xmody
y=pX +qY Nx=|z/y] pX +q¢Y)+rX +sY

S y=pX +q¥ Az =(r+ |z/ylp)X + (s + [2/y]q)Y

por tanto, debe verificarse:
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gx:pX+QyAy:rX+sY}
fy=pX +a¥ Ao =+ |a/y )X + (s + Lo/u] )Y}
y S puede ser la sentencia
P,y s i=1,8,p—x/ylr.qg—|z/y]s
Ademas, por el Teorema 6.63, el bucle da a lo sumo |2log(M + 1)] pasos.
[125] El predicado
I = MCD(z,y) = MCD(X,Y) Az,y >0 A zu + yv = 2XY

es un invariante para los tres bucles y queda probar que terminan; se verifica

n
[z >y —zvi=c—yu+tv];
{Inz <y}
x[x<y—yui=y—z,u+v]
{INz >y}

Los bucles internos terminan trivialmente, ya que la funcién t; = x asicomo la
funcién ¢, = y son contadores. Vamos a probar que el bucle externo termina.
Para ello hay que encontrar un contador; veamos que el valor ¢t = x + y se de-
crementa en cada paso. Basta demostrar que los predicados I; y I que figuran
en el siguiente esquema son invariantes, y aplicar el Teorema de Invariantes:

j{P}( =z,y>0Nc+y=kAz#y)

{z+y<knz,y>0AN(zr=y = x+y#k)}( = L)}
sz >y—z=2—y]

{hne <y}
= crx2yhe<y = (r=y = x+y#k)
{r+ty<kAn(@>y = a+y#k)Az,y>0}( = 1)
wr<y—y=y—z]
Nz >y}
{z+y <k}
Para probar la invariabilidad de I5, tenemos
B y:=y—ux.ls
y<kANz>y—z = y£k)Az>0Ay—xz>0
<~ cy=kANzx4+y<k = x<0
CrHy<kAN(zzy = 2+ty#Fk)Azy>0Ay>a
N LAny>x

Para probar la invariabilidad de I; razonamos en la forma siguiente

r:=x—y.l
C2<kAz>yAy>O0A(z—y=y = x#£k)
= cr=kNz+y<k = y<0

Inz>y
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[125] Vamos a probar por induccién sobre k(> 0) que, ptle:
H*C=3p,q:0<q<k:n=2/2p+1)
— CASO BASE: (k = 0) trivial.
— PASO INDUCTIVO. Supongamos k > 1; entonces, ptle:
HELCO
. definicién
HY.C'V [npar —n:=n/2].H*.C
"."semantica
H°.C Vnpar An:=n/2.H*.C
"HI
H°.CVnpar An:=n/2.3p,q:0<q<k:n=292p+1))
"."semantica
H°.CVnpar ANIp,q:0<q<k:n/2=21(2p+1)
“rabsorcion, npar = (n/2)x2=n
H°.CV3p,q:0<qg<k:n=21"1(2p+1)
*.-cambio cuantificador ¢ por ¢ — 1, yaque k > 1
H.CVap,q:1<q<k+1:n=212p+1)
- CP
Ip,q:0<qg<k+1:n=292p+1)
[125] Pongamos un ejemplo:

0 1 2
B —— [2 — [5]
21 3]

4 — B — [

5 4 3

donde el nimero en el recuadro indica el nimero d; de litros disponible en la
gasolinera e; y el ntimero en la flecha el gasto g; en el recorrido; el otro ntiimero
indica el indice de la estacion. Sea:

D.i.g = Z di, — gk

i<k<j

entendiéndose en el sumatorio las desigualdades < y < en sentido horario

(médulo n); por ejemplo:

D02=5-6=-1 D51=5-7T=-2
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Para poder ir de la gasolinera e; a la gasolinera e; debe ocurrir D.i.k > 0,
para todos los valores k del tramo ¢ < k < j (médulo n), ya que no podemos
quedarnos sin gasolina en un tramo intermedio; o sea, debe ocurrir

VE:i1<k<j:D.ik>0
Por consiguiente si definimos el predicado
Sz =Vi:z<i<zxz+5:Dzx2i>0

una estaciéon e, que sea solucién del problema debe satisfacer el predicado
anterior, y reciprocamente; por otro lado tenemos:

D.xi.=D.04i—D.0.x

y por tanto:
Srx=Vi:z<i<zx+5:D.0.1>D.0.x

y todo consiste en encontrar un minimo de la funcién D.0.i; por ejemplo, para
el caso de la figura anterior tenemos:

: (0 1 2 3 4 5
DO:z]0 -2 -1 1 1 =2

y las soluciones son las estaciones e; y es.

[125] Probaremos que el predicado I definido en la forma
I =z4uwy=zyAz,y>0Au>0

es un invariante, yaque I Au =0 = z = zy, y ademas:

zyu:=0,2.1 zyu:=z+yu— 1.1
= ".semantica = *."semantica asignacion
 Ot+azy=zyAz,y>0 /\z—l—y—i—(u—l)y:m‘y
z,y>0 <ix,y>0/\u—120
ITAu#0

Para aplicar el Teorema de los Contadores basta probar que ¢ = u es un
contador, lo que es trivial ya que

[wdec(u :==u—1,t) = C] [u£0AI = (u=)t>0]
[125] Basta probar que el predicado I definido en la forma

Iib:(z)/\:z:+y:n+1/\y21/\0§k§x§n

es un invariante, yaque I Az =k = b= ( Z ). Veamos que I es cierto antes

del comienzo del bucle:

z,y,b:=n,1,1,1
*.’semantica
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1= Z JAn+1=n+1Ay>1A0<Ek<n<n
n>k>0
La invariabilidad se prueba en la forma
b:=bxx+y, z,y:=c—1,y+1.1
= *."semdntica asignacion
b:=bxx+yb=( :z:ﬁl JAz—14+y+1l=n+1
/\y+121/\0§k§x71§n
= *.semantica asignacion

bx%y:(xﬁ ANx+y=n+1Ay>0N0<k<z—-1<n

1)
..n n
= ,x(x):(n—x—kl)(x_l),paraogkgxgn
INx#£k

Para aplicar el Teorema de los Contadores probamos que ¢t = z es un con-
tador, lo que es trivial ya que

[wdec(S,t) = C] [x# kNI = (z=)t>0]

[125] Tenemos {b}R{C} = [b = R.C] = [-b]. Entonces, b debe ser F ptle,
y en ese caso el bucle R equivale a nada. Interpretacién: si queremos asegurar
que termina el bucle con cuerpo nada, hay que asegurar no entrar en el bucle;
es decir, hay que asegurar que b sea falso.

[126] Por ejemplo S = [—b — nada T —b — b:= Falso], ya que, ptle
S§.X

~ [-b— nadad—b— b:= Falso] .X

b A(=b = nada.X) A (=b = b:= falso.X)
-b A nada.X ANb:= Falso.X

En definitiva
[S.X = -bAX Ab:= Falso.X ] (%)

A partir de (x) es facil comprobar que
[S.(b=F)=F] [S.(b=C) = F] [S.(b=FVb=C)=-b

de donde S es indeterminista. Ademds, [b A S.X = F].
Para el bucle [ b — S] todos los predicados H* asociados verifican

Vk:k>0:[bAHF.C=F]
como se prueba facilmente por induccién; el caso base es trivial, y el paso in-
ductivo es, ptle

bA HFLC
= *.-definicion
bA(HC.CVbAS.HEO)
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= - CP

bAS.H*.C
= )

bA(=bAHF.C Ab:= Falso.(H*.C))
= -.~célculo

Falso

También se puede tomar S = [-b — T'O0—b — T"] siendo T indetermi-
nista con [T.C] y tal que no altere la variable b; es decir, que el predicado b sea
invariante para T'.

[126] (A).— Veremos tres soluciones: una basdndonos en la Ayuda 1, otra
solucién més ingeniosa y sencilla, y una tercera solucién basada en la Ayuda 2.

PRIMERA SOLUCION.— Es trivial que I = |z| < K es un invariante, donde
K = |zo|+1,yvaque{z =z} {I}, [x:=—2l=1I]y

r:=x— 1.1 r:i=x =21
C|le—-1<K e+ 2l<K
= =

r>1Ne< K z>2N1
Ademas,

I/\ﬂOB:I/\:vZO/\xglxéZx:O\/x:1.

Luego, segtin el teorema de invariantes, ya que [-OB = « = 0 V x = 1], basta
probar que el bucle termina; para ello probaremos que la siguiente funcién es
un contador:
. K si
Ha) = { si x<0

T si x>0

Tenemos

I Nz <0Awdec(zr = —z,t) INz>1Awdee(x:=x—1,t)
= . Lema 6.43 = -Lema 6.43

TNz <OAt(—z) < t(x) Inz>1AtHz—1)<t(x)
= -def.det,con —x >0 = ‘+def.det,conz —1>0
_I/\x<0/\x<K _I/\x>0/\a;—1<x
S IAz<0 S IAz>1

I Nz >2ANwdec(z =z +2,1)
= . Lema 6.43

INz>2AtHr+2) <t(x)
= ‘.~definicibn de t, ademasdex >2 = z+2 >0
INz>2N N +2<=x

TNz >2

y por la regla de oro (3 veces) obtenemos [I A b; = wdec(S;,t)]. Queda probar
[I Ab; = t>0],locual es trivial.

SEGUNDA SOLUCION.- Otra forma de resolver el problema consiste en consi-
derar como invariante el predicado constante C'ierto y el contador

_f Jxl+1 st z<0
t(x)_{x si >0
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Entonces, ptle,

x < 0Awdec(x := —x,t)

< 0At(—z) < t(z)

r<OA(—x)<|z]+1

z <0

y ahora aplicamos la regla de oro para obtener [I A x < 0 = wdec(x := —x,t)].
El resto de implicaciones se estudien igual que antes.

TERCERA SOLUCION.— Sigamos la AYUDA 2. Demostremos los dos tripletes
que nos piden. Para probar el segundo se prueba que I = x > 0 es un inva-
riante (lo que es trivial). Ademas, es facil probar (pruébese como ejercicio)

SIX =p>oze>1—-x:=c—-102>2 -z :=x+2]
donde la relacién S =, S’ se define en la forma siguiente:
S=,8 =VXu[pANSX=pAS.X]

y se lee: S y S’ tienen el mismo comportamiento el entorno del predicado
p. (para un estudio de la relacién S =, S’ véase el Ejercicio 8.71, pag. 182).
Entonces, aplicando el Teorema 6.14 podemos eliminar la secuencia guardada
z <0 — z := —z, y hemos de estudiar el siguiente bucle equivalente

R= «] z>1 — zxz:=z-1
O z>2 — z:=z+2]

para el cual ¢ = z es trivialmente un contador. Veamos el primer triplete. Te-
nemos, ptle

r<O0AR(xr=0VvVz=1)

= *.por Teorema 8.3, OB AR.Z= OB A SI;R.Z]
r<OANSLR(x=0Vaz=1)

= Sl =pc0x:=—x
r<0ANz:=—2R(x=0Vz=1)

= ".-semantica asignacion
z:=—z(x>0AR(z=0Vza=1))

= " por el segundo triplete y la regla de Leibniz
x:=—z.(x>0)

= *.semantica asignacion
<0

Luego, hemos probado [z < 0 = 2z < 0AR.(r = 0V z = 1)]; de aqui, para
obtener el primer triplete aplicamos la regla de oro y la definicion de triplete.

(B).— Para probar que la sentencia es determinista, probaremos los tripletes

{z #£0}R{x =1} {z =0} R{x =0}

El segundo triplete es trivial ya que para = 0 todas las guardas son falsas.
Obsérvese que el predicado = > 1 es invariante del bucle, y por el apartado
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(A) el bucle termina, por tanto tenemos [z > 0 = R.(x = 1)]; es decir, hemos
demostrado el triplete

{z > 0}R{z =1} (1)
Pero esto no es suficiente para probar el primer triplete. Razonando igual que
en el apartado anterior tenemos, ptle

r<O0AR(zx=1)

= “.por Teorema 8.3, (OB AR.Z = OB A SI; R.Z]
r<OASLR.(x=1)

= " igual que antes
r<0ANz:=—2R(x=1)

= "’ semantica asignacion
z:=—x.(x>0AR.(x=1))

= “.por el triplete (1)
x:=—x.(x > 0)

= *.semantica asignacion
<0

y esto dltimo probaria el triplete {x < 0}R{z = 1} que junto a (1) establece
una prueba de {z # 0} R{z = 1}.
[126] Veamos primero (B). Supongamos,

Vk:k>0:[H*C=-fVN-k<z<N-1] (0)

De aqui obtenemos, ptle, R.C

= *.»semdntica inductiva de los bucles
3k:k>0: H.C
IF:k>0:fVN-kE<2z<N-1
-fVvez <N

Es decir, [R.C = ~f V z < N|, y por tanto, ptle, S.C

= . definicién
x:=0; f := Cierto; R.C

= " por lo anterior
x:=0.f := Cierto.(xt < NV —f)

= *.’semdntica asignacion
N>0

Probemos (0) por induccién sobre k,
— CASO BASE. Trivial ya que [HY.C = —f].
— PASO INDUCTIVO:
HL O
= *.» definicién
HY.C'v SI.H*.C

= *.’semantica selectiva

-fV fAf:=Falso.H*.C
AN
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r:=x+1;Jxr=N — f:=FalsoOx # N — nada] .H*.C
= - HI
—fVfAzi=z+1;[r=N— f:=FalsoOx # N — nada] .H*.C
= *.seméntica selectiva
—fVfAzi=xz+1.(x=NAf:=Falso.H*.CVvx+#NAH"O)
= - HI
“fVfirner=z+l(ea=NVe#NAfVN-k<z<N-1))
= *.’semdntica asignacion, absorcién, consenso dos veces
-fVz+1=NVN-k<z+1<N-1
= - CP
“fVN—-(k+1)<z<N-1
El bucle puede terminar con z = 0 A f = Falso (el lector puede encontrar
facilmente una posible ejecucién del programa). Queda claro que el predicado

0 <z < N noes invariante ;y el predicado 0 < x < N? (hdgase como ejercicio).
Veamos que el siguiente predicado mas restrictivo es un invariante:

I =0<z<NA(xz=N=-f)AN>0

Tenemos que
x:=0; f := Cierto.l
0<0<NA(O=N = Falso) NN >0
N >0

Por otro lado,
INf=0<z<NAFS (1)

De esto dltimo concluimos, por un lado

f = Falso.I

C0<z<NAN>O0
= (1)
INf

y por otro lado

x:=x+1Jzx=N— f:=FalsoOz # N — nada] .I
= *."semdntica selectiva

zi=z+1((z=N = 0<z<NAN>OA(x#N = 1))
= *.~calculo, N > 0

zi=x+1(x#N = I)
= - CP

z:=z+1.(0<x<N)
= "."semdntica asignacion

0<z+1<N
= (1)

INf
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Por tanto, I es un invariante. Ademds, ptle, I A = f

= a= ~f)A-f=~f
0<2<NA-fAN>0

=
0<zx<N

En definitiva, si el bucle termina, lo hace verificando 0 < z < N, y hemos
demostrado la correccién parcial de

{N >0}8{0 <z <N}
Podemos probar la terminacién directamente a través del contador

- N+1—-2z, sif
o 0, si—f

Probaremos las siguientes implicaciones, ptle

(2) INf = t>0],
(3) [IAf = wdec(f:= Falso,t)],
(4) [IANf = wdec(z:=x+1;51|t)].

INfAE>O0 f Nwdec(f := Falso,t)
= *(1), definicién de ¢ = ‘" Lema 6.43
0<xz<NAfAN+1—z>0 fAfi=Falsot(f) <t(f)
= (1) = " semdntica asignacién
INS t At(Falso) < t(f)
= *.~definicién de ¢
lo que prueba (2). FAO<N+1—2
= (2)
INf

lo que prueba (3).
Finalmente, veamos (4). Por el Ejercicio 6.50, basta demostrar, ptle
(51) IAf = wdec(x :=x+1,t)

(52) {IANfle=2+1{0<2xz—1<NAf}
(53) 0<z—1<NAfAt<ty = SIL(t<ty)

Tenemos, ptle,

I N fANwdee(x:=x 4+ 1,t)
= .- Lema 6.43
INfA(x:=2+18)<t
= "~ definicién de ¢
CIAfAN+LI-(@+1)<N+1l-z
CIANS
y ahora basta aplicar la regla de oro para obtener (51). Veamos (52):
=24+ 10<z-1<NAS)
0 <z <NAFS

- (1)
IAf
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Y finalmente, veamos (53). Por el teorema fundamental de la sentencia selecti-
va, basta probarlo para las dos guardas:

0<z—1<NAfAt<tgAhz=N = [:=Falso.(t <tp)
0<z—1<NAfAt<tgAz#N = nada.(t<ty)

La segunda es trivial, y la primera es muy fécil:

_ f=Falso.(t <t)
C0<t

0<t<ty
yaque fAO. <2z—1<N =t=N-2+1(>0)
0<z—1<NAfAL<t

=
=

La distribucién de probabilidades es P[z = k] = 27, ya que
1
Plz=k] = §P[a::k—1], parak >0
. . ., . . . N k: N_k
Para una distribucién binomial, P[z = k] = P (1 —p)" ", puede ser-

vir el programa
i=Lx[i<n—[C—z:=2+10C — nada] ]

Para obtener con una distribucién uniforme de ntiimeros de N cifras, podemos
utilizar el programa:

x[i <N - [ C — x:=zx+10
O C — x:=xz+2x%10

O C — z:=x+9%10"];i:=i+1]

Otro ejemplo es:
{N>1}
a,c:=1,1;
x[c<N—aci=a+1,c+1
Oc< N —c¢:=N]
{1<a <N}

con distribucién de probabilidades:

27k sil<k<N
P[“:k]:{ 2N siK =N

y, finalmente, otro con idénticas probabilidades es:

a,b := Cierto, Cierto;
*la— N:=N-1;
[ N=1 —a:=Falso
O N#1 —nada]
Ob— a,b:= Falso, Falso]
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[132] Sea la poscondicién:
R = k = niimero de llanos de b[0..n — 1]

Sustituyendo la constante n por una variable obtenemos el candidato a inva-
riante:
I = 0<i<nAk= ntumero de llanos de b[0..i — 1]

Podemos observar que, por ser b una tabla ordenada, al igual que vimos en el
Ejemplo 7.4,

I=0<i<nAk=(Nj:1<j<p<n:b[j—1]£b}])+1
y tenemos el esquema:

{n>0}i,k:=1,0;{I}
x[ i < n — incrementar i con invariabilidad de I |
{R}
Ademas:
di=a+ 1T
~ 0<i+1<nAk=ntmero de llanos de b[0..i]
i <nAIADi—1] =5[]

y es facil demostrar que I es invariante para el bucle:

s[li<n— [ bfi—1] = b
O bli — 1] # bli]

=141
i,k=i+1,k+1] ]

—
—

[133] Se observa que en el bucle interno dd es un mdltiplo de d; sea el nuevo
invariante para el bucle interno:

J=d|(a—r)A0<r<dAd|ddAdd>0

Puesto que el anterior I era invariante, lo es el nuevo para el bucle externo y
el propio ¢t = r sigue siendo un contador. Hay que probar que J es invariante
del bucle interno; es decir, la correccién de:

*[ r>d— {I}

dd :=d;

{J}

*[r > dd — r:=r —dd;
dd ;= dd + dd]

{J}{=}{1}

]

El primer triplete es trivial; para la invariabilidad del segundo tenemos:
r:=r—dd;dd = dd+ dd.J

= ".-semantica
re=r—dd(d]|(a—r)AN0<r<dAd|2ddA2dd > 0)

= ".semantica
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d|(a—r—dd)AO<r—dd<dAd]|2ddA2dd >0

crluhz|v = x|u—vw
dl(a=r)ANd|ddNO<r—dd<dAdd>0
dl(a=r)ANd|ddNdd<rANr<d+ddAdd>0
dd<rAnd|(a—r)ANd|ddNO<r<dAdd>0
dd<rnNJ

S [ )

La funcién ¢ = r es un contador del bucle interno, por lo que éste termina;
para probar que también es contador del externo, sea S el cuerpo del bucle
interno,y R = x[r > dd — S] el bucle interno; vamos a demostrar el triplete

{r=kAdd>0}R{r <k}
Tenemos, ptle

r=kANdd>0ANR(r<k)

= " por Teorema 8.3, b A R.X =b A S;R.X], tomando b == r > dd
r=kANdd>0Ar:=r—dd;dd:=dd+dd.R.(r <k)

= *."semantica asignacion
r=kAr:=r—dd,dd:=dd+ dd.

(r=k—ddhr<kANdd>0AR.(r<k))

= "R termina, r < k A dd > 0 es invariante de R, y regla de oro
r=kAr:=r—ddydd:=dd+dd.(r=k—ddANr <kAdd>0)

= " semdntica asignacion
r=kAdd>0

Es decir, hemos demostrado
[r=kAdd>0AR.(r<k)=r=kAdd>0

y por la regla de oro, [r = kAdd > 0 = R.(r < k)], y en consecuencia
[dd >0 = wdec(R,t)].

[134] Podemos dar un esquema en la forma:
i:=0;{I}
*[i <m — [z # D[] —>E] ]
|
{1 A -b}{ = HR}

donde el invariante es parecido al anterior. Sin embargo la verificacién (y el di-
sefio) son mds engorrosas. En este caso veremos que un pequefio truco permite
resolver el problema de forma mds elegante; sea la tabla c[0..m]:

= i) sio0<i<m
‘=1z si i=m

Entonces se tiene el siguiente programa correcto:

{P'}( = m>0Az € c[0..m])

1:=0;

{1}

(R} =0<i<m+1Azgcl0.i—1]Az=c[i]
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y trivialmente [R' = R)].
Otra forma, sin utilizar una tabla auxiliar, parte de los predicados

I = b)<z<bjjlAl<j<n
b = -1 <aVvj=2

y el programa (cuya correccion se deja como ejercicio)

P
Ji=mn;
[blj— 1] > a A j#2—j=j—1]{R}

[139] Supongamos n > 0 un predicado universal (incluido en todos); sea:
P=ad<n<(a+c)’ANEFi:i>0:c=2"
Vamos a probar la correccién de:

{n >0}
a,c:=0,1;
L} (=a=0A0<nATi:i>0:c=2"
#[c2<n—c:=2%c]
{a=0,0<nAFi:i>0:c=2)An<c?}
{Pla,e)}( = a*><n<(a+c)?A(Fi:i>0:c=2"))
x[c#1— {P(a,c)Nc>2}

c:=c/2;

{P(a,2c) Nc>1}

[ (@+¢)?<n — a=a+c

O (a+¢)?>>n — nada]

]] {P(a,0)} —(2)
{PAhc=1= a®><n<(a+1)?}
Es facil ver que el predicado I; es un invariante del primer bucle:

c:=2xc.Iy

c:i=2%c.(a=0AN0<nAFi:i>0:c=2Y)
= *.’semdantica
a=0AN0<nAFi:i>0:2c=2

a=0AN0<nAFi:i>0:c=2%
I

=

Un contador de este bucle es t = n — ¢?. En efecto, ptle

c:=2c.(n—c?) <n-—c?

2

n—4c2 <n-—c
=

c>0
=

1y

y por tanto [I; = wdec(c := 2¢,t]. Ademds [I; Ab = t > 0]. Queda probar la
invariabilidad de P en el punto (2); pero tenemos:
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B a:=a+cP
(a4 <n<(a+2)2AFi:i>0:c=2)
=
(a+c)2<nAPa,2c) ANe>1
ademids, ptle, nada.P = P < P(a,2¢c) A ¢ > 1;luego

[(a+¢)?><n—a:=a+cO(a+c)?>n— nada].P
P(a,2c) Ne>1

[156] @ puede escribirse en la forma:
Q=Vi:1<i<|n/2]|:ali]=An—iv1 Nan—i+1] = A4,;

Podemos derivar un invariante sustituyendo la constante |n/2| por una varia-
ble h, pero tenemos que afiadir condiciones para la parte central; por ejemplo
tomamos:

I = Li(h) NI2(h) NO<h < |n/2]
donde

L = VYi:l<i<h:afi|]=An_ix1Nan—i+1]=A4;
I, = Vi:h<i<|n/2|:a[il=4;Nan—i+1]=A_i+1

de donde el programa:

h:=0;{I}
[ h # |n/2] = h:=h+ Lyinter(alh],aln — h +1])]

donde inter(a[h],aln—h+1]) = alh],a[n—h+1] := a[n—h+1], a[h]. Entonces
P = I,;(0) A I5(0). Ademads
_ h:=h+ Linter(alh],aln — h +1]).(I1(h) A I2(h) AO < h < [n/2])
~ h:=h+ Linter(alh],aln — h+1]).

L(h—=1) AIz(h) Nalhl = Ap_py1 Aan—h+1]=A, ANO< h < |n/2]
= *.-semantica de inter

h:=h+1.

L(h—1)ANIx(h)Naln—h+1] = Ay_pi1 Aalh]l = A, A0 < h < |n/2]
= *.semantica asignacion

L(WAL(h+1)ANan—h+1] = A,_pt1 Aalh] = Ay A

0<h+1<[n/2]
= *.*definicién de Iz (h)

Ii(h) ANI2(h) NO < h < [n/2]
[156] Parala poscondicién {m = Msa(n)}, donde

Msa(n) = max{j —i|0<i<j<nAas(ij)}
cambiamos la constante n por una variable k para obtener un invariante:
I =0<k<nAm=Msa(k)

y el esquema:

k,m:=1,1;{I}
x[ k < n — incrementar k con invariabilidad de I
{INk>n}{=}{m=Msa(k)}
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Si consideramos el contador ¢t = n — k, la sentencia k := k£ + 1 decrementa el
contador y hay que estudiar:

Msa(k+1)
T max{M; [0 <j <k+1}
- méx(max{M; |0 < j <k}, My41)
" méx(Msa(k), My41)

Pero por otro lado se verifica:

_f My+1 sioalk—1] <alk]
My = { 1 : zi alk — 1] > a[k]

de donde, si introducimos una nueva variable p para memorizar el valor de
Mj,, y consideramos el nuevo invariante:

I =0<k<nAm=Msa(k)Np= M

obtenemos el siguiente programa correcto:

k,m,p:=1,1,1;
{13
[k <n— [alk —1] <alk] = p:=p+1

Oalk —1] > alk] = p:=1 ]
m := max(m, p);
E:=k+1]

[156] Sea la poscondicién

R = al0..n — 1] esun array ordenado con los n
primeros nimeros de Hamming,

de la cual podemos derivar el invariante:

P = al0..i — 1] contiene los i primeros niimeros de Hamming
ANO<i1<n

de donde el esquema:

i,al0] :=1,1;
{1}
*[i<n— calcular sig (= i—ésimo niimero de Hamming);

i,ali] :==i+1,sig ]

El problema es calcular sig. Este sera un producto de la forma 2z o 3z o 5z,
con z € b[0..i — 1] y entre todos ellos el menor que es mayor que b[i — 1]. Si
consideramos tres variables 2, x3, x5 tales que se cumpla

P1 = z2eselmenor valor > afi — 1] dela forma 2 x 2,z € a[0..i — 1] A
x3 es el menor valor > a[i — 1] dela forma 3« z,z € a[0..i — 1] A
x5 es el menor valor > afi — 1] dela forma 5 * x, z € a[0..i — 1]
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queda claro que el siguiente ntimero de Hamming es
sig = min(x2, 23, z5)
Tomando como nuevo invariante / = P A P1, obtenemos el nuevo esquema

i,al0],22,23,25:=1,1,2,3,5{I}
[t <n— 4a[i] :=i4+ 1, min(x2, 23, z5);
restablecer el invariante I |

Podemos asociar a las variables x2, 23 y 5 tres indices j2, j3y j5 de forma que,
para: > 1:

Pl= j2=min{0<j<i—1|a[i—1] <2x*a[j]} AN22=2xalj2] A

j3=min{0 <j<i—1afi—1] <3*alj]} A3 =3=*a[j3] A
j5=min{0 <j<i—1lafi—1] <5=*a[j]} Azb=>5x*alj5

y obtenemos el esquema:

i, al0], £2, 23,25, j2, 73, 75 := 1,1,2,3,5,0,0,0 : {I}
*[i<n—
iyali] =i+ 1, min(x2, 3, 5);
w22 <ali —1] — j2:=j24+ 1,22 :=2x*a[j2]];
*[x3 <ali — 1] — j3:= 73+ 1;23 := 3 xalj3]];
*[xb < ali — 1] — j5:= j54 1;25 := 5 * a[j5] ]

7.36 [157] Introducimos los siguientes predicados

u,v =, 1;

{P} (=u=aAv=1)

*[u<lOOVv#1l— [ «>100 — wv:=u—10,v—1
O <100 — wv:=u+1l,v+1]

]

{R} (=u=2Az>100Vu=101 Az <100)
z:=u—10
{z=2—-10A2>100V z =91 A 2 < 100}

Basta probar la correccion para el bucle R. Se observa que tal bucle es determi-
nista; por tanto es suficiente probar, ptle

PAz>100 = R.(u=z Az >100) (a)
PAz <100 = R.(u=101Az < 100) (b)
(a) es trivial ya que
PAz>100 = -bAP = —~(u<100Vv#1) = R.(-bAP).
Para probar (b) observamos las sentencias del cuerpo del bucle:

u,v:=u—10,v —1 u,v:=u+11,v+1
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de donde se desprende que los sucesivos valores de u y v son de la forma:
u =z -+ 11k — 10q v=1+k—gq conk,q > 0.

Si consideramos el candidato a invariante:
I = 2<100Anp=2(101—-z)—k—qg>0A
u=x+11k—10gANv=14+k—qAk,q>0
se observa que

IANu>100NAv=1
=
k=qAhu=x+kAnp=2(101 —u) >0
= np >0
101 > w
de donde:
INu>100ANv=1 = u=101

Por tanto, salvo la invariabilidad de [ y la terminacién hemos probado:

{z <100}
u,v,k,q,np :=x,1,0,0,2(101 — x);
{1}

*[u<1l00Vv#1— np:=np—1;
[ w>100—u,v,q:=u—10,v—1,q+1
O w<100 > u,v,k:=u+1l,v+1,k+1]

]

{IANu>100Av=1}u=101}

La invariabilidad de I es muy fécil, y para probar que el bucle termina basta
tomar como contador np.

7.37 [157] Se considera el invariante resultado de introducir dos variables

I=PAs= > f(i)At=(s<1000)Aj<n
0<i<j
de forma que el programa es

{P}

Init;«[j <nAt— 5]
{t = S gcien f(i) < 1000}

(A) Probaremos

IN=(<nAt) = t=3 g, f(i) <1000

INjZn = t=3 ., (i) <1000 (1)
N <

IN—t = t =Y, f(i) <1000 (2)

INF>n

= I = j5<n
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INj=n
=
t =23 0<icn [(i) <1000

lo que prueba (1). Para probar (2), tenemos

I Nt
=
I As>1000AN —t

= *."todos los f(i) son positivos

20§i<n f(’L) Z 1000 A —t
=

t =2 o<icn [(i) <1000
(B) Lainicializacién puede ser Init = t,j,s := Cierto,0,0 ya que, ptle

Init.I = PAN0=0ACierto=(0<1000)A0<n <« P

(C) Por otro lado, la sentencia j := j + 1 destruye el invariante, que puede
establecerse alterando convenientemente las variables s y ¢:

s:=s+ f(j);t,j :=s<1000,5 + 1.1
si=s+ f(1)-(PNs=20cic; () + FU)NT+1<n)
PAs+f() =2 0cic; f@) +fG)Nj+1<n

=
INj<n

7.40 [157] Consideremos la poscondicién R = 22 = a1000. No puede derivarse un
invariante si no introducimos algunas variables adicionales para recordar los
valores anteriores, por lo que se considera la poscondicién

R = 20 = aggs A\ 1 = aggg A T2 = aigoo
y cambiamos 1000 por k + 2, de donde el candidato a invariante
I =20=apx N2l =ap41 AN22=0ap42 N0 <k <998
que es trivialmente cierto después de las asignaciones
k:=0;20,z1,22:=1,1,1;{I}
de donde el esquema

k:=0;20,z1,22:=1,1,1;{I}
*[ k # 998 — S

El contador ¢ = 1000 — k se decrementa para la sentencia k := k + 1, aunque
esta sentencia no conserva el invariante; si lo conserva la sentencia

k0,21, 22 :=k+ 1,21, 22,21 % 22 + 23
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ya que tenemos

k20,21, 22 :=k + 1,21, 22,21 * x2 4+ x3.1
B zl=agpt1 N22=agio ANxl*x22+ 20 =ap43 N0 < k+1<998
P

I N Kk +#998.

[158] Sea M3 el conjunto de multiplos de 3. Escribamos la precondicién en la
forma

P=al0.n—1CZAaT ANa(n—1)€ M3An>0.
y la poscondicién en la forma
R=a(z) e M3Na[0.z —1]NM3=0AN0<z<nAP,
de donde
R = a(xz) es el menor mdultiplo de 3 de a[0..n — 1J.

R puede debilitarse eliminando el predicado a(z) € M3 para obtener el candi-
dato a invariante

I =a0z-1NnM3=0A0<z<nAP

de donde el programa

{P}

x:=0;{I}
fa(z) g M -z :=x+1]
{I Na(z) € M3 = R}

En efecto:

z:=0.1
a0 —1NM3=DA0<0<nAP
= al0..—1] =10

P

La invariabilidad es consecuencia de

r:=x+ 1.1

al0.z]NM3=0A0<z+1<nAP

“= C(AUAYNM=0 €« ANM=0ANANM=10)
al0.x —1]NM3=0ANa(z) g M3Az+1<nAP
a(x) g M3ANTAz+1<n

<= caln—1)e M3 <« P
a(x) € M3 AT

i)

Finalmente, ¢ = n — x es un contador, ya que, ademds de decrementarse

a(x) g M3NT = x+1<n = t>0.
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[158] Consideramos la precondicién
P = a,b,c T estrictamente, m,n,s > 0
universal; la poscondicién se escribe R = u = card A(n,m, s), donde
Alpa,r) = {(i,j.k) |0 < p,0 < j < 0,0 < k < r,ali] = blj] = c[k]}

y card X indica el cardinal del conjunto X. Al igual que en el Ejemplo 7.20, o
en el Ejemplo 7.21, al tratarse de un problema de conteo, afiadimos a la variable
que cuenta parte del problema para derivar el invariante:

I = u+|card A(p,q,7)| = card A(n,m, s)

A 0<p<mA0<qg<nAO0<r<s
de donde el esquema:

u,p, ¢, 7 = 0,n,m, p; {I}

x[pFEONG#ONT#0—S]

{Inp=0vg=0vr=0}{=}{Apq¢r)=0}{=}{R}
Las sentencias mas simples que estrechan el conjunto A son

p:=p—1 q:=q—1 r=r—1

Por simetria, basta estudiar cualquiera de ellas:

p=p—1.1
_/\u—|— card A(p — 1,¢q,7) = card A(n,m, s)
0<p—1<mA0<qg<nAO0<L<r<s
=
INp#O0ANA(p—1,q,7) = Alp,q,7)
Alp,q,7)
A(p—].,q,’l’)U
_ (. k) 10 < < 0.0 k< r.alp] = bj] = clk]}
alp] > blg] A BT
=

{(,4,k) |0<j <q,0<k<ralp]=0b[j]=clk]} =0
IANp#0Aalp] > blg|

de donde la guarda:

[alp] > blg] = p:=p—-10O...]
El estudio de las restantes guardas (a[p] = a[g], . . .) se deja como ejercicio.
[158] Véase el Ejemplo 6.51.

[158] R puede debilitarse (eliminando el predicado a(z) € P) para obtener un
candidato a invariante en la forma

I =al0.z—-1NP=0A0<z<nAP
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de donde el esquema

[P =0 {1}
«[tmpar a(x) — x :=x + 1]
{I A par a(x) R}

En efecto:

_r= 0.1

a0 —1NP=0A0<0<nAP

“= al0..—1] =10

P

La invariabilidad es consecuencia de

rz:=x+ 1.1

al0.zlNP=0A0<zx+1<nAP

“= (AuAYNB=0=ANB=0ANANB=10
al0.z —1NP=0Aa(x)gPAz+1<nAP
al@) gPAIANz+1<n

= a(n—1)€P « P,dedondexz <n
a(z) ¢ PAI

1)

Finalmente, ¢ = n — x es un contador, ya que, ademds de disminuir,

a(z) ¢PAI = z+1<n = t>0.

[158] La especificacién del problema se puede escribir { P}S{R} siendo

P = n>1lA3dzy:zy€aldn—1l:z#y
R x € al0..n — 1] A x # minal0..n — 1]

Para resolver el problema basta encontrar dos elementos distintos de la tabla y
después calcular su maximo:

{P}

T;

{R'}( = iguales al0..j — 1] A j < n A al0] # alj])

[a[0] > a[j] — = := a[0] O a[0] < a[j] — = := a[j]]

{z € al0..n — 1] A z # mina[0..n — 1]}
donde el predicado iguales se define

iguales al0..j — 1] = Vk:0<k <j—1:alk] = al0].
Veamos como encontrar el programa 7'. Debilitemos la poscondiciéon
iguales al0..7 — 1] A j < n A al0] # a[j]

para obtener el candidato a invariante de cierto bucle

I = igualesal0..j —1]Aj<nAP
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(afiadimos P por problemas de terminacién); de donde el esquema para el pro-
grama T'

{P}j=1
[ a[0] = alj] — S]

1. El invariante es cierto al principio
j:=1I=1igualesal0.,.0)] ANO<nAP=P
2. Conjeturamos el contador t = n — j, ya que
I Nal0] = alj] = idgualesal0..j] = j<n = t>0

3. La sentencia mds simple que decrementates S = j :=j + 1, pero

_j=g+ LI
 iguales al0.j]Aj+1<nAP
= “iguales al0..j] A P = j+ 1 < n, regla de oro, def. de iguales

iguales al0..7 — 1] A a]0] = alj]
Luego I es invariante para la sentencia j := j + 1, y de aqui la correccién.
[158] Sea el predicado
Q = n>2Az=mina[0..n — 1] Ay = min(a[0..n — 1] — {z})

del cual se deduce que y es el segundo menor elemento de la tabla. Podemos obte-
ner un invariante sustituyendo la constante n por una variable

I =2<i<nAz=minal[0..i—1] Ay =min(al0..i — 1] — {z})
de donde tendremos el esquema

{n>2}
i,x,y := 2, minal0.,1], méx a[0.,1];
x[ 1 < n — decrementar n — i con invariabilidad de I |

{Iniznp{=}{INi=n}{=}{Q}

Como es usual, para derivar el cuerpo del bucle estudiamos la invariabilidad
de I bajo la sentencia i := ¢ + 1

=i+l
2<i+1<nAz=minal0.i Ay =min(al0..i] — {z})
= vy <ali] ANy =min(a[0..i — 1] — {z}) = y = min(a[0..7] — {z})
<:gc:rm'na[O..i—1]/\yga[]/\y—mln( al0..i — 1] — {x})
7 <y <a[i] Az =minal0..i — 1]

x=minal0.i] AT ANi<nAy <ali]

Si por el contrario se da y > ali], es evidente que habrd que actualizar las
variables z e y, dependiendo del valor de = > a[i], por lo que conjeturamos
que el cuerpo del bucle es

[ y<ali —i=14+1
O z<ali]<y —y,i:=ali],i+1
O afil<zAalil<y —zy,i:=ali,z,i+1]
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Solo queda demostrar que conserva la invariabilidad. Estudiemos, por ejem-
plo, la segunda sentencia

yi = alil,i+ 1.1
= *.'semantica
2 <i+1<nAz=minal0..i] A ali] = min(a[0..7] — {z})

=
i<nAIAz<ali|<y

[158] La poscondicién se escribe R = ¢ = (3i: 0 <i < n:afi] = 6). Cambian-
do n por la variable j obtenemos el candidato a invariante

I =g¢g=3i:0<i<j:ali]=6) AN 0<j<n
de donde el esquema

j,q :=0, Falso;
*[J < n — decrementar t( = n — j) con invariabilidad de I ]

Si estudiamos la sentencia mds simple que decrementa el contador, tenemos

=L
q=(Fi:0<i<j+1:ali]=6) A 0<j+1<n
¢g=(F:0<i<j:alil]=6)Va[j]=6) AN 0<j+1<n

y vemos que es necesario también alterar el valor de ¢
=l =6)+ 1T
(alj]=6)=((Fi:0<i<j:ali]=6)Valj]=6) A 0<j+1<n
P
INj<nA-—gq

de donde la invariabilidad de I y, por el teorema de invariantes, la correcciéon
parcial del programa

J,q:=0, falso;
x[j<nA-g—q,j:=(a]j]=6),j+1.I]

Para probar que termina asegurando la poscondicién hemos de probar
[IA(j>nVgq) = R

IN(j=nVq)
T (q=3i:0<i<j:alil=6)A0<j<nAj>n)VIAgqg
= vFi0<i<j:ali] = 6:>HZ 0<i<n:afil]=6,dedonde ] Aq = R

(g=3:0<i<n:afil=6)V
:$R

[158] Segtn la técnica apuntada, debemos considerar el candidato a invariante:

I = k+|CardB(p,q) |=CardB(0,n) N\O<p<qg<n

Ademads, tenemos
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p,q, k:=0,n,0.1
= ‘.’ semdntica

0+ Card B(0,n) =Card B(O,n) A0<0<n<n
= *.~calculo

0<n

Por otro lado tenemos p = ¢ = Card B(p, ¢) = 0, de donde el esquema:

{n>0}p,q,k :=0,n,0;{I}
x[p # q — decrementar t = q — p con invariabilidad de I ]
{Inp=q} = {R}

Si tomamos la sentencia p := p + 1, observamos que

_p=p+ 1.1
 k+CardB(p+1,q) = Card BO,n) ANO<p+1<qg<n
= *.si A[p] # 6 entonces B(p + 1,¢) = B(p,q)

InNp#qnAlp] #6

y el cuerpo del bucle puede ser:
[ Alp] #6 —p=p+1
O Ap|=6—kp:=k+1,p+1]

Es evidente que ¢ es un contador (cualquiera de la dos sentencias lo decre-
menta, y ademdas I Ab = t > 0) de donde el bucle termina, y por el teorema
de invariantes obtenemos la correccién total del esquema. Pero, podemos apro-
vechar que la tabla es no decreciente y refinar el cuerpo del bucle en la forma
siguiente:

[ Alp]>6—p:=¢q
O Ap]<6—p:=p+1
O Ap|=6—kp:=k+1,p+1]

La correcciéon se deduce de cosas elementales, como que I A Alp] > 6 =
Card B(p,q) =0, ...Ademads, t = g — p sigue siendo un contador, ya que para
la primera sentencia tendremos:

definicién

wdec(p := ¢, t) = pi=q(qg—p)<q—-p=p<q < IAp#q

[158] Véase Ejemplo 7.21.

[158] La poscondicién puede escribirse también en la forma
P=g¢g=-Vi:0<i<n:a0=a.i)
de la cual se deriva un invariante cambiando la constante n por una variable j
I =j<nAg=-Vi:0<i<j:a.0=a.i)

de donde el esquema j, g := 0, Falso;*[j < n — S].Parael contadort = n—
7, tenemos

=g+l
CjH1<nAqg=-(Vi:0<i<j+1:a.0=a.i)
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= *.célculo
j+1<nAg=-(Vi:0<i<j:a0=0ai)Vald#aj

de donde el cuerpo del bucle debe alterar también el valor de ¢, y tendremos

B jq:=j+1a0#a.jl
CjH1<nA(@0#af)=-(Vi:0<i<j:a0=ai)Va0#aj
=

INj<nA-—gq

y por tanto el bucle
#[j<nAN-qg—j,q:=j+1,a0#aj]
que es més eficiente y termina verificando la poscondicién ya que

[IA=(j<nA-q) = P]
= "~ célculo
IAj>n = PIN[INqg = P

La primera implicacién sigue de [/ Aj > n = j = n], y la segunda es
consecuencia de

A(Vi:0<i<j:al0=ai) = =(Vi:0<i<n:al=a.i)

[158] Pongamos
P =qa[0.n—1CZAal ANa(0)ePAn>0
(siendo P el subconjunto de los enteros pares) y la poscondicién en la forma
R =PAai)ePAali+l.n—-1NnP=0A0<i<n-—1.

Basta debilitar la poscondicién eliminado el predicado a(i) € P, para obtener
el candidato a invariante I = PAa[i +1.n—1NP =0A0 <i < n-—1
Obviamente tenemos

B i:=n—1.10
C PAap.n—1NP=0A0<n—-1<n-1
= can.n—1=0

P

de donde el esquema:

i:=n—1{I}
*[impar a(i) —i:=i—1]
{I Apara(i)} { =} {R}
y solo queda probar la invariabilidad y la terminacién. Tenemos, ptle
ii=i— 1T
 PAali.n—1NP=0A0<i—-1<n-1
P Aimpar a(i) = >0
P ANimpara(i) Aali —1.n—1NP=0A0<i<n-—1

T
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I A impar a(i)
Para probar la terminacién basta probar que ¢ = 4 es un contador:

I Nimpar a(i) = (i:=i—1)di<i A i>0
= P Aimpar a(i) = i >0
Cierto

[166] (Véase también la solucién del Ejercicio 6.4.) Si [S.—b = Falso], entonces,
por monotonia, [S.(—b A X) = Falso]. Y de aqui es facil probar que b A X es
solucién de la ecuacion:

V:[Y=-bAXVbA ASY]

Y ahora aplicamos lo dicho en la Nota 8.12 para obtener R.X = -bA X. La
interpretacién es que ya que S no cambia nunca la guarda, para que el bucle
termine, no debe empezar.

[166] Calculemos la semaéntica del bucle R.C' via puntos fijos. El predicado
—b es un punto fijo de la funciéon Y — —b V b A nada.Y. Ahora aplicamos lo
obtenido en la Nota 8.12 para deducir [R.C' = —b]. Ademads,

(BR{C} = [b = R.C] =[]

Por tanto, ptle, b debe ser Falso.

[168] En primer lugar es facil probar que entonces P es invariante de S’ (véase
la solucién del Ejercicio 6.16 en la pagina 267). Entonces,

[PARX = R.X]

= " regla de intercambio
[RX = -PVTR.X]

= - TK — Teorema 8.10(i%) —con f.Y = -bAX VbHASY
[f.(-PVR'.X) = -PVR.X]

= *.definicién de f
[-bAXVOAS(-PVR'.X) = -PVR .X]

= " regla de intercambio

[ "bAPAXVOAPAS(-PVR .X) = R .X]
“PASQ=PAS.Q

[ "bAPAXVOAPAS . (-PVR .X) = R'.X]
porbAP = S .Plyregladeoro:[bAPAS .P=bAP]

["-bAPAXVbOAPAS . PAS . (-PVR.X) = R .X]

= " conjuntividad

[ "bAPAXVOAPAS (PAR .X) = R.X|
“[bAPANS'.P=bA P], conjuntividad y distributividad

[PA(-bAXVDOAS R .X) = R.X|

= "R'.X es un punto fijo
[PAR'.X = R'.X]

"~ Clerto

La otra implicacién se prueba en forma similar.
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[170] Seanlosbucles R = #[b — nada] yR' = *[b — aborta].Calculemos
la seméntica de cada bucle y veamos que coinciden. Es facil probar:

-b A X es solucién de: -b A X es solucién de:
[Y =-bAXVDbAnadaY] [Y =-bA X VDbA aborta.Y)

Entonces, por la Nota 8.12:165, [R.X = -bA X],junto a [R'.X = -bAX], y
por tanto son iguales.

[170] Como vimos en el Ejemplo 8.13, [R.X = —b A X], de donde

S.X
= S = b:= Cierto; R
B b:= CiertoR.X
: b := Cierto.(—b A X)
~ Falso

luego [S.X = Falso), de lo cual concluimos S = aborta.
[170] Véase también el Ejercicio 6.28.

[170] Razonemos igual que en el Ejemplo 8.13, pero para el bucle:
R = x[q—nadaDq— q:=—q]
Probemos que —¢ A X es solucién de la ecuaciéon
Y:[Y=-¢gANXVgASY] ()
de donde obtendriamos R.X = —¢q A X, lo que probaria (A). En efecto,

gAXVgA[g—nadaOqg— ...].(7g A X)
= *.-semadntica seleccién

—¢qANXVqgA (g = nada.(~gNX))A ...
= -.-CP, semantica

qAXVgA(—gAX)A ...
= -CP

-bA X

(B) es consecuenciadeVn : n > 0: [H".X = —¢ A X], que se prueba facilmente
por induccién sobre n. (C) sigue de [ ~g — nada] .X = g A X.

[170] SeaR = *[b — S].Probemos [R.C = R.-b] utilizando la semantica
inductiva:

[R.X = R.-b]
*.»semdéntica inductiva de los bucles (Definicién 6.2)
[Fk:k>0:H"X = Jk:k>0: H".-]
= - CP
Yn:n>0:[H"X = H".-b|

y vemos esto tltimo por induccién; para n = 0 es trivial; el paso inductivo es:

[H™+1.X = H"+l -]
= -~ definiciéon
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["bAXVDOASH"X = —-bVbAS.H". -
= *.-célculo

[S.SH".X = S.H".-]
= -~ S mondtona

[H".X = H™.-b]
= +HI

Clierto

Para probar [R.C = R.—b] viala semdntica segtin puntos fijos basta probar
que R.—b satisface la ecuacion caracteristica de R.C":

Y:[Y=-bVbASY]

lo cual es trivial por ser R.~b=pY : =bA-bVHOASY.
[171] Hay que probar [A = R.C] = [S.A = R.C]. En efecto, ptle

R.C

= .- definicién semantica como menor p.f.
-“bVbASR.C

= '[A = R.C], monotonia de S, transitividad de =
“bVbAS.A

= " Ley de intercambio o también Nota 1.13:19
S.A

La interpretacién operacional es simple: para cada estado inicial ¢ que satis-
faga S.A, por la ley del tercio excluido, pueden darse,
— o bien ¢ satisface —b, y entonces el bucle termina partiendo de ¢,
— o bien ¢ satisface b; en ese caso debemos ejecutar S, que sabemos que ter-
mina en cierto estado o satisfaciendo A (ya que el estado inicial satisface S.A);
entonces, ya que por hipétesis [A = R.C], tendremos que o también satisface
R.C,y el bucle termina a partir de .

[171] Véase la Seccion 8.2 (pag. 164).

[171] Véase también el Ejercicio 8.37.

{0} S{-b}
= *.-definicién de triplete de Dijkstra
b = S.—b]
= [R.C=-bVbASR.C|,luego [-b = R.C], y por monotonia de S
b = SR.C
" regla de oro
bASR.C=1]
= [R.C=-bVbASR.C|
[R.C = —bV ]
= . tercio excluido
[R.C = Cierto)

[171] Calculemos la semaéntica del bucle R.C' via puntos fijos. El predicado
z < 1 es un punto fijo de la funcién g dada por

Y =zxz<1V[z>l—ozxz:=z+102>2—-z:=2—-4].Y
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ya que

[t>1—2:=c+10x>2—>z:=x—4].(x<1)
= " semdntica selectiva y calculo
z>1ANz=z+1(z<1)A ...
= *.’semadntica asignacién y calculo
Falso

Luego, por la Nota 8.12:165, R.C = (uY : ¢.Y) = (z < 1), y la sentencia S
no afecta a la semdntica de R. La interpretacion es que, via indeterminismo,
partiendo de un estado verificando = > 1 es posible siempre elegir la primera
guarda y el bucle no terminaria.

[171] @ .— Cada solucién de la ecuacion caracteristica de R.X:
Y:Y=-bAXVbASY]
es solucién de la ecuacién correspondiente a R.(—b A X):
Y:[Y=-bA(-bAX)VbASY]
luego los menores puntos fijos coinciden.
(B).— Siendo ST la sentencia [b — A0 —b — B] tenemos, ptle

R.SI.X

= “por (A)
R.(-bASI.X)

= *.-semantica seleccion
R.(-bA B.X)

= " por (4)
R.(B.X)
R;B.X

[171] (A).— A partir de la igualdad (véase Teorema 6.10)
R=x[pVqg— SI]
donde SI = [p — SOq — T'], podemos demostrar:
(1) SI es determinista (véase Teorema 4.27).

(2) Elbucle R = *[b— SI] es determinista silo es ST (Lema 8.16(iv)).

@ .— Sabemos, ptle
R.C = 3k:k>0:H* donde H® = -OB, H**' = H°v SI.H*
pero, ya que, ptle, ~-OB = Falso, tenemos, también ptle
H = F
HY = goysppo °Tessana

y en general [H* = F] (por induccién), y de aqui, [R.C = F]. Entonces, por
monotonia, VX :: [R.X = F], es decir, R = aborta.
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Otra forma, via PF, consiste en probar que F' es solucién de la ecuacién
caracteristica de R.X:

Y:[Y=-CAXVCASY]

lo cual es trivial por ser S estricta (véase también la Nota 8.12:165).

(O)—A{C}R{C} =[C = R.C]=|C = F] = Falso. Interpretacién: un bucle

que tiene siempre una guarda cierta no puede terminar.
[171] Véase Ejercicio 8.72.

[171] (A).— Tenemos, ptle,

R.C

= [R.C = R.(-b)]
R.(—b)

= " semdntica en términos de puntos fijos
—bVbASR.(-b)

= ".-semdntica en términos de puntos fijos
“bVbOAS(-bVbASR.(-D))

= " monotonia de S
—bVbAS-b

= “.por la hipétesis {b}S{-b} = [b = S.-b], y regla de oro
—bVb

= . tercio excluido
Cierto

Otra demostracion parte de R = [-b — nada O b — S;R]. Entonces,
transformamos la secuencia con guardas,

b— S;R
= *.-utilizamos la hipétesis {b}S{-b}
b— {b}S{-b}; R
= " semdntica en términos de puntos fijos: [-b A R.X = —b A nada.X]|
b — {b}S{-b};nada
= "."nada es neutro
b— S

de donde R = [-b — nada b — S]. Pero, ptle

bAS.C

= “hipétesis b = S5.-by regla de oro
bAS=bASC

= " conjuntividad
bAS.—b

b
ydeaqui, RC=-bACVbOASC=-bVb=C.

(B).— Si se verifica {b}S{—b}, por la equivalencia R.X = [-b — nada 0 b —
S;R] el cuerpo del bucle se ejecuta a lo sumo una vez, ya que, si entra en el
bucle, cambia la guarda. Luego {b}S{-b} asegura la terminacién del bucle.
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(C).— Por ejemplo, el bucle R = [z >0 — x:=z —1] obviamente termina
siempre, de donde [R.C]. Pero el cuerpo no necesariamente cambia la guarda
para todos los estados.

[172] (A).— La justificacién es que para asegurar que el bucle termina debemos
partir de z=0. En efecto: (1) si z > 0, no termina, trivialmente; (2) si z < 0, p-e.,
z = —1, puede ejecutar indefinidamente la segunda guarda, y no termina; (3)
si z = 0 termina trivialmente al ser las dos guardas falsas.

(B).— Se verifica, ptle, S.Q = z # 0Nz := 2+ 1.Q A z := z + 2.Q0, de donde
obtenemos S.(z = a) = Falso. La justificacién es que S es indeterminista, y no
podemos asegurar un valor final prefijado.

(C).— Por lo anterior, [S.(z =2V z=3)=(2=1).Luego S.(z =2V z=3) #

S.(z=2) VS.(z = 3), y por tanto S no es disyuntivo; i.e., es indeterminista.
(D).— R.C es la menor solucién de la ecuacién

Y:Y=2z=0Vz#0ASY]

(E).— Por el apartado (B), z = 0 es solucién de la ecuacion del apartado (D).
Ademas, toda solucion de esta ecuacién es de la forma z = 0V ..., de donde
z = 0 es la menor. Luego [R.C = (z = 0)].

(F').— En primer lugar tenemos que [R.C = R.(-b A C) = R.(z = 0)], y por
el apartado (E) tendremos [R.(z = 0) = (2 = 0)]. Ademas, por definicién de
triplete tenemos:

2=k = R(z=0)]=z=k = 2=0=k=0.

[172] Seaelbucle R = [z >0—2x:=2—102z>0—z:=x—2],dondex
es una variable entera.

(A).— Tenemos R.C = 3k : k > 0 : H*.C. Probaremos por induccién que
Vk:k>0:[H".C=x <k

El caso base es trivial: [H.C = C Az < 0]. El paso inductivo serfa, para k£ > 0:

Hk'H.C
= - ~definicién de H, siendo SI el cuerpo del bucle
HY.C v SI.H*.C
= .+ HI
x<0VSIL(x<k)
= ", semdantica de selectiva
r<0Vze>0Az:=x—1l(x<k)Ax:=x—2.(x <k)
= -.~célculo
r<O0Vax>0Ne<k+1lAhz<k+2
= *.~calculo
r<k+1

Finalmente, ptle, R.C =3k : k> 0: H*.C =3k : k > 0: x < k = Cierto.
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(B).— Ya que para todo bucle tenemos [R.X = R.(—b A X)], basta aplicar (A)
para obtener [C = R.(z < 0)].

(C).— En términos de puntos fijos, R.X es la menor solucién de la ecuacién:
Y:[Y=-bAXVbASLY]

En particular:
R.(x = 0) es la menor solucién de: [Y; =z =0V x > 0A SI.Y1]
R.(x < 0) es la menor solucién de: [Ya =2 <0V a > 0A SL.Y3]

Para la primera ecuacién tenemos que toda solucién es mds débil que z = 0,
luego basta probar que SI.(z = 0) es idénticamente falso. En efecto:

SI.(x=0)
= *.-semantica de selectiva
r>0Nz=c—1(z=0)Az:=2—2(x=0)
= *.-célculo
r>0Nxc=1ANx=2
= *.-célculo
Falso

Para la segunda ecuacién razonamos exactamente igual ([SI.(z < 0) = F)).

(D).— En efecto, por los apartados (B) y (C) tenemos, ptle:

 R(z=0)=(z=0), R(x<0)=(x<0), R.(zx <0)=Cierto

y en definitiva tenemos:
Rx=0VR(x<0)=x<0#Cierto=R.(zx=0Vz<0)

de donde el transformador R no es disyuntivo y por tanto es indeterminista.

[172] (A).— Basta que el espacio de estados tenga dos valores distintos. Por
ejemplo, para el espacio de estados correspondiente a la declaracién x :€ {0, 1},
tenemos, ptle, desastre.(x = k) = [z = k|, que sera falso ya que [x = k] =
Falso; sin embargo, desastre.(r € {0,1}) = Cierto, de donde, desastre es
indeterminista.

(B).— Para que tenga indeterminismo no acotado el espacio debe ser infinito,

ya que en ese caso la sentencia es no continua (véase Ejemplo 8.2).

(C).—Sea R el bucle *[z > 3 — desastre] . Hay que probar:
[2:=8R.C = Falso]
La semantica de R.C' es el menor punto fijo de la ecuacion:
Y:[Y=2<3Vz>3Adesastre.Y]

que admite como punto fijo z < 3, ya que desastre.(x < 3) = Falso, ptle. Ahora
aplicamos la Nota 8.12:165, y el menor PF es z < 3. En ese caso, tenemos

z:=8R.C

x:=8.(r <3)
= " semdntica asignacion
Falso
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(D).— La solucién es muy parecida a la del Ejemplo 8.48, y el bucle siempre

termina, pero débilmente. Es decir, [R.C = Ciertol.

(E).— Cambiemos la sentencia Azar, por la sentencia desastre. Entonces la
semantica de R.C es el menor punto fijo de la ecuacién:

Y:[Y=-bVbA(z>1 = z:=z—1ldesastreY)A (y>1 = y:=y—1Y)]

donde b = z > 1V y > 1. Tal ecuacién admite como solucién —b, ya que = :=
x—1l.desastre.~b = Falso, y ahora aplicamos la Nota 8.12 para obtener [R.C' =
x < 1Ay < 1]. Es decir, el cambio es dréstico: para asegurar la terminacién
deben fallar las guardas al principio. La razén es que la sentencia desastre
puede alterar la variable = usada para construir el contador (z,y).

[179] Véase también el Ejercicio 6.9:92.

(A)—Paraelbucle R = *[b—z,b:=2—1,0>10b— b:= Falso] calcu-
lemos sucesivamente (pongamos H".C' == H" para simplificar), H°, H',. ..,
y encontramos, ptle

H = —b
H' = -bvbrz<l1
H?2 = -bVvbAz<2

Podemos conjeturar el valor de H k y a continuacién probar por induccién,
Vk:k>1:[H*=-bvbAaz <k] (%)

de donde obtendriamos

3k :k>0:HF

=)
dk:k>0:-bvbArz <k

= - CP
bVbATk:k>0:x<k

= ‘.’z tendra un valor acotado
-bVbAC

= - CP
Clierto

y de aqui, ptle, R.C = 3k : k> 0: H*) =C.

(B).— El programa es continuo, y por aplicacién del Teorema 8.49, el indeter-
minismo debe ser acotado.

(C).— Es obvio que el predicado J = 2 < 100 es un invariante. Lo que no
parece del todo obvio es que el predicado 0 < z sea otro invariante; si intenta-
mos probarlo encontramos un problema, ya que debemos buscar un invariante
donde intervenga b para dar una cota inferior de z en funcién de b.
Observamos que si partimos de un valor « > 0, es imposible llegar al estado
(C,0), donde la primera componente del par indica el valor de b y la segunda
el valor de z. En efecto. Si llegamos al estado (C,0) ejecutando el cuerpo S,
es porque hemos ejecutado la primera sentencia, y el estado inicial deberia
ser (F,1), que es imposible ya que falla la guarda. Luego el estado (C,0) es



308 12 - Soluciones a los Ejercicios

inaccesible. Por otro lado, el estado (F,0) si puede alcanzarse. Por ejemplo a
partir del estado (C, 1). Luego conjeturamos el invariante,

I =bANz>0V-bArx>0

b.=F1T z,b=x—-1,x>11
= -.rsustitucién, CP = -.rsustitucion
x>0 r>1ANx—1>0Ve<1lAxz—12>0
~ _ --CP
IND .
rz>1
=
IND

Por consiguiente, tenemos dos invariantes, I y .J, de donde — véase Ejercicio
6.33 — el predicado I A J es invariante. Si el programa termina fuertemente,
lo hace con —b, de donde tendremos I A J A-b = 0 < z < 100; luego el
indeterminismo es acotado, si el programa termina.

Para probar la terminacién buscaremos un contador. El propio x no sirve
ya que la ejecucién de la segunda sentencia guardada no lo altera, pero ésta
cambia el valor de b. Entonces es facil probar que la funcién

. xr, sib
tz,b) = { 0, si-b

es un contador asociado al invariante I. En efecto,
—porunlado, I Ab(=bAz>0) = t >0 (trivial)
— por otro lado, hemos de estudiar

wdec(z,b:=x — 1,2 > 1]1t)
= " Lema 6.43(3")
(x,b:=2—1,2 > 1.t(z,b)) < t(z,b)
= . sustitucién y definicién de ¢
tz—1,2>1) <t(zxb)

Pero tenemos la siguiente tabla de valores segtn la definicién de ¢,

IANb | t(2,b) |tz —1,2>1)
b/\a:>0‘ x ‘ r—1

de la cual se desprende claramente [ I A b = wdec(z,b:=x—1,2>1|t)].La
prueba de la implicacién [ I A b = wdec(b := Falso | t) ] es facil:

[IAD = wdec(b:= Falso|t)]
= * Lema 6.43(7)
[IAND = (b:= Falso.t(x,b)) < t(x,b)]
.- sustitucion
[IAD = t(z, Falso) < t(x,b)]
“~definiciondet, IAb = Q)= (I Ab = bAQ)
[INb = 0<z]
“HIAb=bA0< x]
Cierto

Ademas, por existir un contador entero, el indeterminismo es acotado.
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[179] Si consideramos cinco variables (a, b, ¢, d, €), y la inicializacién
a,b,c,d,e:=A,B,C,D, E
serfa suficiente encontrar la poscondicién a < b < ¢,d,e A I siendo
I = (a,b,c,d, e) es una permutacion de (A, B,C, D, E)
Si el siguiente programa termina

a,b,e,d,e:=A,B,C,D, E;
*[ a>b—a,b:=b,a
O b>c—bc:=cb
O b>d—bd:=d,b
O b>e—be:=e¢b]

terminard calculando en la variable b el segundo menor valor. Por el teorema
de los contadores, la invariabilidad y la terminacién quedard probada si pro-
bamos que la funcién t : £ — Z° definida en la format = (a,b,¢,d,e) es un Z°
contador para el conjunto C bien construido (por ser finito),

C = {(z,y, z,u,w) | (x,y, z,u,w) es una permutacion de (A, B,C, D, E)}
con la relacién de orden lexicogréfica. Para ello, hay que probar, ptle

(a) INOB = teC
) INa>b = ab:=ba.l
INb>c = bc:=cbl

(¢ INna>b= (a,b:=bat)<t
INb>c¢c = (bc:=¢bt) <t

Las implicaciones de (b) son evidentes, mientras que las de (c) se prueban todas
de la misma forma; por ejemplo

(bye:=c,bt) <t
= "~ definicién de ¢
(a,¢,b,d,e) < (a,b,c,d,e)
= *.-orden lexicogréfico
b>c

[179] Consideremos cinco variables (a, b, ¢, d, e); segtin el Teorema de Invarian-
tes, para probar la correccién del programa

a,b,c,d,e:=A,B,C,D,E{I}

*[ a>c—a,ci=ca

O b>c—bc:=cb

O c¢c>d—cd:=d,c

O c¢>e—ce:=ec]
{INa,b<c<d,e = ceslamediana}

basta considerar el invariante

I = (a,b,c,d,e) es una permutacion de (A, B,C, D, E)
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y, segtin el teorema de los contadores, bastard probar que la funcién t : £ — Z°,
definidaenlaformat = (a,b,c,d,e), esun Z° contador para el conjunto C bien
construido (por ser finito)

C={(z,y,z,u,w) | (z,y, z,u,w) es una permutacion de (A, B,C, D, E)}
con la relacién de orden lexicografica. Para ello, hay que probar

(@) INOB = teC — trivial
b) Iha>c = a,c:=cal,
INb>c = bc:=cb.l,

() INha>c = a,ci=c,at<t
INb>c = beci=cbt<t

Las implicaciones de (b) son evidentes, mientras que las de (c) se prueban todas
de la misma forma; por ejemplo

(bye:=c,bt) <t
= *.~definicién de ¢
(a,c,b,d,e) < (a,b,c,d,e)
= *.-orden lexicografico
b>c

Si las constantes son enteras, busquemos un contador entero de la forma
t = aa+ (Bb+ yc+ dc+ ee.

En efecto, ptle

wdec(a, ¢ :=c¢,alt)
= ‘."Lema 6.43

(a,c:=c,at) <t

ac+ Bb+vya+ dc+ ee < aa+ b+ ye+ dc+ ee
= -CP

0<(a—7v)(a—rc)

y de la misma forma, ptle,

wdec(b,c:=c¢,b|t) = 0<(8—7)(b—c),
wdec(c,d:=d,c|t) = 0<(y—468)(b-—c),
wdec(c,e :=e,c|t) = 0<(y—e)(b—c).

Por tanto, a la vista de las guardas, para que ¢ sea un contador deberfa tenerse
a <7 g<~ v <4 v < e.

Por ejemplo, podemos tomar: t = a + b+ 2¢+ 3d + 3e.
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8.54 [179] Considerando seis variables, bastara probar la correccién del programa

a,b,e,d,e, f:=A,B,C,D,E,F,;

{I}{ = (a,b,¢,d,e, f) es una permutacion de (A, B,C,D,E, F)}
*[ a>c—a,ci=ca

O b>c—bc:=cb

O ¢>d—dc:=cd

O c¢c>e—eci=ce

O ¢>f—fieci=cf]

{a,b<c<d,e,f NI} {= 1} {cesel tercer menor elemento}

La invariabilidad de I es trivial, y solo hemos de probar la terminacién. Para
ello se considera el subconjunto C de permutaciones de los valores iniciales,
que resulta ser un conjunto finito de D° con la relacion de orden lexicogréfica,
y por tanto es un conjunto bien construido; ahora basta probar las condiciones
del teorema de los contadores generalizados. Tomaremos ¢ : £ — DS, definida
enlaformat = (a,b,c,d,e, f); probaremos

(a) Vi:1<i<6:[IAb; = teC]—trivial
(b) Vi:1<i<6:[IAb = wdec(S;t)].

Probemos la condicién (b) para un valor particular de i; por ejemplo, para la
primera secuencia guardada

(a,c:=c,at) <t
~ (¢,bya,dye, f) < (a,b,c,de, f)

= *.-orden lexicogréfico
c<a

[oe)
Q1
1

[179] La negacién de las guardas es ~OB = y < 2 Az < 1, y tenemos que
buscar un invariante verificando

INOB=IANy<2Az<1=y=1Azx=0

Observando que las sentencias del bucle no alteran la paridad de las variables,
podemos conjeturar como invariante el predicado

I = par x ANimpar y Az,y >0
que verifica

(A).— I se satisface delante del bucle:

L my= 1000, 2001.1
: par 1000 A impar 2001 A 1000, 2001 > 0
~ Clerto

(B).— I es invariante:

(By) Ihy>2 = y:=y—-21
(B2) IThz>1Ay<2 = zy=z—2,0+1.1

En efecto
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y:=y—21 T,y =z —2,x+ 1.1
_parx/\impar(y—Q)/\x,y—QZ() _Apar(x—Q)/\impar(x—i—l)
~ parxz Admpary Az >0,y > 2 :x—2,y+120

ANr>2ANy>0

INy>2 <:parx Tz Y=

Inz>1

Si el programa termina, por el teorema de invariantes lo hace con I A ~OB,
ydeaquiz = 0 A y = 1. Para probar que termina podemos buscar un contador
entero o también un contador sobre Z?. Un contador entero es t = 22 + y ya
que tenemos, ptle

(C1) INOB = t>0 — trivial
(Cq) ITAhy>2 =  wdec(y ==y — 2,1t)
INe>1ANy<2 = wdec(z,y:=x—2,x+1]t)

En efecto

wdec(y ==y — 2,1) wdec(z,y =x—2,x+1]1)
= "."Lema 6.43 = "."Lema 6.43
(y=y -2t <t (my=z-2z+ 1)<t
_m2+y—2<$2+y :(x—2)2+x+1<a:2+y
—2<0  3z4+5<y
= =

Cierto Inz>1

Veamos que la funcién t : £ — Z?,dada por t(z,y) = (z,y), es un contador
generalizado sobre el conjunto bien construido C = N2, si consideramos la
relacién de orden lexicogréfica

(ryy) < (@',y) = z<a’'Ve=2"Ay<y.

Para ello probaremos, ptle:

(CEy) INOB = teC — trivial
(CE3) Ihy>2 = (y=y—21t)<t
Inz>1ANy<2 = (pyy=x—-2,24+11) <t
En efecto
yi=y—21<t r,y:=z—2,x+1t <t
= *.-orden lexicogréfico = *.-orden lexicogréfico
Cierto Cierto

Cambiemos ahora la segunda sentencia guardada en la forma
z>1ANy<2—z:=2—2;y: —Impar

donde la sentencia y : —I'mpar asigna un impar positivo arbitrario a la variable
y en forma indeterminista no acotada. Tal sentencia tiene por transformador de
predicados, ptle:

y:—Impar.Z =Vk:k>0:y:=2k+1.7 (%)

Obsérvese que la sentencia y : —I'mpar satisface:
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(i) [y:—Impar.3g:q>0:y=2q+1)]
(1) Vn:n >0:[y: —Impar.(y < n) = Falso]
Para probar que el bucle termina basta probar
INz>1ANYy<2At=ty = x:=x—2;y: —Impar.(t < ty)

(obsérvese que en este caso no es posible aplicar el Lema 6.43). Pero

=z —2y: —Impar.(t < tp)
= * semdntica de y : —I'mpar; o sea, (*)
xi=x—2.Vk:E>0:y:=2k+1.(t < tg))
= -.~def. de t, sustitucién, CP
Vk:k>0:(x—2,2k+1) <t

(.T, y) =t

El nuevo programa termina sélo débilmente ya que para cualquier K, po-
demos encontrar una ejecucién con més de K pasos; por ejemplo, si se ejecuta
la segunda sentencia guardada al principio asignando a y el valor 2K + 1, se
podra ejecutar sucesivamente la primera sentencia guardada K veces.

[179] Basta probar que el predicado
I = xpar A yimpar ANx,y >0

es un invariante y ¢ = (x,y) un Z?-contador; el razonamiento es similar al del
Ejercicio 8.55. Termina débilmente ya que la sentencia Azar, conlleva indeter-
minismo no acotado. Para que termine fuertemente basta cambiar la inicializa-
cién (por ejemplo) en la forma z := 100, ya que en ese caso la funciént = 2z+y
es un contador entero, como puede verse facilmente:

(xy:=y—lLz+1lt)<t = Qy—-D+az+l<2x+y) = (y<z)

de donde una cota del nimero de pasos es 2 x (100) + 2 * (100) + 1.

[179] Segun el teorema de invariantes, hay que buscar un invariante que ase-
gure la terminacién del bucle y verifique

IN-0OB = z=1Ay=1

INe<y<1lAz<2=z=1Ay=1
Para ello basta tomar / = xz,y > 1, que verifica
(A)  x,y:=10,10.1
10,10 >0

Cierto
delo cual {C}z,y :=10,10{I}.
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(B) I esinvariante. En efecto, ptle

= I
r>0Ny>1 < IThy>1
z>2AN2Y >0 <« ITANzx>2

z,y =y, x.1

y:=y—11 =

r,y:=x—2,2Y.1 =

(C) Elbucle termina. En efecto; tomemos el conjunto bien construido C = N2,
y el Z2~contador ¢t = (z,y), que es contador ya que tenemos

[INOB = te(] — trivial
[INOBAt=Fk = SIt<k]
puesto que
(z,y =y ,xt) <t = (y,z) < (z,y) < IhNz>y
(y=y—21)<t = (z,y—2) < (z,9) = Clerto
(x,y:=x—2,2Yt) <t = (x—2,2Y)<(x,y) = Cierto

o]
Q1
o]

[180] El predicado
I =ypar 20N >0

es un invariante (se prueba igual que para el Ejercicio 8.55). Busquemos un
contador de la format = ax? + By, a, 8 > 0; debemos verificar, ptle

(C1) INOB = t>0 — trivial
(Co) ITAhy>2 =  wdec(y =y — 2,t)
INt#1Ny<2 = wdec(z,y:=o—1,2xx]t)

En efecto
_ wdec(y =y — 2,t) _ wdec(z,y =z — 1,2z 1)
:y::y—2.t<t :a(x—1)2+52x<aa§2+ﬂ
_a:c2+ﬁ(y—2)<ax2+ﬁy _Qx(ﬁ—a)+a<ﬁy
= B>0
Cierto

Parax = 1 ey = 0, la tiltima desigualdad de la derecha obliga a tomar 23 <
a. Al ser enteros, los menores valores son 5 = 1y a = 3. O sea, finalmente,
tomaremos como contador ¢t = 322 + y, para el cual se tiene

wdec(x,y:=x— 1,2z |t) = -4 +3<y € z>0Ay>0 < I

El valor inicial del contador es 3001000, y serd una cota del niimero de pasos.

8.59 [180] @ .— Consideremos como invariante el predicado C'ierto. Probaremos
x>0 = wdec(r =z —1,1t) <0 = wdec(x:=z+1,t)
wdec(x =z — 1,1) wdec(x =z + 1,1)
= " Lema 6.43, def. de ¢ = . Lema 6.43, def. de ¢
(x =2 —1z|) < |z| (x :=x+ 1z|) < |z]
= *.-asignacion = ".asignacion
|z — 1] < |z |z + 1] < |z|
<:x>0 = < 0= |zl =—(z+1) A ...

z <0
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Finalmente basta probar [b; = ¢ > 0], lo cual es trivial.
(B).— El bucle termina fuertemente al admitir un contador entero.

@ .— Procedemos por induccién sobre k; el caso base es trivial. El paso induc-
tivo serfa (pongamos H*.C == H* para simplificar):

HFk+1

= .- definicién
H®v SI.H*

= *.HI; semantica selectiva

=0V #0A(z>0 = z:=c—1Jz| <k)

(<0 = z=x+1|z] <k)

= .- célculo, sustituciéon
r=0V(@E>0=|lz-1<kA(z<0=|z+1]<k)

= " oro

z=0V(@x>0=2z>0Az-1<k)

(<0 =2z<O0A|z+1]<k)

= *.»definicién | - |, CP
z=0V(E>0=>2z-1<k)A(z<0 = —(xz+1)<k)

= *.»célculo

r=0V(@E>0=>a<k+)A(x<0=> —2x<k+1)
*.»definicién | - |, CP, oro

r=0V (>0 = |z|<k+DA(z<0 = |z|<k+1)

A

A

= -CP

r=0V(@>0vVe<0 = |z/<k+1)
= -CP

r=0V(x#0 = |z|<k+1)
= -CP

lz] < k+1

(D)—R.C=3k:k>0:|z| <Ek)=Cierto.

(E).— Sea ahora R el bucle

[ x>0—z:=2—1;Azar,
O z<0—-z:=x+1;Azary
O y>0—y:i=y—1]

donde todas las variables son enteras. Probaremos el triplete
{C}y :=100; R{y =0Az =0}

con terminacién sélo débil. Se considera el invariante / = y > 0, el conjunto
bien construido N? y la funcién ¢ = (|z|,y) ; bastard demostrar que tal funcién
es un N?—contador. Ya que trivialmente [I A ~OB = y = 0 A z = 0], aplicando
el teorema de invariantes, es necesario (1) {C'}y := 100{I} (trivial) y (2) el bucle
termina. Para ello probaremos las condiciones

(A) Iesinvariante (trivial)

B) IAOB = te N2 (trivial)

Ci) ITANz>0At=1t) = z:=x—1;Azar,.(t <to)
Co) INz<OANt=ty = x:=x+1;Azar,.(t <o)
03) I/\y>0/\t=t0:>y::y—1.(t<t0)
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La altima es muy facil. Veamos (C7). Sabemos — Ejemplo 8.6:162 — que, ptle
Azary,.Z = Vk:keN:x:=kZ

Entonces,

z =z —1; Azary.(t <to)
= *.-semdntica de Azar,, definiciéon de ¢
xi=x—1Vk:k>0:y:=k((|z],y) < to)
= .- sustitucién
Vk:k>0:(Jx—1],k) <to
= *.-orden lexicografico
INnz>0A(Jz),y) =to

La terminacién es débil ya que dado K, si por ejemplo el valor inicial de
es positivo, existe una ejecuciéon con més de K pasos: elegir en el primer ciclo la
primera sentencia guardada, asignar a y el valor K + 1, y después, en sucesivos
ciclos, elegir la dltima sentencia guardada (realizard mds de K + 2 pasos).

[180] (A).— {C}incy{C} significa: inc;, siempre termina, mientras que el triple-
te {b = k}inc,{(b — k) par > 0} significa: inc, incrementa b es un valor par no
negativo. Por definicién [inc,.C' = C], de donde obtenemos el primer triplete.
Para probar el segundo:

incy.(b— k par > 0)

Vi:i>0:b:=b+2i.(b—kpar >0)

Vi:i>0:(b+2i—k)par >0
~=

b=k
(B).— Tenemos Vk : k > 0 : [ = incy,.(b < k)], ademds de [C' = inc,.C].
(C€)—

b,r:€ Z;b,r :=3,3;

*[ r>0Ab>0 — r:
r>1 — 7
b>1 — b:

;1Ncy

]

(D).— Consideremos el predicado I = bimpar A b,r > 0. Es fécil ver que es
un invariante y que la funcién ¢ = (r,b) es un contador para el conjunto bien
construido NxN con el orden lexicogréfico. En efecto: es evidente que I asegura
directamente ¢ € N x N. Para ver la invariabilidad y el decremento de ¢ veamos
unicamente el efecto de la primera sentencia del bucle:

r—1
r—2
b—2

ri:=1—1;inc,.((r,b) <to ANbimpar Ab>0Ar >0)
= *.-semdantica de composicién y definicién de incy
ri=r—1
Vi:i>0:b:=b+2i.((r,b) <to Abimpar Ab>0A7T > 0)
= *."sustitucion
ri=r—1
Vi:i>0:(r,b+2i) <toANb+2iimpar Ab+2i >0Ar>0
= *."sustitucién
Vi:i>0:(r—1,b+2i) <tgA(b+2i)impar ANb+2i >0Ar—1>0
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= .- calculo, orden lexicografico
(r,b) =to AT >0Ab>0AI(=bimparA ...)

Por otro lado, tenemos trivialmente: {C'}b,r := 3,3;{I}, y por el teorema de
los contadores tendremos también: {I}b,r := 3,3; R{I A ~OB}. Pero

IN-OB

=
bimpar ANO<b<1IAO0<r<1A(r<0Vvbd<O)
r=0Ab=1

de donde el juego termina con una sola bola blanca. Termina solo débilmente
ya que no es posible acotar el niimero de pasos del bucle, puesto que una eje-
cucién adecuada de la primera secuencia con guardas exige posteriormente un
namero de ciclos mayor que cualquier nimero natural.

[181] Aplicaremos el Teorema de los Contadores Generalizados (TCG) toman-
dot = (x,y)yelinvariante I = z,y > 0. La invariancia es trivial. C = N? es
bien construido, y se verifican las condiciones del TCG. Falta probar:

(@) IANT>0Nt=ty = Azaryoi2;y :=y*.(t <to)
(b) INy>0At=ty = Azaryoz;y:=y— 1.(t <to)

Ambas se prueban en forma parecida. Antes se prueba
[r=a>0 = Azary2.(0<z<a)] (%)

que es muy fécil (véase Ejercicio 9.35). Ademas,
Azargo12;y =y ((2,9) < (20,%0))
= .- sustitucion

Azargore-((z,y") < (z0,0))
“= *.-orden lexicografico, monotonia de Azar

Azargo12.(x < x9)
- )

r=x9>0
INT>0ANTt=1.

Luego el bucle termina, y lo hace satisfaciendo I A z,y <0 = =y =0.
[181] Imposible, ya que el lenguaje de Dijkstra es continuo (Teorema 8.1).

[181] La correccién se obtiene del invariante I = x impar > 0 A y impar > 0,
ya que, si terminara y fuera invariante tendriamos al final del bucle

IN-0OB
N 0<z<1A0<Ly<2Ax,yimpares
=

r=1ANy=1.

Para demostrar que termina probaremos que la funcién

N (le|] +1,y) si x<0
tx,y) = { (z,y) si >0
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es un Z?—contador asociado al invariante I para el conjunto bien construido N2
(con el orden lexicografico). En definitiva hay que probar:

(A).— I es invariante. Veamos solamente un caso
IAz>1ANy<2 = z,y:=x—2,y+ 2.1

" semadntica

[z impar,y impar > 0Ax > 1Ay <2 = x—2impar,y+ 2 impar > 0]
"~ Cierto

(B)—[I ANOB = t € N?). Esta es facil ya que t € N2,

(C)—Vi:1<i<3:[IAB; = (S;t)<t]. Enefecto, veamos una de ellas

r:=—xt<t
= *.rsustitucion
t(—x) < t(x)

ssixz < 0, definicién de ¢

(2,9) < (2] +1,9)
= *.-orden lexicogréfico

Cierto
El programa termina solo débilmente ya que dado K podemos encontrar una
ejecucion con mas de K pasos; basta observar que si la primera sentencia asig-
na a z el valor — K, y seleccionamos al principio la primera guarda y después
sucesivamente la segunda, ejecutariamos mas de K pasos.

[181] (A).— Un programa termina débilmente si termina pero no es posible
encontrar una cota del ntimero de sentencias elementales que realiza como fun-
cién del estado inicial. Como ejemplo vale el del apartado (C).

(B).— No, ya que continuidad y terminacién débil implica terminacion fuerte
(véase Teorema 8.49).

(C).— El siguiente programa simula el juego, siendo la sentencia Inc, una sen-

tencia que incrementa x con un ntmero natural con indeterminismo no acota-
do (véase Ejemplo 8.6:162):

b,v,r:€Z — tres variables con las frecuencias de cada color
b,v,r := 20,20, 20;

*[ b>0— b:=b—1;Inc,;Inc,

O r>0— r:=r—1;Inc,

O v>0— vi=v-—1]

Obsérvese que cada guarda determina si es posible extraer una bola de un
color determinado. El bucle termina débilmente ya que C = N3( C Z3) es
bien construido para la relacién de orden lexicogréfica, y la funcién ¢ : £ — Z3
definida por ¢t = (b,7,v), es un contador generalizado relativo al predicado
invariante I = (b,r,v) € C, ya que, ptle

a) I = teC (trivial),

b1) IND>0At=1ty = b:=b— 1;Inc,; Inc,.(t <tp),
ba) INT>0ANt=ty = r:=71—1;Inc,.(t < tp),

bg) I/\’U>O/\t:t0:>UZ:’U—1.(t<t0),

¢) I esun invariante (trivial).
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Recordemos que la sentencia Inc z tiene como transformador de predicados:
Incex. Z =Vk:k>0:2:=x+kZ
Con esta definicién, veamos por ejemplo (b2):

ri=1—1;Inc,.(t <o)
= "~ definicién de Inc y det
ro=r—1Vk:k>0:v:=v+k.((br,v) < (bo,70,v0))

sustitucion
Vk:k>0:(byr—1,v+k) < (bo,70,v0)
<= " relacién lexicogréfica

(ba T, U) = (b07 To, UO)

Las otras implicaciones se prueban igual. El programa no termina fuertemen-
te ya que dado K, podemos encontrar una ejecucién con K + 1 asignaciones;
por ejemplo, seleccionar en el primer paso la segunda guarda asignando a la
variable v el valor K; después ejecutar la tercera guarda K veces, con lo que ha-
bremos ejecutado K + 1 sentencias elementales. Finalmente, no existe ninguna
contradiccién con el apartado (B) ya que el programa no es continuo.

[181] (A).— FALSO: la sentencia desastre — Ejemplo 8.2 — es sana y no es
continua.

(B).— FALSO: desastre introduce indeterminismo no acotado.

(C).— FALSO: el transformador [S.X = x := 0.X Vz := 1.X] es estricto,
pero no es conjuntivo ya que, para A = (z = 0) y B = (x = 1), se verifica
[S.(AA B) = F],pero [SSAANS.B=C].

(D).— CIERTO. Véase Ejercicio 3.18.
(E).— CIERTO. Por ejemplo, para S = [C —y:=10C —y:=0];z:=1,

S(z=1)
S.(y=1)

e igualmente, [S.(y = 0) = Falsol, pero [S.(y =1V y = 0) = Cierto], de donde
S no es disyuntiva.

[C—y:=10C —y:=0].Cierto = Cierto
y=ly=1Ny:=0y=1 = Falso

[182] El programa Azarg;*[z > 0 — z := x — 1] termina solo débilmente ya
que el nimero de pasos del bucle es el valor inicial de z, que es indeterminista
no acotado. Esto no esta en contradiccién con terminacion # terminacion fuerte,
ya que es un ejemplo de lo anterior.

[182] (A).— Parala sentencia S.X = —X, tenemos, ptle

S(x>2)AS(x<2)
S(z>2AN2<2)

F
x #£2

dedonde [S.x > 2 A Sax <2#S5.(x>2Ax<2)],ySnoesconjuntiva.

r<2Nx>2
S(z=2)

(B).— Por ejemplo, S = [C — x:=10C — z := 2], que verifica ptle
SR=CANC = 2:=1.QANC = 2:=2Q)=r:=1.Q Nz =20
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y de aqui es facil ver que es indeterminista, ya que, ptle
Cierto=S.(x=2vVe=1)Z£Saz=2vSz=1=F

y ademas, [S.Cierto = Ciertol.

(C).— Definimos la sentencia A.Z = Vn:n € N: x := 2n.Z, que verifica:

(@) [A(parpos)],
(b)) Vn:n>0:[A(0 <z <mn)= Falsol.

Si consideramos la sucesién de predicados {0 < = < k}, ésta es creciente y, ptle

A(Fk:0<2<k:0<z<kApar_posx)

- @
Clierto

7 Falso

- )

Jk:0<z<k:A(0<z<kApar_posz)
y por tanto .4 no es continua.

[182] (A).— Véase el Ejemplo 8.19.

(B) .—;e

[p—SOq—T].X
= *.-semantica selectiva
VoA = SX)AN(q=TX)
= " regla de oro
VO ANPp=pASX)A(g=gNT.X)
= S = S'ANT =, T
pVOAP=pANS X)AN(g=qgANT .X)
= " regla de oro y seméntica selectiva
[p—S0¢g—-T1].X
(©)—
[o:1<i<n:b;—8;].Z
*.-semantica de la selectiva
OBAVYi:1<i<n:b; = S;.7
= - CP
OBAVi:1<i<n:b; = b;\NS;.Z
= CP
OBAVYi:1<i<n:b, = T;.7
= *.-semantica de la selectiva
[O:1<i<n:b;—-T;].Z
(D)~

—~

#lp—=S0¢—=T] =+[p—-50¢—-T]
= *.-equivalencia con bucles con una sola guarda
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#[pVg—[p—SOq—T]] =+[pvg—[p—STO¢—-T]]

<= *rapartado (A)
[p—SOq—-T] =[p—50¢q—T]
<= *.-apartado (B)

S=pS'AT =, T’

(E).— ptle

z>0A[z>0—-zx:=z+102<-3—x:=2—-1] .2
= *.»semdntica de la selectiva
zr>0A(z>0Ve<-3)
(x>0 =>z=c+120)N N (e < -3 = z:=0—12)
= - CP
z>0AN(z>0=>z:=24+12)AN(z<-3 = ...)
-CP
r>0A Nz =x+1.7

(F)—SeaS = [z >0—wr:=z—102<0— x:=xz+1]. Entonces,

[t>0—>2z:=2z+102<0—z:=x-1];5
= - Ejercicio 6.28(D)
[z>0—>z:=2+1;S02<0—z:=2—1;9]
A{x>0}r =2+ 1{x >0}, ademds S =450z :=2—1
[t>0—z:=z+Lz:=c—-102x<0—z:=2—-1,9]
Ar <0}xr:=2—1{z < 0},ademds S =,z =2 +1
[c>0—z:=c+Liz:=0c—102<0—z:=x—Lz:=x+1]
*-Lema 4.7(4) (de sustitucién)
[z>0—nadaOz <0 — nada]
= "."semantica
nada

[183] (A)—Y:[Y=i>NVi<NAi=i+2Y]

B)—

Vk:k>0:[N-2k<i= Y]
= *.-induccién:
—CASO BASE:[N <i = Y]]
trivial, ya que si Y7 es punto fijo, Y1 =i > NV ...

— PASO INDUCTIVO: ptle
Y;
= *.si fuera un punto fijo
i>NVi<NAi:=1i+2Y;
= HI[N — 2k <i = Yi];i:= i+ 2 es monétona
I >NVi<NANi:=i+2.N—-2k<i
= "’ semdntica asignacion
1 >NVI<NAN-2k<i+42
= " calculo
N-2(k+1)<i
(C').— Sea Y7 un punto fijo; entonces, ptle

Clierto
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= " por el apartado (B)
Vk:k>0:[N—-2k<i = Y]
= *.[] es conjuntivo
Vk:k>0:(N—2k<i= Y
= *.»célculo
[(Fk:k>0:N-2k<1i) = Y]
= *.~calculo
[Cierto = Y1
= *.»célculo
[Y1]

de donde cualquier punto fijo debe ser C'ierto ptle, y en particular [R.C' = C].

(D).— La nueva ecuacién que debe verificar R".C'es Y : [V = g.Y], donde
gY = i>NVi<NAS.Y.Pero,ptle

S'.(i > N)
= *.-semdntica seleccion
I<NANi+2>NANi—1>N
= *.-célculo
Falso

de donde [¢g.(i > N) =¢ > N|,yi > N es un punto fijo; pero i > N = ¢.Y],
luego @ > N es el menor punto fijo. La interpretacion es que para asegurar la
terminacién no debe ejecutarse ninguna vez el cuerpo del bucle, ya que podria
ejecutarse indefinidamente la segunda sentencia guardada.

[183] (Véase también Ejercicio 8.50) (A)y (C).— Calculemos H".C pero to-

mando la sentencia z := z + N en lugar de x := x + 1. Por definiciéon [H°.C =
—b], mientras que (pongamos H".C' == H" para simplificar), ptle

Hl
= " definicién y semdntica selectiva
HVbAz:=x+Nb:=2<10.H°ANz:=2—1b:=x2 > 0.H°
= L [HY = —b)
bVObANr =+ Nb:=2<10.-bAz:=2—-1b:=2>0.-b
= *.semdntica asignacion
“bVbAx:=z+Nax>10ANx:=2—1x<0
= "’ semantica asignacion
“bVbAzx+N>10ANz <1

Luego, para N = 1, [H L= -, y por induccién, [H" = —b], de donde, ya
que [R.C=3n:n>0:H"],[R.C = —b]. Lo mismo puede decirse para N < 8.

(B).— La interpretacién es simple: si el bucle comienza (necesariamente con
b) entonces se pueden ejecutar en forma alternativa ambas secuencias guarda-
das, y el bucle no termina. Pero esto no es posible si por ejemplo N = 9, ya
que dejaria de verificarse la alternancia puesto que necesariamente una de las
secuencias guardadas cambiara el valor de b.

(D).— La ecuacién que determina la seméntica en TPF de R.C es

Y:[Y=-bVbAz:=24+Nb:=2x<10Y Az:=z—1b:=2>0Y]
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que admite la solucién —b, y por la Nota 8.12, el menor punto fijo es —b, que
seria la seméntica de R.C.

[183] @.—Deﬁnimos Extrae = [C - z:=10C - 2:=30C —z:=5],
cuyo transformador de predicados es

Extrae Z =x:=1.ZNx:=3.ZNx =57

Facilmente vemos que Eztrae no es disyuntivo; asi, tomando Z; = z =1,y
Zy = x # 1, entonces [Extrae.Z; = Falso], mientras que Extrae.(Z1 V Z3) =
Cierto, luego Extrae no es disyuntivo. Ademads Extrae.(r =1Vae =2Vz =
3) = Clerto; de aqui obtenemos el triplete {C} Extrae{x =1V x =3V x =5}

(B).— Consideremos el programa P

r,b:=3,3;

[ r>1 — r:=r-2

O b>1 — b:=b—2

O r>0Ab>0 — nrb:=r—10—1;Fxztrae;b:=b+z]

Es facil demostrar que I = r,b > 1 A émpar b es un invariante:
(ri=r—-2I)=r—-2,b>1ANimpard) <« (IANr>1

r,b:=r—1,b—1.Extraeb :=b+ x.1
~ rb:=r—1,b—1.Extrae.b :=b+x.(r,b > 1 Aimparb))
Corbi=r—1,b— 1.Extrae.(r,b+ x > 1 Adimpar (b+ x)
= *.definicién de Extrae
/\T,b::r—l,bfl.(r,qul > 1 Aimpar (b+1)
rb+3>1Aimpar (b+3)Ar,b+5>1Aimpar (b+5) )
= *.”monotonia
rbi=r—1,b—1.(r>1Ab>1Apard)
r—1>1Ab—=1>1Apar(b—1)
IANT,b>0

(C).— Si el programa P termina siempre, entonces por el teorema de invarian-
tes {C}P{-OB A I}, pero [FOBAI = r =0Ab=1],y alfinal del juego la
urna contiene exactamente una tinica bola blanca.

(D).— Un contador entero puede ser t = Kr + b, donde K se tomard de for-
ma que la tercera sentencia guardada S3 decremente el contador. Ya que Ss
incrementa b a lo sumo en 5 unidades, bastard tomar K > 5 (demuéstrese esto
ultimo).

(E).— Si utilizamos conjuntos bien construidos, tomaremos C = N* con el or-
den lexicogréfico y el contador ¢(r,b) = (r,b); entonces, solamente tenemos
dificultad en la sentencia Ss; pero [(Ss3.t) < t] (demuéstrese).

[184] (A).— LaecuaciénesY :[Y =g.Y], dondeg.Y = z=yV SLY.

(B).— Por el teorema de Tarski-Knaster (Teorema 2.13) bastard probar que

9.Z = Z],siendo Z = (z — y) par. Pero, ptle,
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q.Z

x=yVSlLZ
= *.-semantica selectiva
r=yVatyA(z>y = z,y:=xz—1,y+1.2)
(r<y = z,y:=x+1y—12)
= ‘-definicién de Z,yaque [z,y =2z — L,y +1.Z=Z], ...
r=yVaetyA(z>y = )N (x<y = Z)
= -CP
r=yVaeFyh(z#y = Z)
= - CP
r=yVr#£yNZ
= x =y = Z,reglade oro, tercio excluido
7

Luego hemos demostrado que [g.Z = Z], y en particular [¢.Z = Z].

(C).— Por definicién de triplete, basta probar [A = R.C] = [A = Z], que
es consecuencia de [R.C' = Z]y de la transitividad de = .

(D).— Ya sabemos que Vi :: [Z = S,.7].

(F).— Hay que probar, Vi y ptle: (1) b; A Z =t > 0 (trivial), 2) b N Z =
wdec(S;,t). De nuevo por simetria, basta probar una de las implicaciones de
(2). Tenemos, ptle,

wdec(z,y:=x—1,y+1|t)
= *.-Lema 6.43, definicion de ¢
2 —y—2| <|z—y|
= - CP
x>y A (zx—y)par

(F').— Del apartado (E) y del (D), aplicando el Teorema de los Contadores
(Teorema 6.38) y el Teorema de Invariantes, concluimos [Z = R.CJ; la otra
implicacién es consecuencia del apartado (B).

(G).— La interpretacién es que, si comienza el bucle con x —y impar, entonces,
llegara un momento en que los valores de z e y oscilen entre los valores m — 1
y m + 1, siendo m la media; por ejemplo, para (z,y) = (2,7), la secuencia de
valores sucesivos es (2,7), (3,6), (4,5), (5,4), (4,5), . ...

[196] Es facil demostrar, ptle,
m.(i > 100) =4 > 100 V i := i + 1.m.(m.i > 100)
La propiedad
[i=kAm(X ANi>100)=i=kAmX] (*)
es trivialmente cierta para k > 100. Para k£ < 100:
i=kAm.(X Ai>100)

-k < 100, (in)
i=kAi=i+101— k(X Ai>100)

t=kNi:=14+101 -k XANi>k—-1
= " (in), regla de oro
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i=kAmX

De aqui obtenemos, m; m = m, ya que m.m.X

m.(m.X)
S

m.(m.X Ai > 100)
= "PF

m.(X Ad > 100)
- e

m.X

[201] (A).— Tenemos, ptle

SI.X
= ".semantica
(Cierto = U.X) A (Cierto = V.X)
= [(Cierto = A) = A]
UXANV.X

(B).— También, ptle
 Je—=Uob—-VOoOb—W].X
[o—-UOb—[C—-VOC—-W]].X
= " semdntica de SI, (A)
(aVO)AN(a=UX)ANb = VX)AND = WX)

(aVD)A(a = UX)AN (b = VX AWX)
= b= VOANGD = WX)=b = VX AWX]
Cierto
(C).— De nuevo, ptle
C om.X
[¢>10 — nadaOi < 10 —
[C—i=i4+2;m;mOC—i:=i+2;m]].X
= *.’semdntica seleccién binaria y (A)
1>10Anada. XVi<10Ai:=i+2;mmX Ai:=14+2;m.X
= *.-semdntica nada, conjuntividad de i := i + 2;m
i>10ANXVi<1I0Ai:=i+2;m.(m.X AX)
D)—
{i=10}m{X} = {i =10}i =i+ 2{X}
= " def. triplete
(=10 = mX]=[i=10 = i:=i+2.X]
= " regla de oro
[(=10AmX=i=10]=[i=10Ai:=i+2.X =i=10]
= " regla de Leibniz
(i=10Am.X)=(i=10Ai:=i+2.X)]
= “por (C) y conjuntividad de asignacién
[=10Ad:=i+2m(X AmX)=i:=i+2.(i=12AX)]
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= *.-semdntica asignacién, conjuntividad

[(i=i+2.G=12Am(XAmX))=i:=i+2.(i=12 AN X)]
~=
[[=12Am(X AmX)=i=12A X]

- ()
[[=12AX Am.X =i=12A X]

= ()

B [=12AXAX=i=12AX]

~ Cierto

[206] Sea Z un predicado arbitrario. Primero probaremos por induccion,
VN :N eN:[zfact(N,u).Z =u:= N\.Z] (%)
El caso base corresponde a N = 0, y tendremos,

xfact(0,u).Z
= *."semdntica por nombre

0, ue NA[0=0—-u:=100>0— zfact(0 —1,u);u:=u*0].Z
= *.-semadntica selectiva

O,bueNAu:=1.7
= " por la declaracién de v, ademads de 0! = 1

u:=0.2Z

Veamos ahora el paso inductivo, para NV > 0:

xfact(N,u).Z
= *."semdntica por nombre
NueNA[N=0—u:=10N >0— zfact(N —Lu);u:=uxN].Z
= ‘.- semantica selectiva, N > 0, ademas de N,u € N
zfact(N — 1,u).(u:=ux N.Z)
= - HI
u:=(N—-1D\(u:=uxN.Z)
= *.-lema de sustitucién — Lema 4.7(7)
u:=(N-1«N.Z
*.»definicién de factorial
u:=NLZ

Ahora aplicamos () y tendremos, para u, N € N:

xfact(N,u).(u = N)
" por (x), tomando Z = (u = N!)
u:= Nl.(u= N!)

= *.ssustitucién
N! = N!
~ Clerto

207] (A)—T.X = Jk:k>0:T*X,donde

T° = aborta, T = S [b— TFO-b — nada].

(B).— Basta probar que S.R.X es solucién de la ecuacién caracteristica de T'

o Y[V =S(b = Y)A (b = X))]
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S(b = SRX)A(-b = X))

S[b— S;RO-b— nada] . X
= *.-semdntica de R segtin puntos fijos
SR.X

(C).— Tenemos

[SRX = T.X]

= --seménticas inductivas de R y T; T° = aborta
[S.Zk:k>0:H*X) = (Fk:k>0:Tr1X)

= *.» S es continuo
Vk:k>0:[SSH*X = TF!1X]

y lo tltimo se prueba por induccién

— CASO BASE:
T'.X
= TR = S [b— T*O-b — nada]
S;[b — abortad —b — nada] . X
= " semdntica
S.(=b A X)

S.HY X

— PASO INDUCTIVO:
[S.H’““.X = T’“”.X]

[S.H¥.X = S;[b— TF1O-b— nada].X]

[S.HMLX = S.(=bA X VbATHLX)

= *.»S es mondtona
[HEFLX = -bA X VbATEHLX]

= - +def. de H®
[HO.X VbASHFEX = -bAXVbATHLX]

= - CP
[S.HF. X = TH1 X]

(D).— Trivial. La interpretacion es la posibilidad de implementar un bucle re-

peat a través de un bucle while.

[207] La semaéntica del procedimiento 7" en términos de puntos fijos viene dada
como el menor punto fijo de cierta ecuacién, que resulta ser, por el teorema de
Kleene, el limite de la sucesion de transformadores

T° = aborta, Tt = [2>0—-0=2—-1;T'02<0—-T"]

de donde se obtiene
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Tl
[£>0—2:=2—1;aborta0z <0 — aborta]

= *.semantica selectiva
aborta

y es facil demostrar por induccién que Vk : k > 0 : T® = aborta. Otra prueba
directa es usando los siguientes hechos: (1) aborta es solucién de la ecuacién
caracteristica de 7" (ya ha sido probado), y (2) es la menor solucién (trivial, ya
que aborta es el menor transformador de predicados).

[207] (A).— Calculemos las dos semdnticas:

asiglx +1).x =y
= *."semdntica por nombre
i=x+1i:eZ
i=zx+1]z#i—z:=yOz=i—-y:=i].(x=y)
= .- definicién de sustitucién
x+1€ZAN[z#¢z+l—oax:=yOz=z+1—-y:=ax+1].(z=y)
= *.-semadntica selectiva
r+1€ZNCA(z#z+]1 = x:=yx=y)

A

/\(a::erl = yi=z+la=y)
= -CP

24+1€ZANCANIC = y=y)AN(F = ...)
= - CP

r+1eZ

asiglx +1).x =y
= *.-semdntica por valor — observe los paréntesis
[i:=x+1)i:eZ
i=c+1)(Jr#i -z :=yOz=i—-y:=i].(x=y))
= *.-semdntica selectiva
r+1eZ
(=241 (CA(x#i = ax=y(z=y)AN(x=i = y:=i(zr=y))
" definicién de sustituciéon
r+1eZAli=c+1((z#i = y=y)ANlz=i = x=1))

= - CP
x+1e€ZAli=c+1)((x#i = C)NC)
_ --CP
_z+1€ZA[i=z+1]C
Cr+l€Z

Luego, si = es entera, con ambas semdnticas: {Cierto}tasig(z + 1){z = y}.

(B).— Para obtener a través de la semdntica por necesidad alguna diferencia bas-
ta tomar expresiones con algan error, como por ejemplo asig(1/0), ya que la
semantica por necesidad es no estricta y obtenemos, ptle

) s.p.necesidad ) s.p.valor
asig(1/0).(x = y) = Cierto, asig(1/0).(x =y) =  Falso.

[207] Ver Ejercicio 9.25.
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[207] Véase Ejemplo 9.11.

[208] (A).— En primer lugar, para cualquier predicado Z, la semantica del

procedimiento para una llamada (estricta) por nombre es, ptle
fly,a,v).Z =y, a,u e NA(y >0A f(y—Liza,u).ZVy<0Au:=aZ) (*)
Probaremos por induccién sobre y que se tiene Vy : y € N : V(y), donde

V(y) = Va,x:a,x € N: [f(y,a,u).(u = az¥)]

— CASO BASE; paray =0, — PASO INDUCTIVO; supongamos y > 0,

[£(0,a,u).(u = a)] [f(y, a,u).(u = az?)]
= (¥ = y>0,(%)

fu = a.(u = a)] [y — 170, w).(u = a?)
= *.semantica asignacion = " tomando za = 2’

Cierto [fly— 1,2 u).(u = az’z¥~1)]

= HI
Clierto

(B).— Bastara probar, {a = 1} f(p, a, u){u = zP}. Pero,

a=1A f(p,a,u).(u=2zP)
= *." Ver siguiente ecuacién (xx)
a=1Af(p,a,u).(a=1Au=2P)
= “por (%)
Cierto

y bastard demostrar que una llamada al procedimiento no cambia el valor de
la variable a; es decir, que se tiene

Vy:yeN: (Va,z:a,x €N:[a=ag = [f(y,a,u).(a=ag)]) ()

que se demuestra por induccién sobre y. La demostracién es parecida. Por la
regla de oro, bastard demostrar el siguiente predicado equivalente:

[a=ao A f(y,a,u).(a=ag) = a=ag)

— CASO BASE; paray =0,y ptle  — PASO INDUCTIVO; siy > 0, ptle
a=agpA f(0,a,u).(a = ag) a=ag A f(y,a,u).(a = ap)

= (%) = y>0,(x)
a=apAu:=a.(a=ap) a=ag A fly—1,za,u).(a =ap)
a = ap a = agp

[208] Estudiando el comportamiento de m para los valores 0,1, ... intuimos

que realiza las asignaciones ¢ := —1,% := —2,.... Probaremos pues, por induc-

cién sobre a,
Va:a>0:[i=arAmZ)=(i=aNi:=—a—12)] (%)

El caso base seria, ptle
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i=0Am.2Z

= *.-semantica en términos de PF
1=0ANi:=1—1mi:=1—1.27
i=i—1(i=-1Ami:=i—-1.2)

= *.»semantica PF
ti=i—1(i=—-1Ai=i+1i:=i—1.2)

= *.lema de sustitucién — Lema 4.7(7)
1=0ANi:=1i—17

El paso inductivo es parecido. Tenemos, ptle, si a > 0,

i=aAm.Z
.a > 0, semantica en términos de PF
i=aNi:=i—1mi:=i—17

= - sustitucion
i=i—1l(i=a—1Ami:=i—-1.2)
— ...HI

i=i—l(i=a—1Ni=—(a—1)i=1i—1.2)
= *.-lema de sustitucién — Lema 4.7(37)
it=alNi:=—a—12

Por tanto,

{i =100}m{i = —101}
= .- definicién de triplete
[i =100 = m.(i = —101)]
= " regla de oro
[i =100 = i = 100 A m.(i = —101)]
= “por (x), tomando Z == (i = —101)
[i=100=i=100Ai:=—i—1.(i = —101)]

= -CP

[{=100=7=100 A —i—1=—101]
= - CP

Cierto

[208] (A).— Para calcular el primer triplete calcularemos, ptle:

x=a>0A Azar,o12.(0 <z < a)

= ".’semdntica selectiva, y asignaciones
r=a>0A2>0A(z>0=0<a)A(z>1 = 1<a)
(x>2 = 2<a)

= *.-CP, sustitutividad de z = a
z=a>0A2>0A(a>0 = 0<a)A(a>1 = 1<a)
(a>2 = 2<a)

= - CP
r=a>0

De aqui obtenemos [z = a > 0 = Azaryoz.(x < a)], y el primer triplete es
Cierto. Para el segundo calcularemos antes:

x> 1A Azarzor2.(x = q)
*."semdntica selectiva, y asignaciones
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r>1ANz>0AN (x>0 =>0=¢)A(z>1 = 1=gq)
(x>2 = 2=y
= - CP
z>1ANx>0N0=gA1l=gAN ...
= - CP
Falso

y obtenemos que el segundo triplete es Falso, ya que

{z > 1}Azaryo12{z = q}
= .- definicién de triplete
[x>1 = Azaryoiz.(x = q)]
= "' regla de oro
[ > 1A Azargypi2.(x = q) =z > 1]
= "’ por lo anterior
[Falso =z > 1]
= - CP
<]
= " x es entera
Falso

(B).— Es facil obtener [Azar,o12.(x < 0) = Falso|, y de aqui que el predicado

z < 0 sea la menor solucion de la ecuacion:
Y:[Y=2<0Vz>0AAzaryi2.Y ]

que caracteriza a la seméntica de R.C'ierto en términos de puntos fijos (TPF).
Por tanto, [R.C' = = < 0]. Es decir, no podemos garantizar la terminacién del
bucle si el estado inicial es > 0; sin embargo garantizamos la terminacién en
los restantes casos. Esto no es sorprendente y es valido para cualquier bucle
*[b— S] con [S.—b = Falso] (véase el Ejercicio 8.14).

(C).— Calculemos el comportamiento de m para 3 < z < 5:

3<zr<5AM.Q
" semantica en TPF

3<zr<bAzx:=x—-2.mzx:=1+2.Q

= *.rsustitucion

ri=x—-2.(1<z<3Amz:=1+2.0Q)
*.semantica en TPF

z:=x—2.(1l <ax <3AAzary2-x =+ 2.Q)

= - CP
3<z<S5A[z>2—>zx:=20x>3—>z:=30x>4—x:=4].Q

Veamos ahora el comportamiento parab < x < 7:

5<oe<TAM.Q
*.»semantica en TPF
S<r<TAzx:=zx—-2.mzx:=1+2.0Q
= - sustitucion
r=r—-203B3<zx<5Amz:=c+2.0Q)
= " por lo anterior
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xi=x—2.3<z<5A
[z>2—z:=202>3—>x:=30x>4—x:=4].
x:=xz+2.Q)

=  -CP
S<z<TA[z>4d—z:=40x>5—2:=502>6—2:=6].Q

Es facil entonces probar por induccién sobre &, que
VE: k<0:[2k+1<2<2k+3AmQ=2k+1<x<2k+3AAzar;.Q]

donde
Azary, = [ x=>2k —x =2k
O >2k+1 —ax:=2k+1
O z>2k+2 —a:=2k+2]

10.12 [218] Recordemos la definiciéon de equivalencia:
U=xV = Vo, p' i (p,U) »n p' <= (p, V) =n 0 (*)
Ya que la relacién =y, es de equivalencia, es transitiva, y (A) sigue de

(A1) nada; S =p S
(A2) S =n S;nada

y tendremos directamente también (B). Veamos (A;); tenemos

(p,S) > 1/
= “regla (nada)

(p;nada) —n p A (p, S) = p'
= “regla (;)

(p,nada; S) —n p'

que es la primera implicacién de (). Probemos la segunda implicacién,

(p,nada; S) —n p

= " ya que (;) es la inica regla aplicable, para cierto p”
(p;nada) —n p" A (p",S) >N pf

= "."—» es determinista y (p, nada) — p, de donde p = p”
(p,S) =n p'

(A2) se demuestra de la misma forma.

10.13 [218] SeanR = x[b— S] ySI = [b — S;ROnada].Hay que demostrar,
Vp, p’, 1a doble implicacién siguiente

(P, R) »n p' = (p,SI) »n p

Demostremos la implicacién = por induccién estructural sobre la derivacién
(p, R) - p';las tinicas reglas aplicables son las que tienen como antecedentes

b.p A (p,S) =»n " AN(p",R) >N P
“b.pA(p,R) >N pAp =p
= “-reglas (;) y (si)
b.p A (p,SiR) —>n p'V abpA(p,R) = n pf
= “regla (s7)
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(0, ST) »n ¢/
La otra implicacién se prueba de forma similar.
10.14 [218] Basta probar que es imposible una derivacién de la forma

(p, aborta; S) —xr p'
= “"ya que (;) es la tinica regla aplicable, para cierto p”
(p, aborta) —xr p" A (o', S) —nr '
=
absurdo: no existe ninguna regla con consecuente (p, aborta) — s p”

10.15 [218] Podemos definirla directamente
repite S hastab = S;x[—-b — 5]
o alternativamente a través de las dos reglas:

(p,S) =»np by
(p,repite S hasta b) —ar p

(p,S) > P —b.p (p',repite S hasta b) —n p”

(p, repite S hasta b) —» s p”
Ya que la aplicacién de las reglas anteriores son excluyentes, el lenguaje resul-
tante sigue siendo determinista. Otra alternativa via una tnica regla es:
(p,8) »n p" (p" x[ b= S]) »n pf
(p, repite S hasta b) — s p’

y para demostrar que el lenguaje obtenido es determinista basta razonar por
induccién estructural sobre la sentencia.

10.16 [218] Hay que probar
Vo, 0" 5 (p, S5 (T5U)) = ar p' = (p, (S;T);U) i pf

Cada implicacién sigue por induccién estructural sobre la derivacion. Por ejem-
plo, para la implicacién = razonamos en la forma siguiente

(p, S (T U)) > ¢/

= *la dnica regla aplicable es (; ), para cierto p”
(p,S) =n 0" A (", T;U) > pf

= *.la dnica regla aplicable es (; ), para cierto p"’
(p,S) _»Np// A (p”,T) A p/// A (pm,U) A p/

= “regla (;)
(0, S5T) =n P N (p"U) =i pf
= “-regla (;)
(P, ($;T); U) —w pf
10.17 [218] Tomemos S == z := 0y T == y := z; entonces desde el entorno p; ; las

Unicas transiciones posibles son:

(p1,1,2 =05y := ) =xr po,1 (p1,1,y = 232 := 0) = xr poo
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Ya que los entornos finales son distintos, S;T #xr T'; S.

10.22 [221]
CbpA(Viti>0: fip) = bp Awlp.R.Q.p

; bpA(Vi:i>0:flp) = bpANp 1 (p,R) »np :Q.p)
Vo b A (Vi:i>0:fip)A(p,R) —=np :Q.p

En definitiva tenemos [(Vi : i > 0 : fi.p) = wip.R.Q.p], de donde R es definible.
10.28 [226] Veamos la segunda

Fo{P}S{Q}
= -.~definicion
Vp,p": Pip A (p,S) »n p': Qupf
= - CP
Vp': (3p: PpA(p,S) »np'): Qupf
= *.~definicion
Vo i sp.S.Pp Qup
 [sp.S.P = Q)

Tenemos, por ejemplo,

sp.nada.P.p’
= *.~definicion
_ Fp:(pynada) »n p': Pp
Py
10.29 [226] Véase Ejercicio 10.34.

10.30 [226] (A).— Si consideremos las reglas de la Figura 5.0 eliminado las reglas de
la selectiva y sustituyéndolas por la regla

(bAXISIYY (Y AXIS{YY
(XI[b— SOy =S {vy

podemos tomar como reglas de la seméntica operacional para la selectiva:

bp  (pS) >N (si) Vo  (p,S)—np
(p,[b— SOV = S"]) »np ' (p.[b— 50V = S']) »n pf

(822)

NOTA 12.1 Sien laregla de la selectiva anadimos el predicado [X = bV b']
[X = bV {bA X}S{Y} {v' A X}S'{Y} )
si’ *

{X}[b— SOV — S']{Y}

entonces el sistema es correcto para la semantica de Dijkstra y captura correccion total
(véase Ejercicio 5.24), pero entonces el calculo de Hoare no sera completo para la
semantica operacional. Asi, después veremos que para la selectiva

SI = z>2—z:=z+10zxz>2—>z:=x+1]

se verifica [wip.SI.(x > 0) = Cierto], de donde se cumple también -0 {P}SI{z >
0}, para cualquier P. Sin embargo, con la nueva regla (x) no es posible inferir, para
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cualquier P, el triplete -+, {P}S1{z > 0}. En efecto, por el Ejercicio 5.36, sabemos
que, con la nueva regla se verifica:

Fn{P}SI{Q} = [P = bV

pero es obvio que [P = bV V'] en nuestro caso es [P = z > 0], y puede fallar.

(B).— Si el dlgebra es expresiva, todas las sentencias son definibles y tenemos
Fo{P}S{Q} =[P = wip.5.Q], donde wipS.Q.p =Vp' : (p,S) —n p' : Q.p.
La prueba de esto tltimo es similar a la prueba del Lema 10.21 salvo el caso de
la selectiva. Calculemos pues wip.[b — SOV — 5] .Q, para las nuevas reglas
indeterministas:

wlp.[b — SOV — 5'].Q.p
= *.definiciéon
Vo' (p,[b— SO = S']) »nt:Qp
= " reglas de la selectiva
OV V).p AP bp A(p,S) —n p' VU .pA(p,S) »np' s Qupf
= -CP
(OVY)pA(bp = Vo' (p,S) »np :Qup)
O.p =V :(pS)>np :Qp)
= *.~definicién de wip
(b = wip.S.Q).p Nl = wip.5".Q).p

A\

de donde, finalmente:
wlp.[b— SOV — 5']).Q= (b = wip.S.Q)A (Y = wip.S'.Q)

Para probar que el cdlculo de Hoare con la regla nueva es completo tenemos
que demostrar

Fo{P}S{Q} = Fu{P}S{Q}

Utilizando la regla de refinamiento, basta demostrar, por induccién sobre la
sentencia: VS, @ :: Fy {wipS.Q}S{Q}; todos los pasos se prueban como en la
prueba del Teorema 10.26, salvo el paso inductivo para la nueva selectiva; por
HI tenemos, siendo Z = wip[b— SOV — 5'].Q:

Fr{wlpS.Q}S{Q} A {wlp.5".Q}S{Q}

= --refinamiento, b A Z = bAwlp.S.Q, [V’ ANZ = b AN wlp.S'.Q)
Fr{b A Z}S{Q} N Fr {0 N Z}S'{Q}
= " regla de la selectiva

Fn{Z}[b— ST — S']{Q}

(C).— Ya que aborta; S =, aborta equivale a

Vo, p' : (p,aborta; S) —n p' <= (p, aborta) —n p’

bastara probar que es imposible cualquiera de las transiciones; la segunda no
puede darse, ya que (p,[F — SOF — S]) - p’ no puede derivarse al no
poderse aplicar ninguna regla de la selectiva; la primera tampoco puede darse,
porque ello exige, segin la regla de la composicién, que (p, aborta) —r p”.

10.31 [227] (A).— Véase la prueba del Teorema 10.8.
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(B).— Podemos ampliar la relacién —  con las reglas

b (p,S) NP (si) Vip  (pS") =N p
(p,[b—STOV = S"]) »np ' (p,[b— 50V = S']) >N pf

(SZQ)

(C1).— es cierta; demostremos solamente una de las implicaciones

(p,la—ADb— B];8) »n ¢

= " regla para (;), para cierto «
(p,Ja— AOb— B]) »n aA(a,S) >N p
= - distinguimos los dos casos, por las reglas de (SI)

a.pA(p,A) »n an(a,S) =y p
b.poA(p,B) »n aA(a,S) = p

= “reglas de (;)
a.p A (p, A4;8) —=n p' Vb.pA(p,B;S) = pf
= " regla de (ST)

(pla— A;80b— B;S]) —n pf

(C2).— es falsa y basta encontrar un contraejemplo; tenemos (F' == Falso),

a:=F;Jla—>z:=20a—2x:=x]

EN

[a —a:=F;z:=x0a—a:=F;z:=x]
ya que para el entorno p == {a — Clierto} tenemos
(pJla —a:=F;z:=x0a— a:=F;z:=z]) »n5 pla := Falso}
pero al ser las dos guardas falsas después de a := F, es imposible

(p,a:=F;la—z:=x0a—x:=x]) >n5p

10.32 [227] (A).— Véase la Figura 10.4.

(B).— Probaremos que para todo bucle R = * [b — S] se verifica

Vp,p" i (p,R) = ' —b.pf
por induccién sobre la derivacién (p, R) — s p'. Teniendo en cuenta las reglas
de la relacién — , tal derivacién solamente puede obtenerse via dos reglas:

b. ,S) N T T, R) = p —b.
P (pS) >N (/ ) NP (Ry) M ay
(0sR) =N p (p,R) = n p

Si hubiera sido obtenida por la segunda es trivial ya que p = p’. Si hubiera sido
obtenida de la primera regla, tendriamos, para cierto :

bp A (p,S) =N TA(T,R) >N p
-

I7A(T,R) =n p
=  HI
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(=b.p’

La equivalencia *[Cierto — z := x + 1] =x aborta es trivial ya que es
imposible ninguna transicion (p, *[ Cierto — x ==z + 1] ) - p/, ya que ésta
verificaria C.p' = Falso.

10.33 [227] @ .— Véase Ejercicio 10.32.
(B).— Se define
Fo{X}S{Y} = Vp,p' : XpA(p,S) »np 1Yoy
y aplicando el apartado (A) llegamos trivialmente a o { X }R{-b}.
10.34 [227] (A)—Fo{X}S{Y} =Vp,p' : X.pA(p,S) »np' Y0
(B).— Un predicado I es un invariante del bucle R si verifica o {1 A b} S{I}.

@ .— El enunciado seria: si I es un invariante de R, entonces se verifica el tri-
plete Fo {I}R{I A —b}. Para la demostracién, teniendo en cuenta la definicién
de triplete, hemos de probar

Vp,p' i LpA(p,R) = p' s (I A=D).p'

por induccién sobre la derivacion (p, R) — s p'. Teniendo en cuenta las reglas
de la relaciéon —» s, tal derivaciéon solamente puede obtenerse via dos reglas:

bp  (pS)—»nT  (T,R) =N/ —b.p
R — (R
(0, R) = o (Rr) (p,R) —wp( 2)

Si hubiera sido obtenida por la segunda, tendriamos:
Iph=bpAp=p = (IN-b)p
que es lo buscado. Si hubiera sido obtenida de la primera regla, tendriamos:
LpANbpA(p,S) >N TA(T,R) =N p
= “por ser I invariante, (I.p Ab.p A (p,S) - 7) = I.7
ITA(T,R) =»n p
~"HI
(I A=b).p

=

10.43 [232] (A)—nada;S =p S = Vp,p' : (p,nada; S) —p p' <= (p,S) =» 0,y
probamos una de las dos implicaciones:

(p,nada; S) —p p'
= *.definiciéon de —p
3k : k> 1: (p,nada; S) —% p'
= *.Lema 10.39, para cierto p y cierto p”
(p.nada) —b o A (", 5) —5 7 of
= *.por laregla (nada), debe tenerse p =1y p = p”
(p,5) 4’5;1) I
= *.~definicién de —»p
(p,S) —p p.
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(D).— Pongamos R = x[b — S|y SI = [b — S;R 0O nada]. Hay que
probar, Vp, p, la doble implicacién (p, R) —p p' < (p,SI) —p p'. Veamos
= .Si (p,R) —p p, para cierto k (p,R) —% p/; pero ya que existe una sola

regla aplicable al bucle, tendremos (p, R) —p (p, SI) —% ' p'.

[254] 1. S[*{ Cierto — S)) ] es el minimo punto fijo de la funcional BUC
AF — Ap — (V[ Clierto — S]p — (F & S[Cierto — S])pT{p})

y aborta es la menor funcién del espacio [E — R]; basta probar que aborta es
un punto fijo de la funcional anterior.

B BUC aborta

Ap — (V[ Cierto — S| p — (aborta ® S[Cierto — S| )pO{p})
= .- definicién ()

Ap — (aborta ® S[Cierto — S])p
= " (aborta ® g)p = (abortag,y) " (g.p) = {L}

Ap — {L}
= " definicién de aborta

aborta.

Hemos cambiado de nuevo los corchetes usuales de la selectiva por los paréntesis angulares
para que no exista confusién con los utilizados para denotar la semdntica denotacional.
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