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9.4. Semántica para llamadas recursivas . . . . . . . . . . . . . . . . 205

Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
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0. Modelos Semánticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2.0. Diagrama de Hasse para el dominio L1. . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1. Diagrama de Hasse para el dominio L2. . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2. Diagrama de Hasse para el dominio L∞. . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3. La operación [p → p′]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.4. Diagrama de Hasse para el dominio Pem(N⊥). . . . . . . . . . . 39
2.5. Diagrama de Hasse para el dominio discreto de Schmidt Ps(N⊥). 40

4.0. Composición secuencial de transformadores. . . . . . . . . . . . 56
4.1. El mecanismo de deducción actúa en forma inversa. . . . . . . . 57

5.0. Las reglas del cálculo de Hoare. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.0. La urna de Dijkstra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
6.1. El transformador Hk+1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.2. El transformador H2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
6.3. Interpretación del Teorema de los Contadores. . . . . . . . . . . 105
6.4. El robot ordena las bolas según los colores de la bandera nacio-

nal holandesa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

7.0. Llanos en una tabla ordenada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
7.1. Localización del elemento a[q − 1, r] a estudiar . . . . . . . . . . 143

10.0. Una Calculadora con memoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
10.1. Sintaxis del lenguaje de la Calculadora . . . . . . . . . . . . . . . 212
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Capı́tulo 12

Soluciones a los Ejercicios

3.5 [44] Supongamos S = S′ entonces, ∀ι, σ : ι, σ ∈ E :

{P ι}S{P σ}
= ∵ definición de triplete

[P ι ⇒ S.Pσ]
= ∵ S = S′

[P ι ⇒ S′.Pσ]
= ∵ definición de triplete
{P ι}S′{P σ}
La interpretación es fácil: ya que el predicado P ι solamente es verificado

por el estado ι, partiendo de tal estado, si vı́a S el estado final es σ, entonces,
vı́a S′ también el estado final debe ser σ.

3.10 [46] Calculemos según la definición de triplete y suponiendo que S es sana

{Falso}S{X}
= ∵ definición de triplete

[Falso ⇒ S.X]
= ∵ CP

Cierto

{P}S{Falso}
= ∵ definición de triplete

[P ⇒ S.F ]
= ∵ S es estricta

[P ⇒ F ]
= ∵ CP

[¬P ]

Por tanto, el segundo triplete solo es cierto cuando [P ≡ Falso], y la interpreta-
ción es muy simple: si S termina debe hacerlo en algún estado (es la interpre-
tación de la Ley del Milagro Excluido.

3.18 [49] Sea S sano y disyuntivo. Probaremos la propiedad de unicidad de los
estados finales por reducción al absurdo. Sea un estado inicial ι para el cual
S termina en al menos dos estados distintos. Consideremos el conjunto Σ de
estados finales para ι. Entonces tendremos:

Cierto

= ∵ Σ es el conjunto de los posibles estados finales para ι

(S.(
∨

σ∈Σ Pσ)ι

= ∵ S es disyuntivo∨
σ∈Σ(S.P σ)ι

= ∵ (S.P σ)ι es falso: no garantizo que S termine en σ partiendo de ι

Falso

255
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3.19 [49] Si S no es disyuntivo, existen predicados A y B, y un estado ι tales que

(S.A)ι ∨ (S.B)ι 6= (S.(A ∨ B))ι.

Por ello, los posibles valores de tales predicados son

(S.A)ι (S.B)ι (S.(A ∨ B))ι

C F F
F C F
C C F
F F C

Por ser S es monótono ([S.A ∨ S.B ⇒ S.(A ∨ B)]), solo es posible que se den
los valores de la última lı́nea de la tabla anterior; es decir:

(S.A)ι ≡ Falso (S.B)ι ≡ Falso (S.(A ∨ B))ι ≡ Cierto

Por esto último, partiendo de ι, S termina; pero no podemos asegurar que el
estado final sea único; si lo fuera, éste verificarı́a A ∨ B, pero esto no es posible,
ya que (S.A)ι ≡ (S.B)ι ≡ Falso.

3.23 [50] (Véase también la Nota 4.1) Si tomamos

S
.= [[ b → aborta C → nada ]]

entonces S∗.(¬b) ≡ C, y Ŝ.(¬b) ≡ ¬b, y son distinguibles.

3.24 [50] Tenemos que [U.F ≡ b], y por tanto U no es estricta; si fuera [U.F ≡ F ],
entonces deberı́a tenerse [b ≡ F ], de donde U = S, y serı́a una sentencia sana.

4.6 [59] ¡No! ya que la variable t queda alterada, y tenemos, por ejemplo

{t = 1 ∧ x = 2 ∧ y = 3} t := x;x := y; y := t {t = 2}
{t = 1 ∧ x = 2 ∧ y = 3} x, y := y, x {t = 1}

de donde las sentencias son distinguibles.

4.10 [61] Supongamos que E dependa únicamente de a y b (cualquier otra depen-
dencia no afecta al siguiente razonamiento). Entonces, ptle, deberı́a tenerse

a := a + 1; b := E(a, b).a = b
= ∵ semántica asignación dos veces

E(a + 1, b) = a + 1
=

Cierto

luego [E(a + 1, b) = a + 1], y por ello E no depende de b y tomamos E(a) ≡ a.
Obsérvese que el razonamiento sirve si eliminamos la sentencia a := a + 1.

4.12 [61] AYUDA.- Sea un predicado E(x, y, z) arbitrario que dependa únicamente
de las variables x, y y z (esta suposición es suficiente ya que si E dependiera
de otras variables, en la propiedad de inter(x, y) podrı́amos tomar cada una
de tales variables). Estudiad – por inducción – tripletes de la forma

{E(a, b, c)}inter(x, y){E(b, a, c)}
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4.13 [61] Sea X un predicado arbitrario; entonces, ptle

(S; T )∗.X
= ∵ Definición 3.20
¬(S; T ).(¬X)

= ∵ semántica composición
¬S.(T.(¬X))

= ∵ doble negación
¬S.(¬¬T.(¬X))

= ∵ Definición 3.20
¬S.(¬T ∗.X)

= ∵ Definición 3.20
S∗.(T ∗.X)

= ∵ semántica composición
S∗; T ∗.X

4.15 [61] Si S es sana, la función X 7−→ (b ⇒ S.X) es conjuntiva en X , pero no es
estricta en general, ya que [(b ⇒ S.F ) ≡ ¬b].

4.16 [61] No existe tal expresión, ya que si E ≡ E(a, b) depende de a y b, tenemos

b := N.a := E.(N > máx(a, b))
=

b := N.(N > máx(E(a, b), b))
=

N > máx(E(a,N), N)
=

Falso

4.17 [61] Probaremos que si S es sana, la sentencia T
.= 〈〈b → S〉〉, en general, NO

se puede implementar en el lenguaje de Dijkstra ya que T es estricta, pero no
es necesariamente conjuntiva. Para probarlo sea T

.= 〈〈x = 2 → x := x − 1〉〉,
A

.= x > 1; entonces

T.A ∧ T.¬A
= ∵ definición, cálculo, S conjuntiva, LME

b ∧ ¬A ∧ S.A ∨ b ∧ A ∧ S.¬A
= ∵ en nuestro caso particular

x = 2 ∧ (x ≤ 1 ∧ x > 2 ∨ x > 1 ∧ x ≤ 2)
= ∵ CP

x = 2

En general, T no es conjuntiva si S determinista con [S.C ≡ C] (hágase como
ejercicio, aplicando el Teorema 3.21(iii): [S.¬A ≡ ¬S.A]).

4.19 [63] S.X
semántica≡ y := 1.x := 1.X ∧ y := 0.x := 1.X , de donde , ptle,

S.(y = 1) ≡ Falso S.(y = 0) ≡ Falso S.(y = 1 ∨ y = 0) ≡ Cierto

y por tanto
S.(y = 1 ∨ y = 0) 6≡ S.y = 1 ∨ S.y = 0

Además, [S.(x = 1) ≡ Cierto], de donde {C}S{x = 1}.

4.22 [65]
SI.m > a
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= ∵ semántica selectiva
OB ∧ (a > b ⇒ m := a.m > a) ∧ (a < b ⇒ m := b.m > a) ∧
(a = b ⇒ nada.m > a)

= ∵ semántica asignación y nada
C ∧ (a > b ⇒ a > a) ∧ (a < b ⇒ b > a) ∧ (a = b ⇒ m > a)

= ∵ CP
C ∧ a ≤ b ∧ C ∧ (a 6= b ∨m > a)

= ∵ CP
a < b ∨ a ≤ b ∧m > a⇐
a < b

4.23 [65] Tenemos que OB ≡ x 6= 0 ∧ x 6= 1. Además

SI.x 6= 0
= ∵ semántica selectiva

x 6= 0 ∧ x 6= 1∧
x < 0 ⇒ x := −x.x 6= 0∧
x > 1 ⇒ x := x− 1.x 6= 0∧
x > 2 ⇒ x := x÷ 2.x 6= 0

= ∵ semántica asignación
x 6= 0 ∧ x 6= 1 ∧ (x ≥ 0 ∨ − x 6= 0) ∧ (x ≤ 1 ∨ x 6= 1)∧
(x ≤ 2 ∨ x÷ 2 6= 0)

= ∵ CP
x 6= 0 ∧ x 6= 1

y por tanto [OB ≡ SI.x 6= 0]. La interpretación es que para asegurar la termi-
nación de la selectiva con x 6= 0 basta con que alguna guarda sea cierta.

4.28 [68] Véase Ejercicio 5.23.

4.29 [68] Los apartados (B) y (C) son triviales. AYUDA.– para el apartado (A):
estudiad la siguiente sentencia

[[ a → [[ ¬a → x := 1
a → x := 2 ]]

¬a → [[ a → x := 1
¬a → x := 2 ]] ]]

Para el apartado (D) consideremos la sentencia SI
.= [[ b → U b → U ]] ,

donde U.Z
.= (b ⇒ S.Z), y S sana. Entonces, SI es conjuntiva; además, U no

es estricta, pero SI.Z ≡ b ∧ S.Z es estricta.

4.33 [70] Utilizando la interpretación de la selectiva, podemos escribir, ptle

SI.X
.= (¬OB ⇒ S′.X) ∧ (∀i : 1 ≤ i ≤ n : bi ⇒ Si.X)

4.36 [70] En efecto; si tomamos [[ b → S ]] , su transformador es T ; además, es deter-
minista si lo es S.

4.37 [70] Véase el Ejemplo 3.13:47.

4.38 [70] Por la semántica de la selectiva: [SI.M ≡ x := 1.M ∧ x, y := 1, 0.M ].
Por tanto, [SI.(x = 1) ≡ Cierto], lo que prueba el triplete {C}SI{x = 1}. Para
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probar que es indeterminista, tomamos los predicados A
.= y = 0, B

.= y 6= 0;
entonces, tenemos, ptle

SI.A ≡ (x = 1), SI.B ≡ Falso, SI.(A ∨ B) ≡ Cierto.

Por tanto, SI.(A ∨ B) 6≡ SI.A ∨ SI.B, y SI resulta ser indeterminista.

4.39 [70] (A).— [b ⇒ ¬S.C]; un ejemplo es [[¬b → x := 1 ]] .

(B).— [X ⇒ S.¬X]; no existen ejemplos con S sano. Véase Ejemplo 3.13:47.

(C).— [S.C ⇒ S.Y ]; un ejemplo es S
.= [[x > 0 → x := 0 ]] e Y

.= (x = 0).

(D).— ¬[b ⇒ S.C]; un ejemplo es b
.= x > 0 y S

.= [[x > 6 → x := 1 ]] .

4.40 [70] (A).— Véase el concepto de programa útil en página 48.

(B).— Hay que probar que para todo predicado X se verifica, ptle

[ [[x > 1 → nada x > 1 → aborta ]] .X ≡ aborta.X ]
= ∵ semántica selección, y definición de aborta

[ x > 1 ∧ nada.X ∧ aborta.X ≡ F ]
=

[F ≡ F ]

(C).— Supongamos x una variable entera; entonces, ptle

[[x > 0 → x := 2 x > 1 → x := 3 ]] .(x = 2)
= ∵ semántica selección

x > 0 ∧ (x > 0 ⇒ x := 2.x = 2) ∧ (x > 1 → x := 3.x = 2)
= ∵ CP

x > 0 ∧ 2 = 2 ∧ (x > 1 → 3 = 2)
= ∵ CP

x > 0 ∧ x ≤ 1
= ∵ x es entera

x = 1

Luego los estados para los que la sentencia termina verificando x = 2 vienen
determinados por x = 1, si x ∈ Z.

(D).— No necesariamente; por ejemplo si [b ≡ Cierto] entonces
[[C → S ¬C → S ′ ]] .X

= ∵ semántica selección
C ∧ (C ⇒ S.X) ∧ (F ⇒ S ′.X)

= ∵ CP
S.X

Luego [[ C → S ¬C → S ′ ]] = S, que es indeterminista si lo es S .

5.8 [74] Por la regla de refinamiento, bastará probar, por inducción sobre la estruc-
tura de la sentencia,

∀S : S ∈ Prog : `H {Cierto}S{Cierto}
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— CASOS BASES :

(:=) sigue de [x := a.C ≡ C].
nada es trivial.

— PI 1 : COMPOSICIÓN

{C}S;T{C}
⇐ ∵ (;)
{C}S{C}, {C}T{C}⇐
HI

— PI 2 : SELECTIVA

{C}[[ b → S ¬b → T ]] {C}
⇐ ∵ regla selectiva
{C ∧ b}S{C} ∧ {C ∧ ¬b}T{C}

⇐ ∵ regla de refinamiento
{C}S{C} ∧ {C}T{C}⇐
HI

— PI 3 : BUCLE

{C} ∗ [[ b → S ]] {C}
⇐ ∵ regla de refinamiento
{C} ∗ [[ b → S ]] {b}

⇐ ∵ regla del bucle
{C ∧ b}S{b}

⇐ ∵ regla de refinamiento
HI

5.9 [74] El primero siempre es inferible (véase el Ejemplo 5.6). El segundo no
necesariamente; por ejemplo, {x > 0}x := 1{Falso} no se puede inferir en LH;
además, se puede demostrar:

`H {P}S{Falso} ⇐⇒ [P ≡ Falso]

(hágase como ejercicio).

5.11 [74] Véase el Ejercicio 5.27.

5.23 [84] (A).— Por la semántica informal que nos dicen, deducimos la regla

{P}S{X} {P}T{X}
{P}S ¯ T{X}

(B).— Según la semántica informal de S ¯ T , ptle

S ¯ T.X
=

[[ C → S C → T ]] .X
= ∵ semántica condicional

(C ⇒ S.X) ∧ (C ⇒ T.X)
= ∵ CP

S.X ∧ T.X

(C).— Por (B), nada¯ nada ≡ nada , que es determinista; además U
.= (f :=

Cierto)¯(f := Falso) es indeterminista, ya que [U.(f = C) ≡ F ], [U.(f = F ) ≡
F ] y [U.C ≡ C], de donde U no es disyuntiva. Otro ejemplo de determinismo
(indeterminismo) es S ¯ S, si S es determinista (indeterminista).

5.24 [85] (A).— Consideremos las reglas de la Figura 5.0 eliminado las reglas de la
selectiva y sustituyéndolas por la regla

{b ∧ X}S{Y } {b′ ∧ X}S′{Y } [X ⇒ b ∨ b′]
(si)

{X}[[ b → S b′ → S′ ]] {Y }
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NOTA 12.0 Si en la regla de la selectiva suprimimos el predicado [X ⇒ b ∨ b′],
entonces, como después veremos, el sistema no es correcto para la semántica de
Dijkstra; por otro lado, si reemplazamos la regla de la selectiva por dos reglas, del estilo
de

{b ∧ X}S{Y }
{X}[[ b → S b′ → S′]{Y }

entonces el sistema no capturarı́a correctamente el indeterminismo, ya que podrı́amos
derivar `H {x = 1}[[ x > 0 → x := x + 1 x > 0 → x := x− 1 ]] {x = 2}.

(B).— Por la regla de refinamiento, basta demostrar, ∀S :: `H {C}S{C}, y esto
último se prueba por inducción estructural sobre la sentencia. Todos los casos
son iguales que los del Ejercicio 5.8, salvo el correspondiente a la selectiva:

`H {C}[[ b → S b′ → S′ ]] {C}
⇐ ∵ (si)
{b}S{C} ∧ {b′}S′{C} ∧ [C ⇒ b ∨ b′]

⇐ ∵ HI
[b ∨ b′]

Por tanto, tales tripletes serán válidos si consideramos solamente selectivas
para las cuales siempre una guarda es cierta. En este caso, se puede suprimir el
término [X ⇒ b ∨ b′] en la regla (si).

(C).— El sistema del apartado (A) es completo si los tripletes derivables en la
semántica de Dijkstra también son derivables en tal sistema; o sea :

∀X,S, Y :: [X ⇒ S.Y ] ⇒ `H {X}S{Y }

(D).— Basta demostrar ∀S, Y :: `H {S.Y }S{Y }, ya que entonces, tendremos

[X ⇒ S.Y ]
⇒ ∵ regla de refinamiento, `H {S.Y }S{Y }
`H {X}S{Y }
Demostraremos ∀S, Y :: `H {S.Y }S{Y } por inducción estructural sobre la

sentencia. La prueba es igual que la prueba del Teorema 5.15:78, salvo el paso
correspondiente a la selectiva:

`H {SI.Y }SI{Y }
⇐ ∵ regla (si)
`H {b ∧ SI.Y }S{Y } ∧ `H {b′ ∧ SI.Y }T{Y } ∧ [SI.Y ⇒ b ∨ b′]

⇐ ∵ regla de refinamiento, SI.Y ≡ (b ∨ b′) ∧ (b ⇒ S.Y ) ∧ (b′ ⇒ T.Y )
[b ∧ SI.Y ⇒ S.Y ] ∧ `H {S.Y }S{Y }∧
[b′ ∧ SI.Y ⇒ T.Y ] ∧ `H {T.Y }T{Y }

= ∵ por HI: los dos tripletes son derivables; [b ∧ SI.Y ≡ b ∧ S.Y ∧ . . . ]
Cierto

(E).— El sistema del apartado (A) es correcto significa que los tripletes deriva-
bles en tal sistema son válidos en la semántica de Dijkstra; o sea :

∀X, S, Y :: `H {X}S{Y } ⇒ [X ⇒ S.Y ]
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(F ).— Hay que demostrar, por inducción sobre la derivación,

∀S, X, Y :: `H {P}S{Q} ⇒ [P ⇒ S.Q]

La prueba es igual que la del Teorema 5.14, salvo el caso correspondiente a la
selectiva,

`H {b ∧ X}U{Y } ∧ `H {b′ ∧ X}V {Y } ∧ [X ⇒ b ∨ b′]
⇒ ∵ HI

[b ∧ X ⇒ U.Y ] ∧ [b′ ∧ X ⇒ V.Y ] ∧ [X ⇒ b ∨ b′]
⇒ ∵ conjuntividad de [ ],cálculo

[X ⇒ (b ⇒ U.Y ) ∧ (b′ ⇒ V.Y ) ∧ (b ∨ b′)]
= ∵ semántica selectiva

[X ⇒ [[ b → U b′ → V ]] .Y ]

5.25 [85] (A).—

{P}[[ b → S b → T ]] {Q}
= ∵ def. de triplete

[P ⇒ [[ b → S b → T ]] .Q]
= ∵ semántica selección

[P ⇒ b ∧ (b ⇒ S.Q) ∧ (b ⇒ T.Q)]
= ∵ A ∧ (A ⇒ B) ≡ A ∧ B

[P ⇒ b ∧ S.Q ∧ T.Q]
= ∵ (A ⇒ B ∧ C) ≡ (A ⇒ B) ∧ (A ⇒ C), conjuntividad de [ ]

[P ⇒ b] ∧ [P ⇒ S.Q] ∧ [P ⇒ T.Q]
= ∵ def. de triplete

[P ⇒ b] ∧ {P}S{Q} ∧ {P}T{Q}
Obsérvese que al final se obtiene una equivalencia:

{P}[[ b → S b → T ]] {Q} ≡ [P ⇒ b] ∧ {P}S{Q} ∧ {P}T{Q}

(B).— W.Q
semántica≡ x > 0 ∧ x := 2.Q ∧ x := 4.Q, de donde {P}W{Q} =

[P ⇒ x > 0 ∧ x := 2.Q ∧ x := 4.Q]; luego

{x > 1}W{x = 2} ≡ [x > 1 ⇒ F ] ≡ [x ≤ 1] ≡ Falso
{x > 1}W{x = 2 ∨ x = 4} ≡ [x > 1 ⇒ x > 0] ≡ Cierto

De la misma forma tenemos que el triplete {x > 1}W{x = 4} es falso, y por
tanto W es indeterminista.

(C).— Puesto que en (A) derivamos una igualdad, se puede aplicar la regla
para calcular los tripletes anteriores; en general, tenemos

{P}[[ b → S b → T ]] {Q}
=

[P ⇒ b] ∧ {P}S{Q} ∧ {P}T{Q}

y en particular

{x > 1}[[ x > 0 → x := 2 x > 0 → x := 4 ]] {x = 2}
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=
[x > 1 ⇒ x > 0] ∧ {x > 1}x := 2{x = 2} ∧ {x > 1}x := 4{x = 2}

=
C ∧ [x ≤ 1] ∧ F

=
Falso

de donde el primer triplete es Falso; para el segundo

{x > 1}[[x > 0 → x := 2 x > 0 → x := 4 ]] {x = 2 ∨ x = 4}
=

[x > 1 ⇒ x > 0]∧{x > 1}x := 2{x = 2 ∨ x = 4} ∧ {x > 1}x := 4{x = 2 ∨ x = 4}
=

C ∧ C ∧ C

5.26 [85]
{P ∧ b}S1{Q} ∧ {P ∧ c}S2{Q} ∧ [P ∧ ¬c ⇒ Q]

= ∵ def. de triplete
[P ∧ b ⇒ S1.Q] ∧ [P ∧ c ⇒ S2.Q] ∧ [P ∧ ¬c ⇒ Q]

⇒ ∵ transitividad de ⇒
[P ∧ b ⇒ S1.Q] ∧ [P ∧ ¬b ∧ c ⇒ S2.Q] ∧ [P ∧ ¬b¬c ⇒ Q]

= ∵ conjuntividad de [ ], regla de intercambio
[P ⇒ (b ⇒ S1.Q) ∧ (¬b ⇒ (c ⇒ S2.Q ∧ ¬c ⇒ Q)]

= ∵ semántica de la selectiva
[P ⇒ [[ b → S1 ¬b → [[ c → S2 ¬c → nada ]] ]] .Q]

=
[P ⇒ if b then S1 else if c then S2.Q]

= ∵ definición de triplete
{P}if b then S1 else if c then S2{Q}

5.27 [85] La definición de equivalencia aparece en Definición 5.10:74:

U =H V
.= ∀P, Q : P, Q ∈ P :`H {P}U{Q} ⇐⇒ `H {P}V {Q}

Tendremos que demostrar, ∀P, Q, S

`H {P}S; nada{Q} ⇐⇒ `H {P}S{Q}
La implicación (⇐) es trivial y es consecuencia de las reglas (nada) y (; ):

hipótesis

{P}S{Q}
(nada)

{Q}nada{Q}
(; )

{P}S;nada{Q}
La otra implicación `H {P}S;nada{Q} ⇒ `H {P}S{Q} la probaremos por in-
ducción sobre la derivación del triplete {P}S;nada{Q} (véase el esquema en
la prueba del Teorema 5.14:76). Solamente es posible tal derivación por la apli-
cación de dos reglas: composición y refinamiento. Si {P}S;nada{Q} ha sido
obtenido a través de la regla de refinamiento, entonces existen dos predicados
X e Y tales que

[P ⇒ Y ] ∧ {Y }S; nada{X} ∧ [X ⇒ Q]
⇒ ∵ HI

[P ⇒ Y ] ∧ {Y }S{X} ∧ [X ⇒ Q]
⇒ ∵ regla de refinamiento
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{P}S{Q}
Si fue obtenido por la regla de la composición, entonces, para cierto X

{P}S{X} ∧ {X}nada{Q}
⇒ ∵ por la regla de nada
{P}S{X}, [X ⇒ Q]

⇒ ∵ por refinamiento
{P}S{Q}

5.29 [86] Utilizamos inducción sobre la derivación del triplete `H {P}nada{Q}. Tal
triplete solamente puede obtenerse a partir de dos reglas: (ref) y (nada). El ca-
so base corresponde a la regla (nada), que es trivial, ya que si `H {P}nada{Q}
ha sido inferido de tal regla, entonces P ≡ Q (sintácticamente). El paso induc-
tivo corresponde a la regla (ref); si el triplete original ha sido inferido de tal
regla es que tenı́amos en el antecedente de la regla:

[P ⇒ P ′] ∧ `H {P ′}nada{Q′} ∧ [Q′ ⇒ Q]
⇒ ∵ HI

[P ⇒ P ′] ∧ [P ′ ⇒ Q′] ∧ [Q′ ⇒ Q]
⇒ ∵ transitividad de ⇒

[P ⇒ Q]

5.30 [86] (A).— Véanse Ejemplo 5.6, §5.14 y §3.2.

(B).— Sea S .= [[C → y := 1 C → y := 0 ]] ; x := 1. Entonces S es indetermi-
nista y {C}S{x = 1} (véase la solución del Ejercicio 4.19:257).

(C).—

{P}[[ b → S b → T b → nada ]] {R}
= ∵ def. triplete y semántica selección

[P ⇒ b ∧ (b ⇒ S.R) ∧ (b ⇒ T.R) ∧ (b ⇒ nada.R)]
= ∵ CP

[P ⇒ b ∧ S.R ∧ T.Rnada.R]
= ∵ semántica nada, [ ] es conjuntivo

[P ⇒ b] ∧ [P ⇒ S.R] ∧ [P ⇒ T.R] ∧ [P ⇒ R]
⇐ ∵ cálculo: monotonı́a de S y T

[P ⇒ b] ∧ [P ⇒ R] ∧ [Q ⇒ R] ∧ [P ⇒ S.Q] ∧ [P ⇒ T.Q]
= ∵ definición de triplete

[P ⇒ b] ∧ [P ⇒ R] ∧ [Q ⇒ R] ∧ {P}S{Q} ∧ {P}T{Q}
5.31 [86]

[P ⇒ b ∧ c] ∧ {P}S{Q} ∧ {P}T{Q}
= ∵ definición de triplete, conjuntividad de [ ]

[(P ⇒ b ∧ c) ∧ (P ⇒ S.Q) ∧ (P ⇒ T.Q)]
= ∵ (P ⇒ b ∧ c) ⇒ ((P ⇒ b) ∧ (P ⇒ b ∨ c))

[P ⇒ ((b ∨ c) ∧ (b ⇒ S.Q) ∧ (c ⇒ T.Q)]
= ∵ semántica selectiva

[P ⇒ [[ b → S c → T ]] .Q]
= ∵ definición de triplete
{P}[[ b → S c → T ]] {Q}
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5.32 [86]
{X}S; [[ b → A ¬b → B ]] {Y }

= ∵ definición de triplete
[X ⇒ S; [[ b → A ¬b → B ]] .Y ]

= ∵ semántica de la composición y selectiva
[X ⇒ S.((b ⇒ A.Y ) ∧ (¬b ⇒ B.Y ))]

⇐ ∵ conjuntividad de [ ], S monótona, [A.Y ⇒ (b ⇒ A.Y )]
[X ⇒ S.A.Y ] ∧ [X ⇒ S.B.Y ]

= ∵ definición de triplete
{X}S; A{Y } ∧ {X}S; B{Y }

5.34 [86] Véase el Teorema 4.24 y Ejemplo 4.25

5.35 [86] Véase Ejemplo 5.6, Ejercicio 5.8 y Ejercicio 5.9.

5.36 [86] (Véase también el Ejercicio 4.25:66). Siendo SI
.= [[ b → S b′ → S′ ]] ,

razonemos por inducción sobre la derivación `H {P}SI{Q}. Tal derivación
solamente puede obtenerse vı́a dos reglas: (1) por la regla (si), y el resultado es
trivial; o bien (2) por la regla de refinamiento, a partir de

[P ⇒ P ′] ∧ {P ′}SI{Q′} ∧ [Q′ ⇒ Q]
⇒ ∵ HI

[P ⇒ P ′] ∧ [P ′ ⇒ b ∨ b′] ∧ [Q′ ⇒ Q]
⇒ ∵ conjuntividad de [ ], transitividad de ⇒

[P ⇒ b ∨ b′]

6.4 [90] Si [S.¬b ≡ Falso], entonces, por monotonı́a, [S.(¬b ∧ X) ≡ Falso]. Y de
aquı́ es fácil probar por inducción que

∀k : k ≥ 0 : [Hk.(X) ≡ ¬b ∧ X]

El caso base es trivial. Y el paso inductivo serı́a

Hk+1.X
= ∵ definición
¬b ∧ X ∨ S.Hk.X

= ∵ HI
¬b ∧ X ∨ S.(¬b ∧ X)

= ∵ [S.(¬b ∧ X) ≡ Falso], CP
¬b ∧ X

6.5 [90] Inducción sobre S.

– CASOS BASE. Hay que demostrar, ∀X , y ptle

Q ∧ nada.X ≡ Q ∧ nada.(Q ∧ X)
Q ∧ aborta.X ≡ Q ∧ aborta.(Q ∧ X)
Q ∧ z := E.X ≡ Q ∧ z := E.(Q ∧ X)

Para z := E aplicamos que z no aparece en Q. El resto es trivial.

– PASOS INDUCTIVOS.
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– Composición. Sean dos sentencias arbitrarias S y T , y un predicado
arbitrario X ; entonces, ptle

Q ∧ S; T.X

= ∵ semántica composición
Q ∧ S.(T.X)

= ∵ HI para S

Q ∧ S.(Q ∧ T.X)
= ∵ HI para T

Q ∧ S.(Q ∧ T.(Q ∧ X))
= ∵ HI para S

Q ∧ S.(T.(Q ∧ X))
= ∵ semántica composición

Q ∧ S; T.(Q ∧ X)

– Selectiva.
Q ∧ [[ bi → Si ]] .(Q ∧ X)

= ∵ semántica
Q ∧ OB ∧ ∀i :: bi ⇒ Si.(Q ∧ X)

= ∵ HI
Q ∧ OB ∧ ∀i :: bi ⇒ Q ∧ Si.X

= ∵ CP: [Q ∧ (A ⇒ B) ≡ Q ∧ (A ⇒ Q ∧ B)]
Q ∧ OB ∧ ∀i :: bi ⇒ Si.X

= ∵ semántica
Q ∧ [[ bi → Si ]] .X

– Bucle. Sea el bucle ∗[[ b → S ]] . Entonces, es fácil probar (en forma
similar a las anteriores), y por inducción sobre n, que

∀n : n ≥ 0 : Q ∧ Hk.(Q ∧ X) ≡ Q ∧Hk.X

y de aquı́ el resultado.

6.7 [91] (Véase también el Ejercicio 8.40) Si x es entera, entonces, ptle

H0.C
.= x ≤ 0 ∧ x ≤ 1 ∧ C ≡ x ≤ 0

H1.C
.= H0.C ∨ SI.H0.C

y H1.C es la precondición más débil para que el bucle se ejecute a lo sumo una
vez, pero

SI.H0.C
= ∵ semántica selectiva

OB ∧ (x > 0 ⇒ x := x− 1.x ≤ 0) ∧ (x > 1 ⇒ x := x− 2.x ≤ 0)
=

x > 0 ∧ (x > 0 ⇒ x ≤ 1) ∧ (x > 1 ⇒ x ≤ 2)
= ∵ CP

x > 0 ∧ x ≤ 1 ∧ (x > 1 ⇒ . . . )
= ∵ x es entera
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x = 1

luego [H1.C ≡ x ≤ 1], siempre que x sea una variable entera. Obsérvese que el
resultado es el mismo si sustituimos la sentencia x := x − 2 por una sentencia
arbitraria.

6.9 [92] (Véase el Ejercicio 8.50:179). Probaremos [R.C]. Tenemos [H0.C ≡ ¬b].
Además, utilizando la semántica de la selectiva es fácil probar:

SI.Z ≡ b ∧ x, b := x + 1, x < 1.Z ∧ b := Falso.Z (0)

Y de aquı́ obtenemos, por un cálculo simple, ptle

H1.C
.= H0.C ∨ SI.(H1.C) ≡ ¬b ∨ b ∧ x ≥ 1

H2.C
.= H0.C ∨ SI.(H2.C) ≡ ¬b ∨ b ∧ x ≥ 0

Y podemos conjeturar:

∀k : k ≥ 1 : [Hk.C ≡ ¬b ∨ b ∧ x ≥ 2− k] (∗)

Probaremos (∗) por inducción. El caso base (k = 1) ya está demostrado, y el
paso inductivo es

Hk+1.C
= ∵ definición

H0.C ∨ SI.(Hk.C)
= ∵ HI, (0)
¬b ∨ b ∧ x, b := x + 1, x < 1.(¬b ∨ b ∧ x ≥ 2− k)∧
b := Falso.(¬b ∨ . . . )

= ∵ CP
¬b ∨ b ∧ (x ≥ 1 ∨ x < 1 ∧ x + 1 ≥ 2− k) ∧ C

= ∵ CP
¬b ∨ b ∧ x ≥ 2− (k + 1)

Por tanto, según (∗) y según la definición inductiva de la semántica de los bu-
cles (Definición 6.2), ptle

R.C
= ∵ semántica inductiva, y (∗)
¬b ∨ ∃k : k ≥ 1 : ¬b ∨ b ∧ x ≥ 2− k

= ∵ idempotencia, conmutatividad de ∨
¬b ∨ b ∧ (x ≥ 1 ∨ x ≥ 0 ∨ x ≥ −1 ∨ . . . )

= ∵ x ∈ Z
¬b ∨ b ∧ C

= ∵ tercio excluido
Cierto

6.16 [96] Seguiremos un razonamiento similar al de la prueba del Teorema 6.14
(véase también el Ejercicio 8.71). Bastará demostrar, para todo predicado X ,

[P ∧ R.X ≡ P ∧ R′.X]
= ∵ semántica inductiva de los bucles

[P ∧ (∃k : k ≥ 0 : Hk.X) ≡ P ∧ (∃k : k ≥ 0 : H ′k.X)]
⇐ ∵ CP
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∀k : k ≥ 0 : [P ∧ Hk.X ≡ P ∧ H ′k.X]
= ∵ inducción estructural

[P ∧ H0.X ≡ P ∧ H ′0.X] (1)∧∀k ≥ 0 : [P ∧ Hk.X ≡ P ∧ H ′k.X]
⇒ [P ∧ Hk+1.X ≡ P ∧ H ′k+1

.X] (2)

(1) es trivial. Es fácil probar que si S′ tiene el mismo comportamiento que S en
el entorno P , y P es invariante de R, entonces P también es invariante de R′.
En efecto,

[P ∧ b ⇒ S.P ]
= ∵ CP

[P ∧ b ⇒ P ∧ S.P ]
= ∵ (0)

[P ∧ b ⇒ P ∧ S′.P ]
= ∵ CP

[P ∧ b ⇒ S′.P ]
=

P es invariante del bucle R′ .= ∗ [[ b → S′ ]]

La prueba del paso inductivo (2) serı́a

[P ∧ Hk+1.X ≡ P ∧ H ′k+1
.X]

= ∵ definición
[P ∧ (H0.X ∨ b ∧ S.Hk.X) ≡ P ∧ (H ′0.X ∨ b ∧ S′.H ′k.X)]⇐
[P ∧ b ∧ S.Hk.X ≡ P ∧ b ∧ S′.H ′k.X]

= ∵ P invariante, S y S′ conjuntivas
[P ∧ b ∧ S.(P ∧ Hk.X) ≡ P ∧ b ∧ S′.(P ∧ H ′k.X)]

= ∵ HI, regla de Leibniz
[P ∧ b ∧ S.(P ∧ Hk.X) ≡ P ∧ b ∧ S′.(P ∧ Hk.X)]

= ∵ S y S′ tienen el mismo comportamiento en el entorno de P
Cierto

OBSERVACIÓN.– En el Teorema 6.14 se prueba que los bucles tienen el mismo
comportamiento si ∀X :: [b ∧ S.X ≡ b ∧ T.X], pero en el presente ejercicio se
prueba que tienen el mismo comportamiento en presencia del invariante P ; el
lector deberá observar la diferencia importante entre los dos conceptos. OBS

6.20 [97] Véase Ejercicio 6.21.

6.21 [97] Sea Jk.X la precondición más débil para que el cuerpo del bucle se ejecute
exactamente k veces terminando verificando X ; entonces, con esta definición
(pongamos Jk.X == Jk):

J0 .= ¬b ∧ X Jn .= b ∧ S.Jn−1

Si S es una sentencia arbitraria se cumple:

(∃k : k ≥ 0 : Jk.X) ⇒ ∗[[ b → S ]] .X (1)

Para probarlo basta probar [ ∃k : 0 ≤ k ≤ n : Jk ⇒ Hn ], donde los Hn

son los correspondientes a la Definición 6.2, y Hk.X == Hk. Lo probamos por
inducción. El caso base es trivial, siendo el paso inductivo, ptle
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Hn+1

= ∵ definición
H0 ∨ b ∧ S.Hn

= ∵ HI, monotonı́a de S
J0 ∨ b ∧ S.(∃k : 0 ≤ k ≤ n : Jk)

⇐ ∵ monotonı́a de S, distributividad
J0 ∨ b ∧ (∃k : 0 ≤ k ≤ n : S.Jk)

= ∵ definición
J0 ∨ ∃k : 0 ≤ k ≤ n : Jk+1

= ∵ CP
∃k : 0 ≤ k ≤ n + 1 : Jk

La implicación recı́proca de (1) es posible probarla si S es determinista. En
efecto, basta probar, por inducción

∀n : n ≥ 0 : [Hn ⇒ ∃k : k ≥ 0 : Jk]

El caso base es trivial, siendo el paso inductivo, ptle,
[Hn ⇒ ∃k : k ≥ 0 : Jk]

⇒ ∵ monotonı́a de S
[S.Hn ⇒ S.(∃k : k ≥ 0 : Jk)]

⇒ ∵ determinismo de S
[S.Hn ⇒ ∃k : k ≥ 0 : S.Jk]

⇒ ∵ CP
[H0 ∨ b ∧ S.Hn ⇒ J0 ∨ ∃k : k ≥ 0 : b ∧ S.Jk]

= ∵ definición y CP
[Hn+1 ⇒ ∃k : k ≥ 0 : Jk]

6.30 [100] Respondemos al apartado (C) en forma general. Queremos estudiar la
conmutatividad

(x := E;S) = (S; x := E)

Si S es la asignación y := F podemos aplicar el Lema 4.7(ii):59. Si S modifica
alguna variable libre en E puede haber problemas: por ejemplo

x := y; y := y + 1.(x = a ∧ y = b) ≡ a = b− 1 ∧ y = b− 1
y := y + 1; x := y.(x = a ∧ y = b) ≡ y = a− 1 ∧ y = b− 1

y los transformadores son distintos. Añadimos pues la condición:

S no modifica ninguna variable de la expresión E.

Y razonamos por inducción sobre la sentencia S. Los casos base nada y aborta
son triviales. Para la asignación, si x puede aparecer en E, y S es la sentencia
y := F necesariamente debe darse x 6= y, y en ese caso E no puede depender
de y, ni F de x, y siendo M(x, y) un predicado arbitrario tendremos

x := E; y := F.M(x, y)
=

x := E.M(x, F (y))
=

M(E(x), F (y))
=

y := F ; x := E.M
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Los pasos inductivos son fáciles

x := E; (S1; S2)
= ∵ asociatividad

(x := E; S1); S2

= ∵ HI
(S1; x := E); S2

= ∵ asociatividad
S1; (x := E; S2)

= ∵ HI
S1; (S2; x := E)

= ∵ asociatividad
(S1; S2); x := E

Para la selectiva, por el Teorema 4.24, basta razonar para dos guardas,

x := E; [[ b → S b′ → S′ ]]
= ∵ en las guardas no aparece x

[[ b → x := E; S b′ → x := E; S′ ]]
= ∵ HI

[[ b → S;x := E b′ → S′; x := E ]]
= ∵ distributividad de selec(b, b′) (véase Ejercicio 6.28(D))

[[ b → S b′ → S′ ]] ; x := E

Para los bucles necesitamos la propiedad

∀k : k ≥ 0 : [(x := E;Hk) = (Hk;x := E)] (∗)
ya que a partir de la anterior tendremos:

x := E; ∗[[ b → S ]] . Z
= ∵ semántica del bucle

x := E.(∃k : k ≥ 0 : Hk.Z)
= ∵ definición de sustitución
∃k : k ≥ 0 : x := E.Hk.Z

= ∵ (∗)
∃k : k ≥ 0 : Hk.(x := E.Z)

= ∵ semántica del bucle
∗[[ b → S ]] .(x := E.Z)

= ∵ semántica de la composición
∗[[ b → S ]] ; x := E . Z

Finalmente, probaremos (∗) por inducción sobre k:

— CASO BASE (k = 0):
x := E;H0.Z

= ∵ semántica de la composición, y definición de H0

x := E.(¬b ∧ Z)

= ∵ x no aparece en b

¬b ∧ x := E.Z

= ∵ definición de H0 y semántica de la composición
H0; x := E.Z
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— PASO INDUCTIVO:

x := E; Hn+1 . Z

= ∵ semántica de la composición, y definición de Hn+1

x := E.(H0.Z ∨ b ∧ S.Hn.Z)

= ∵ caso base; x no aparece en b

H0.(x := E.Z) ∨ b ∧ x := E.S.Hn.Z)

= ∵ S no modifica variables de E

H0.(x := E.Z) ∨ b ∧ S.(x := E.Hn.Z)

= ∵ HI

H0.(x := E.Z) ∨ b ∧ S.(Hn.(x := E.Z))

= ∵ semántica de la composición, y definición de Hn+1

Hn+1; x := E .Z

6.31 [101] (A).— Z1 ≡ (x = a ∨ x = b) ∧ x ≥ a, b, Z2 ≡ (x = a ∨ x = b) ∧ x ≤ a, b.

(B).— Calculemos, ptle

S.Z

= ∵ semántica
(a ≥ b ⇒ x, y := a, b.Z) ∧ (a ≤ b ⇒ x, y := b, a.Z)

= ∵ CP
(a ≥ b ⇒ a = máx(a, b) ∧ b = mı́n(a, b))∧
(a ≤ b ⇒ b = máx(a, b) ∧ a = mı́n(a, b))

= ∵ a = máx(a, b) ≡ a ≥ b, . . .

Cierto

Calculemos S ′.Z, o sea, x, y := a, b.(H0.Z ∨ H1.Z ∨ . . . ). Veremos que el se-
gundo término de la disyunción vale Cierto, y al ser la sucesión creciente,
[R.C ≡ Cierto]. Por definición, [x, y := a, b.H0.Z ≡ b ≤ a], de donde, ptle

x, y := a, b.H1.Z

= ∵ definición de H1.Z

b ≤ a ∨ x, y := a, b.(y > x ∧ x, y := y, x.H0.Z)
= ∵ semántica, x, y := a, b; x, y := y, x = x, y := b, a

b ≤ a ∨ b > a ∧ x, y := b, a.H0.Z

= ∵ definición de sustitución
b ≤ a ∨ b > a ∧ a ≤ b

= ∵ CP
Cierto

(C).— Los tripletes {Cierto}S{Z} y {Cierto}S ′{Z} son consecuencia inmedia-
ta de la definición de triplete y del apartado anterior.

6.33 [103]
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I ∧ J invariante de ∗[[ b → S ]]
= ∵ definición

[I ∧ J ∧ b ⇒ S.(I ∧ J)]
= ∵ S conjuntiva y cálculo

[I ∧ J ∧ b ⇒ S.I]∧
[I ∧ J ∧ b ⇒ S.J ]

⇐ ∵ [I ∧ J ⇒ I], . . .
[I ∧ b ⇒ S.I]∧
[J ∧ b ⇒ S.J ]

= ∵ I invariante, J invariante
Cierto

I ∨ J invariante de ∗[[ b → S ]]
= ∵ definición

[(I ∨ J) ∧ b ⇒ S.(I ∨ J)]
= ∵ CP

[I ∧ b ⇒ S.(I ∨ J)]∧
[J ∧ b ⇒ S.(I ∨ J)]

⇐ ∵ monotonı́a de S
[I ∧ b ⇒ S.I]∧
[J ∧ b ⇒ S.J ]

= ∵ I, J invariantes
Cierto

6.34 [103] Por el Ejercicio 6.35, bastará probar que I es invariante del bucle:

∗[[ b ∧ f → S b ∧ ¬f → T ]]

sii se verifica
[I ∧ b ∧ f ⇒ S.I] ∧ [I ∧ b ∧ ¬f ⇒ T.I]

lo cual es trivial.

6.35 [103] Tenemos que

∗[[ b ∧ f → S b ∧ ¬f → T ]]
= ∵ Teorema 6.10
∗[[ b → [[ b ∧ f → S b ∧ ¬f → T ]] ]]

= ∵ Teorema 6.14
∗[[ b → [[ f → S ¬f → T ]] ]]

Y quedará probar que los dos cuerpos tienen el mismo comportamiento en el
entorno de la guarda b para poder aplicar el Teorema 6.14; es decir, habrı́a que
probar, ptle, y para todo X ,

b ∧ [[ f → S ¬f → T ]] .X ≡ b ∧ [[ b ∧ f → S b ∧ ¬f → T ]] .X

lo cual es muy fácil y sigue directamente de la semántica de la selectiva.

6.41 [106] Podemos debilitar la tesis del teorema en la forma siguiente

[I ⇒ R.C]
= ∵ k entero, de donde [t ≤ 0 ∨ t = 0 ∨ t = 1 ∨ . . . ], definición de R.C

[I ∧ (t ≤ 0 ∨ t = 0 ∨ t = 1 ∨ . . . ) ⇒ (H0.C ∨ H1.C ∨ . . . )]
⇐ ∵ CP

[I ∧ t ≤ 0 ⇒ H0.C] ∧ ∀k : k ≥ 0 : [I ∧ t = k ⇒ Hk.C]

La prueba del primer término es fácil:

[I ∧ t ≤ 0 ⇒ H0.C]
= ∵ H0.C ≡ ¬b

[I ∧ t ≤ 0 ⇒ ¬b]
= ∵ regla de intercambio dos veces

[I ∧ b ⇒ t > 0]
=

(b)
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La implicación [I ∧ t = k ⇒ Hk.C] se interpreta en la forma siguiente: si
t = k, entonces el cuerpo del bucle se ejecuta a lo sumo k veces. La prueba por
inducción del último predicado serı́a:

CASO BASE (k = 0):
[I ∧ t = 0 ⇒ H0.C]

= ∵ H0.C ≡ ¬b
[I ∧ t = 0 ⇒ ¬b]

= ∵ regla de intercambio
[I ∧ b ⇒ t 6= 0]

⇐ ∵ CP
(b)

PASO INDUCTIVO:
[I ∧ t = k + 1 ⇒ Hk+1.C]

= ∵ definición
[I ∧ t = k + 1 ⇒ ¬b ∨ b ∧ S.Hk.C]

= ∵ regla de intercambio
[I ∧ b ∧ t = k + 1 ⇒ S.Hk.C]

⇐ ∵ ⇓ (c), transitividad
[I ∧ b ∧ S.(t < k + 1) ⇒ S.Hk.C]

⇐ ∵ ⇓ (a), transitividad
[S.I ∧ S.(t < k + 1) ⇒ S.Hk.C]

⇐ ∵ S es conjuntiva y monótona
[I ∧ t < k + 1 ⇒ Hk.C]

Probemos la última implicación de la derecha razonando como sigue

I ∧ t < k + 1
= ∵ k y t son enteros

I ∧ (t ≤ 0 ∨ t = 1 ∨ . . . ∨ t = k)
⇒ ∵ por lo anterior, y por hipótesis de inducción

H0.C ∨ H1.C ∨ . . . ∨ Hk.C
= ∵ la sucesión de transformadores Hk es creciente — Teorema 6.15(ii)

Hk.C

6.45 [108] Tenemos, ptle

wdec([[x > 1 → x := x− 1 x > 0 → x := x + 2 ]] , 3x)
= ∵ Lema 6.43(iii)

(x > 1 ∨ x > 0)∧
x > 1 ⇒ wdec(x := x− 1, 3x)∧
x > 0 ⇒ wdec(x := x + 2, 3x)

= ∵ Lema 6.43(i)
x > 0 ∧ (x > 1 ⇒ (x := x− 1,3x) < 3x)∧
(x > 0 ⇒ (x := x + 2,3x) < 3x)

= ∵ definición asignación
x > 0 ∧ (x > 1 ⇒ 3(x− 1) < 3x) ∧ (x > 0 ⇒ 3(x + 2) < 3x)

= ∵ CP
x > 0 ∧ (x > 1 ⇒ Cierto) ∧ (x > 0 ⇒ Falso)

= ∵ CP
x > 0 ∧ C ∧ x ≤ 0

= ∵ CP
Falso

Interpretación: es posible elegir la segunda guarda, en presencia de la primera,
y entonces 3x no disminuye.

6.50 [110] Probaremos, para t0 ∈ Z, el triplete

{A ∧ t = t0}S; T{t < t0}
⇐ ∵ semántica composición
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{A ∧ t = t0}S{B ∧ t < t0}T{t < t0}
= ∵ conjuntividad
{A ∧ t = t0}S{B} ∧ {A ∧ t = t0}S{t < t0} ∧ {B ∧ t < t0}T{t < t0}

⇐ ∵ propiedades (a) y (b) (que se citan) y regla refinamiento
{B ∧ t < t0}T{t < t0}

⇐ ∵ regla refinamiento
(c)

6.52 [113] Para t
.= |x − y|, despreciamos el intercambio x, y := y, x, ya que no

altera t. Para las otras sentencias:

x := x− y.t < t

= ∵ Lema 6.43, semántica asignación
|x− y − y| < |x− y|

⇐
x > 2y ∧ y > 0

Pero observamos (recordemos I ⇒ x, y > 0)

I ∧ x 6= y ∧ (x := x + y.t) < t

= ∵ semántica asignación
I ∧ x 6= y ∧ |x| < |x− y|

=
I ∧ x > y ∧ |x| < |x− y| ∨ I ∧ x < y ∧ |x| < |x− y|

= ∵ el primer término es Falso por ser I ⇒ y > 0
I ∧ 2x < y

Obsérvese además que I ∧ (x > 2y ∨ 2x < y) ⇒ t > 0 ∧ x 6= y. Luego un
fragmento del bucle es

∗[[ x > 2y → x := x− y
2x < y → x := x + y — o también y := y − x
. . . ]]

El estudio del resto de funciones contadoras se deja al lector.

6.65 [124] Para deducir la sentencia S estudiemos la poscondición, ya su precon-
dición debe ser el invariante. Es decir: {I}S; x, y := y, x mod y{I}. Por consi-
guiente debe tenerse, ptle:

x, y := y, x mod y.I

= ∵ semántica asignación
MCD(X, Y ) = mcd(y, x mod y) ∧ y = pX + qY ∧ x mod y = rX + sY∧
y ≥ x mod y ≥ 0

Pero tenemos:

y = pX + qY ∧ x mod y = rX + sY

⇒ ∵ x = bx/yc y + x mod y

y = pX + qY ∧ x = bx/yc (pX + qY ) + rX + sY
=

y = pX + qY ∧ x = (r + bx/ycp)X + (s + bx/ycq)Y
por tanto, debe verificarse:
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{x = pX + Qy ∧ y = rX + sY }
S;
{y = pX + qY ∧ x = (r + bx/yc p)X + (s + bx/yc q)Y }

y S puede ser la sentencia

p, q, r, s := r, s, p− bx/yc r, q − bx/yc s

Además, por el Teorema 6.63, el bucle da a lo sumo b2 log(M + 1)c pasos.

6.66 [125] El predicado

I
.= MCD(x, y) = MCD(X,Y ) ∧ x, y > 0 ∧ xu + yv = 2XY

es un invariante para los tres bucles y queda probar que terminan; se verifica

{I}
∗[[ x > y → x, v := x− y, u + v ]] ;
{I ∧ x ≤ y}
∗[[ x < y → y, u := y − x, u + v ]]
{I ∧ x ≥ y}

Los bucles internos terminan trivialmente, ya que la función t1
.= x ası́ como la

función t2
.= y son contadores. Vamos a probar que el bucle externo termina.

Para ello hay que encontrar un contador; veamos que el valor t
.= x + y se de-

crementa en cada paso. Basta demostrar que los predicados I1 y I2 que figuran
en el siguiente esquema son invariantes, y aplicar el Teorema de Invariantes:

{P}( .= x, y ≥ 0 ∧ x + y = k ∧ x 6= y)⇒ {x + y ≤ k ∧ x, y > 0 ∧ (x = y ⇒ x + y 6= k)}( .= I1)}
∗[[x > y → x := x− y ]]
{I1 ∧ x ≤ y}

⇒ ∵ x ≥ y ∧ x ≤ y ⇒ (x = y ⇒ x + y 6= k)
{x + y ≤ k ∧ (x ≥ y ⇒ x + y 6= k) ∧ x, y > 0}( .= I2)
∗[[x < y → y := y − x ]]
{I2 ∧ x ≥ y}⇒ {x + y < k}

Para probar la invariabilidad de I2, tenemos

y := y − x.I2
=

y ≤ k ∧ (x ≥ y − x ⇒ y 6= k) ∧ x > 0 ∧ y − x > 0
⇐ ∵ y = k ∧ x + y ≤ k ⇒ x ≤ 0

x + y ≤ k ∧ (x ≥ y ⇒ x + y 6= k) ∧ x, y > 0 ∧ y > x
=

I2 ∧ y > x

Para probar la invariabilidad de I1 razonamos en la forma siguiente

x := x− y.I1
=

x ≤ k ∧ x > y ∧ y > 0 ∧ (x− y = y ⇒ x 6= k)
⇐ ∵ x = k ∧ x + y ≤ k ⇒ y ≤ 0

I ∧ x > y
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6.67 [125] Vamos a probar por inducción sobre k(≥ 0) que, ptle:

Hk.C ≡ ∃p, q : 0 ≤ q ≤ k : n = 2q(2p + 1)

– CASO BASE: (k = 0) trivial.

– PASO INDUCTIVO. Supongamos k ≥ 1; entonces, ptle:

Hk+1.C

= ∵ definición

H0.C ∨ [[ n par → n := n/2 ]] .Hk.C

= ∵ semántica

H0.C ∨ n par ∧ n := n/2.Hk.C

= ∵ HI

H0.C ∨ n par ∧ n := n/2.(∃p, q : 0 ≤ q ≤ k : n = 2q(2p + 1))

= ∵ semántica

H0.C ∨ n par ∧ ∃p, q : 0 ≤ q ≤ k : n/2 = 2q(2p + 1)

= ∵ absorción, n par ⇒ (n/2) ∗ 2 = n

H0.C ∨ ∃p, q : 0 ≤ q ≤ k : n = 2q+1(2p + 1)

= ∵ cambio cuantificador q por q − 1, ya que k ≥ 1

H0.C ∨ ∃p, q : 1 ≤ q ≤ k + 1 : n = 2q(2p + 1)

= ∵ CP

∃p, q : 0 ≤ q ≤ k + 1 : n = 2q(2p + 1)

6.69 [125] Pongamos un ejemplo:

0 1 2

3
5−−−−→ 2

1−−−−→ 5

2 ↑ 3 ↓

4
6−−−−→ 3

1−−−−→ 1
5 4 3

donde el número en el recuadro indica el número di de litros disponible en la
gasolinera ei y el número en la flecha el gasto gi en el recorrido; el otro número
indica el ı́ndice de la estación. Sea:

D.i.j =
∑

i≤k<j

dk − gk

entendiéndose en el sumatorio las desigualdades ≤ y < en sentido horario
(módulo n); por ejemplo:

D.0.2 = 5− 6 = −1 D.5.1 = 5− 7 = −2
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Para poder ir de la gasolinera ei a la gasolinera ej debe ocurrir D.i.k ≥ 0,
para todos los valores k del tramo i ≤ k ≤ j (módulo n), ya que no podemos
quedarnos sin gasolina en un tramo intermedio; o sea, debe ocurrir

∀k : i ≤ k ≤ j : D.i.k ≥ 0

Por consiguiente si definimos el predicado

S.x
.= ∀i : x ≤ i < x + 5 : D.x.i ≥ 0

una estación ex que sea solución del problema debe satisfacer el predicado
anterior, y recı́procamente; por otro lado tenemos:

D.x.i. = D.0.i−D.0.x

y por tanto:
S.x ≡ ∀i : x ≤ i < x + 5 : D.0.i ≥ D.0.x

y todo consiste en encontrar un mı́nimo de la función D.0.i; por ejemplo, para
el caso de la figura anterior tenemos:

i 0 1 2 3 4 5
D.0.i 0 −2 −1 1 1 −2

y las soluciones son las estaciones e1 y e5.

6.71 [125] Probaremos que el predicado I definido en la forma

I
.= z + uy = xy ∧ x, y > 0 ∧ u ≥ 0

es un invariante, ya que I ∧ u = 0 ⇒ z = xy, y además:

z, u := 0, x.I
= ∵ semántica

0 + xy = xy ∧ x, y > 0
=

x, y > 0

z, u := z + y, u− 1.I
= ∵ semántica asignación

z + y + (u− 1)y = xy∧
x, y > 0 ∧ u− 1 ≥ 0⇐
I ∧ u 6= 0

Para aplicar el Teorema de los Contadores basta probar que t
.= u es un

contador, lo que es trivial ya que

[wdec(u := u− 1, t) ≡ C] [u 6= 0 ∧ I ⇒ (u =)t > 0]

6.72 [125] Basta probar que el predicado I definido en la forma

I
.= b = (

n
x

) ∧ x + y = n + 1 ∧ y ≥ 1 ∧ 0 ≤ k ≤ x ≤ n

es un invariante, ya que I ∧ x = k ⇒ b = ( n
k

). Veamos que I es cierto antes

del comienzo del bucle:

x, y, b := n, 1, 1, I
= ∵ semántica
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1 = (
n
n

) ∧ n + 1 = n + 1 ∧ y ≥ 1 ∧ 0 ≤ k ≤ n ≤ n
=

n ≥ k ≥ 0

La invariabilidad se prueba en la forma

b := b ∗ x÷ y; x, y := x− 1, y + 1.I
= ∵ semántica asignación

b := b ∗ x÷ y.b = (
n

x− 1 ) ∧ x− 1 + y + 1 = n + 1
∧

y + 1 ≥ 1 ∧ 0 ≤ k ≤ x− 1 ≤ n
= ∵ semántica asignación

bx÷ y = (
n

x− 1 ) ∧ x + y = n + 1 ∧ y ≥ 0 ∧ 0 ≤ k ≤ x− 1 ≤ n

⇐ ∵ x( n
x

) = (n− x + 1)( n
x− 1 ), para 0 ≤ k ≤ x ≤ n

I ∧ x 6= k

Para aplicar el Teorema de los Contadores probamos que t
.= x es un con-

tador, lo que es trivial ya que

[wdec(S, t) ≡ C] [x 6= k ∧ I ⇒ (x =)t > 0]

6.73 [125] Tenemos {b}R{C} ≡ [b ⇒ R.C] ≡ [¬b]. Entonces, b debe ser F ptle,
y en ese caso el bucle R equivale a nada. Interpretación: si queremos asegurar
que termina el bucle con cuerpo nada, hay que asegurar no entrar en el bucle;
es decir, hay que asegurar que b sea falso.

6.74 [126] Por ejemplo S .= [[¬b → nada ¬b → b := Falso ]] , ya que, ptle

S.X
=

[[¬b → nada ¬b → b := Falso ]] .X
= ¬b ∧ (¬b ⇒ nada.X) ∧ (¬b ⇒ b := falso.X)
= ¬b ∧ nada.X ∧ b := Falso.X

En definitiva
[ S.X ≡ ¬b ∧ X ∧ b := Falso.X ] (∗)

A partir de (∗) es fácil comprobar que

[S.(b = F ) ≡ F ] [S.(b = C) ≡ F ] [S.(b = F ∨ b = C) ≡ ¬b]

de donde S es indeterminista. Además, [b ∧ S.X = F ].
Para el bucle ∗[[ b → S ]] todos los predicados Hk asociados verifican

∀k : k ≥ 0 : [b ∧ Hk.C ≡ F ]

como se prueba fácilmente por inducción; el caso base es trivial, y el paso in-
ductivo es, ptle

b ∧ Hk+1.C
= ∵ definición

b ∧ (H0.C ∨ b ∧ S.Hk.C)
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= ∵ CP
b ∧ S.Hk.C

= ∵ (∗)
b ∧ (¬b ∧ Hk.C ∧ b := Falso.(Hk.C))

= ∵ cálculo
Falso

También se puede tomar S .= [[¬b → T ¬b → T ′ ]] siendo T indetermi-
nista con [T.C] y tal que no altere la variable b; es decir, que el predicado b sea
invariante para T .

6.75 [126] (A).— Veremos tres soluciones: una basándonos en la Ayuda 1, otra
solución más ingeniosa y sencilla, y una tercera solución basada en la Ayuda 2.

PRIMERA SOLUCIÓN.– Es trivial que I
.= |x| < K es un invariante, donde

K
.= |x0|+ 1, ya que {x = x0}{I}, [x := −x.I ≡ I] y

x := x− 1.I
= |x− 1| < K⇐

x > 1 ∧ x < K

x := x÷ 2.I
= |x÷ 2| < K⇐

x > 2 ∧ I

Además,
I ∧ ¬OB = I ∧ x ≥ 0 ∧ x ≤ 1 x∈Z⇒ x = 0 ∨ x = 1.

Luego, según el teorema de invariantes, ya que [¬OB ≡ x = 0 ∨ x = 1], basta
probar que el bucle termina; para ello probaremos que la siguiente función es
un contador:

t(x) .=
{

K si x < 0
x si x ≥ 0

Tenemos

I ∧ x < 0 ∧ wdec(x := −x, t)
= ∵ Lema 6.43

I ∧ x < 0 ∧ t(−x) < t(x)
= ∵ def. de t, con −x > 0

I ∧ x < 0 ∧ x < K
=

I ∧ x < 0

I ∧ x > 1 ∧ wdec(x := x−1, t)
= ∵ Lema 6.43

I ∧ x > 1 ∧ t(x− 1) < t(x)
= ∵ def. de t, con x− 1 > 0

I ∧ x > 0 ∧ x− 1 < x
=

I ∧ x > 1

I ∧ x > 2 ∧ wdec(x := x÷ 2, t)
= ∵ Lema 6.43

I ∧ x > 2 ∧ t(x÷ 2) < t(x)
= ∵ definición de t, además de x > 2 ⇒ x÷ 2 > 0

I ∧ x > 2 ∧ x÷ 2 < x
=

I ∧ x > 2

y por la regla de oro (3 veces) obtenemos [I ∧ bi ⇒ wdec(Si, t)]. Queda probar
[I ∧ bi ⇒ t > 0], lo cual es trivial.

SEGUNDA SOLUCIÓN.– Otra forma de resolver el problema consiste en consi-
derar como invariante el predicado constante Cierto y el contador

t(x) =
{ |x|+ 1 si x < 0

x si x ≥ 0
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Entonces, ptle,

x < 0 ∧ wdec(x := −x, t)
=

x < 0 ∧ t(−x) < t(x)
=

x < 0 ∧ (−x) < |x|+ 1
=

x < 0

y ahora aplicamos la regla de oro para obtener [I ∧ x < 0 ⇒ wdec(x := −x, t)].
El resto de implicaciones se estudien igual que antes.

TERCERA SOLUCIÓN.– Sigamos la AYUDA 2. Demostremos los dos tripletes
que nos piden. Para probar el segundo se prueba que I

.= x ≥ 0 es un inva-
riante (lo que es trivial). Además, es fácil probar (pruébese como ejercicio)

SI.X =x≥0 [[ x > 1 → x := x− 1 x > 2 → x := x÷ 2 ]]

donde la relación S =p S′ se define en la forma siguiente:

S =p S′ .= ∀X :: [p ∧ S.X ≡ p ∧ S′.X]

y se lee: S y S′ tienen el mismo comportamiento el entorno del predicado
p. (para un estudio de la relación S =p S′ véase el Ejercicio 8.71, pág. 182).
Entonces, aplicando el Teorema 6.14 podemos eliminar la secuencia guardada
x < 0 → x := −x, y hemos de estudiar el siguiente bucle equivalente

R .= ∗[[ x > 1 → x := x− 1
x > 2 → x := x÷ 2 ]]

para el cual t
.= x es trivialmente un contador. Veamos el primer triplete. Te-

nemos, ptle

x < 0 ∧ R.(x = 0 ∨ x = 1)
= ∵ por Teorema 8.3, [OB ∧ R.Z ≡ OB ∧ SI;R.Z]

x < 0 ∧ SI;R.(x = 0 ∨ x = 1)
= ∵ SI =x<0 x := −x

x < 0 ∧ x := −x.R.(x = 0 ∨ x = 1)
= ∵ semántica asignación

x := −x.(x > 0 ∧ R.(x = 0 ∨ x = 1))
= ∵ por el segundo triplete y la regla de Leibniz

x := −x.(x > 0)
= ∵ semántica asignación

x < 0

Luego, hemos probado [x < 0 ≡ x < 0 ∧ R.(x = 0 ∨ x = 1)]; de aquı́, para
obtener el primer triplete aplicamos la regla de oro y la definición de triplete.

(B).— Para probar que la sentencia es determinista, probaremos los tripletes

{x 6= 0}R{x = 1} {x = 0}R{x = 0}

El segundo triplete es trivial ya que para x = 0 todas las guardas son falsas.
Obsérvese que el predicado x ≥ 1 es invariante del bucle, y por el apartado
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(A) el bucle termina, por tanto tenemos [x > 0 ⇒ R.(x = 1)]; es decir, hemos
demostrado el triplete

{x > 0}R{x = 1} (1)

Pero esto no es suficiente para probar el primer triplete. Razonando igual que
en el apartado anterior tenemos, ptle

x < 0 ∧ R.(x = 1)
= ∵ por Teorema 8.3, [OB ∧ R.Z ≡ OB ∧ SI;R.Z]

x < 0 ∧ SI;R.(x = 1)
= ∵ igual que antes

x < 0 ∧ x := −x.R.(x = 1)
= ∵ semántica asignación

x := −x.(x > 0 ∧ R.(x = 1))
= ∵ por el triplete (1)

x := −x.(x > 0)
= ∵ semántica asignación

x < 0

y esto último probarı́a el triplete {x < 0}R{x = 1} que junto a (1) establece
una prueba de {x 6= 0}R{x = 1}.

6.78 [126] Veamos primero (B). Supongamos,

∀k : k ≥ 0 : [ Hk.C ≡ ¬f ∨ N − k ≤ x ≤ N − 1 ] (0)

De aquı́ obtenemos, ptle, R.C
= ∵ semántica inductiva de los bucles
∃k : k ≥ 0 : Hk.C

= ∃k : k ≥ 0 : ¬f ∨ N − k ≤ x ≤ N − 1
= ¬f ∨ x < N

Es decir, [R.C ≡ ¬f ∨ x < N ], y por tanto, ptle, S.C
= ∵ definición

x := 0; f := Cierto;R.C
= ∵ por lo anterior

x := 0.f := Cierto.(x < N ∨ ¬f)
= ∵ semántica asignación

N > 0

Probemos (0) por inducción sobre k,

— CASO BASE. Trivial ya que [H0.C ≡ ¬f ].

— PASO INDUCTIVO:

Hk+1.C

= ∵ definición

H0.C ∨ SI.Hk.C

= ∵ semántica selectiva

¬f ∨ f ∧ f := Falso.Hk.C
∧
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x := x + 1; [[ x = N → f := Falso x 6= N → nada ]] .Hk.C

= ∵ HI

¬f ∨ f ∧ x := x + 1; [[x = N → f := Falso x 6= N → nada ]] .Hk.C

= ∵ semántica selectiva

¬f ∨ f ∧ x := x + 1.(x = N ∧ f := Falso.Hk.C ∨ x 6= N ∧ Hk.C)

= ∵ HI

¬f ∨ f ∧ x := x + 1.(x = N ∨ x 6= N ∧ (¬f ∨ N − k ≤ x ≤ N − 1))

= ∵ semántica asignación, absorción, consenso dos veces

¬f ∨ x + 1 = N ∨ N − k ≤ x + 1 ≤ N − 1

= ∵ CP

¬f ∨ N − (k + 1) ≤ x ≤ N − 1

El bucle puede terminar con x = 0 ∧ f = Falso (el lector puede encontrar
fácilmente una posible ejecución del programa). Queda claro que el predicado
0 ≤ x < N no es invariante ¿y el predicado 0 ≤ x ≤ N? (hágase como ejercicio).
Veamos que el siguiente predicado más restrictivo es un invariante:

I
.= 0 ≤ x ≤ N ∧ (x = N ⇒ ¬f) ∧ N > 0

Tenemos que

x := 0; f := Cierto.I
=

0 ≤ 0 ≤ N ∧ (0 = N ⇒ Falso) ∧ N > 0
=

N > 0

Por otro lado,
I ∧ f ≡ 0 ≤ x < N ∧ f (1)

De esto último concluimos, por un lado

f := Falso.I
=

0 ≤ x ≤ N ∧ N > 0
⇐ ∵ (1)

I ∧ f

y por otro lado

x := x + 1.[[ x = N → f := Falso x 6= N → nada ]] .I
= ∵ semántica selectiva

x := x + 1.((x = N ⇒ 0 ≤ x ≤ N ∧ N > 0) ∧ (x 6= N ⇒ I))
= ∵ cálculo, N > 0

x := x + 1.(x 6= N ⇒ I)
= ∵ CP

x := x + 1.(0 ≤ x ≤ N)
= ∵ semántica asignación

0 ≤ x + 1 ≤ N
⇐ ∵ (1)

I ∧ f
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Por tanto, I es un invariante. Además, ptle, I ∧ ¬f
= ∵ (a ⇒ ¬f) ∧ ¬f ≡ ¬f

0 ≤ x ≤ N ∧ ¬f ∧ N > 0⇒
0 ≤ x ≤ N

En definitiva, si el bucle termina, lo hace verificando 0 ≤ x ≤ N , y hemos
demostrado la corrección parcial de

{N > 0}S{0 ≤ x ≤ N}

Podemos probar la terminación directamente a través del contador

t
.=

{
N + 1− x, si f
0, si ¬f

Probaremos las siguientes implicaciones, ptle

(2) [I ∧ f ⇒ t > 0],
(3) [I ∧ f ⇒ wdec(f := Falso, t)],
(4) [I ∧ f ⇒ wdec(x := x + 1; SI | t)].
I ∧ f ∧ t > 0

= ∵ (1), definición de t
0 ≤ x ≤ N ∧ f ∧ N + 1− x > 0

= ∵ (1)
I ∧ f

lo que prueba (2).

f ∧ wdec(f := Falso, t)
= ∵ Lema 6.43

f ∧ f := Falso.t(f) < t(f)
= ∵ semántica asignación

t ∧ t(Falso) < t(f)
= ∵ definición de t

f ∧ 0 < N + 1− x
⇐ ∵ (2)

I ∧ f

lo que prueba (3).

Finalmente, veamos (4). Por el Ejercicio 6.50, basta demostrar, ptle

(51) I ∧ f ⇒ wdec(x := x + 1, t)
(52) {I ∧ f}x := x + 1{0 ≤ x− 1 < N ∧ f}
(53) 0 ≤ x− 1 < N ∧ f ∧ t < t0 ⇒ SI.(t < t0)

Tenemos, ptle,

I ∧ f ∧ wdec(x := x + 1, t)
= ∵ Lema 6.43

I ∧ f ∧ (x := x + 1.t) < t
= ∵ definición de t

I ∧ f ∧ N + 1− (x + 1) < N + 1− x
=

I ∧ f

y ahora basta aplicar la regla de oro para obtener (51). Veamos (52):

x := x + 1.(0 ≤ x− 1 < N ∧ f)
=

0 ≤ x < N ∧ f
= ∵ (1)

I ∧ f
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Y finalmente, veamos (53). Por el teorema fundamental de la sentencia selecti-
va, basta probarlo para las dos guardas:

0 ≤ x− 1 < N ∧ f ∧ t < t0 ∧ x = N ⇒ f := Falso.(t < t0)
0 ≤ x− 1 < N ∧ f ∧ t < t0 ∧ x 6= N ⇒ nada.(t < t0)

La segunda es trivial, y la primera es muy fácil:

f := Falso.(t < t0)
=

0 < t0⇐
0 ≤ t < t0

⇐ ∵ ya que f ∧ 0. ≤ x− 1 < N ⇒ t = N − x + 1(> 0)
0 ≤ x− 1 < N ∧ f ∧ t < t0

La distribución de probabilidades es P [x = k] = 2−k, ya que

P [x = 0] =
1
2

P [x = k] =
1
2
P [x = k − 1], para k > 0

Para una distribución binomial, P [x = k] .=
(

N
k

)
pk(1− p)N−k, puede ser-

vir el programa

i := 1; ∗[[ i ≤ n → [[ C → x := x + 1 C → nada ]] ]]

Para obtener con una distribución uniforme de números de N cifras, podemos
utilizar el programa:

i := 0; x := 0
∗[[ i ≤ N → [[ C → x := x + 10i

C → x := x + 2 ∗ 10i

. . .
C → x := x + 9 ∗ 10i ]] ; i := i + 1 ]]

Otro ejemplo es:
{N > 1}
a, c := 1, 1;
∗[[ c < N → a, c := a + 1, c + 1

c < N → c := N ]]
{1 ≤ a ≤ N}

con distribución de probabilidades:

P [a = k] =
{

2−k, si 1 ≤ k < N
2N−1, si K = N

y, finalmente, otro con idénticas probabilidades es:

a, b := Cierto, Cierto;
∗[[ a → N := N − 1;

[[ N = 1 → a := Falso
N 6= 1 → nada ]]

b → a, b := Falso, Falso ]]
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7.5 [132] Sea la poscondición:

R
.= k = número de llanos de b[0..n− 1]

Sustituyendo la constante n por una variable obtenemos el candidato a inva-
riante:

I
.= 0 ≤ i ≤ n ∧ k = número de llanos de b[0..i− 1]

Podemos observar que, por ser b una tabla ordenada, al igual que vimos en el
Ejemplo 7.4,

I ≡ 0 ≤ i ≤ n ∧ k = (Nj : 1 ≤ j < p ≤ n : b[j − 1] 6= b[j]) + 1

y tenemos el esquema:

{n > 0}i, k := 1, 0; {I}
∗[[ i < n → incrementar i con invariabilidad de I ]]
{R}

Además:

i := i + 1.I
=

0 ≤ i + 1 ≤ n ∧ k =número de llanos de b[0..i]⇐
i < n ∧ I ∧ b[i− 1] = b[i]

y es fácil demostrar que I es invariante para el bucle:

∗[[ i < n → [[ b[i− 1] = b[i] → i := i + 1
b[i− 1] 6= b[i] → i, k := i + 1, k + 1 ]] ]]

7.7 [133] Se observa que en el bucle interno dd es un múltiplo de d; sea el nuevo
invariante para el bucle interno:

J
.= d | (a− r) ∧ 0 ≤ r < d ∧ d | dd ∧ dd ≥ 0

Puesto que el anterior I era invariante, lo es el nuevo para el bucle externo y
el propio t

.= r sigue siendo un contador. Hay que probar que J es invariante
del bucle interno; es decir, la corrección de:

∗[[ r ≥ d → {I}
dd := d;
{J}
∗[[ r ≥ dd → r := r − dd;

dd := dd + dd ]]
{J} { ⇒ } {I}

]]

El primer triplete es trivial; para la invariabilidad del segundo tenemos:

r := r − dd; dd := dd + dd.J
= ∵ semántica

r := r − dd.(d | (a− r) ∧ 0 ≤ r < d ∧ d | 2dd ∧ 2dd ≥ 0)
= ∵ semántica
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d | (a− r − dd) ∧ 0 ≤ r − dd < d ∧ d | 2dd ∧ 2dd ≥ 0
⇐ ∵ x | u ∧ x | v ⇒ x | u− v

d | (a− r) ∧ d | dd ∧ 0 ≤ r − dd < d ∧ dd ≥ 0⇐
d | (a− r) ∧ d | dd ∧ dd ≤ r ∧ r < d + dd ∧ dd ≥ 0⇐
dd ≤ r ∧ d | (a− r) ∧ d | dd ∧ 0 ≤ r < d ∧ dd ≥ 0⇐
dd ≤ r ∧ J

La función t
.= r es un contador del bucle interno, por lo que éste termina;

para probar que también es contador del externo, sea S el cuerpo del bucle
interno, yR .= ∗ [[ r ≥ dd → S ]] el bucle interno; vamos a demostrar el triplete

{r = k ∧ dd ≥ 0}R{r < k}
Tenemos, ptle

r = k ∧ dd ≥ 0 ∧ R.(r < k)
= ∵ por Teorema 8.3, [b ∧ R.X = b ∧ S;R.X], tomando b == r ≥ dd

r = k ∧ dd ≥ 0 ∧ r := r − dd; dd := dd + dd.R.(r < k)
= ∵ semántica asignación

r = k ∧ r := r − dd; dd := dd + dd.
(r = k − dd ∧ r < k ∧ dd ≥ 0 ∧ R.(r < k))

= ∵R termina, r < k ∧ dd ≥ 0 es invariante de R, y regla de oro
r = k ∧ r := r − dd; dd := dd + dd.(r = k − dd ∧ r < k ∧ dd ≥ 0)

= ∵ semántica asignación
r = k ∧ dd ≥ 0

Es decir, hemos demostrado

[r = k ∧ dd ≥ 0 ∧ R.(r < k) ≡ r = k ∧ dd ≥ 0]

y por la regla de oro, [r = k ∧ dd ≥ 0 ⇒ R.(r < k)], y en consecuencia
[dd ≥ 0 ⇒ wdec(R, t)].

7.10 [134] Podemos dar un esquema en la forma:

i := 0; {I}
∗[[ i < m → [[ x 6= b[i] → ? . . . ]]
]]
{I ∧ ¬b}{ ⇒ }{R}

donde el invariante es parecido al anterior. Sin embargo la verificación (y el di-
seño) son más engorrosas. En este caso veremos que un pequeño truco permite
resolver el problema de forma más elegante; sea la tabla c[0..m]:

c[i] =
{

b[i] si 0 ≤ i < m
x si i = m

Entonces se tiene el siguiente programa correcto:

{P ′}( .= m > 0 ∧ x ∈ c[0..m])
i := 0;
{I}
∗[[x 6= c[i] → i := i + 1 ]]
{R′}( .= 0 ≤ i < m + 1 ∧ x 6∈ c[0..i− 1] ∧ x = c[i])
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y trivialmente [R′ ⇒ R].
Otra forma, sin utilizar una tabla auxiliar, parte de los predicados

I
.= b(1) ≤ x ≤ b[j] ∧ 1 ≤ j < n

¬b
.= b[j − 1] ≤ x ∨ j = 2

y el programa (cuya corrección se deja como ejercicio)

{P ′}
j := n;
∗[[ b[j − 1] > x ∧ j 6= 2 → j := j − 1 ]] {R}

7.15 [139] Supongamos n ≥ 0 un predicado universal (incluido en todos); sea:

P
.= a2 ≤ n < (a + c)2 ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i)

Vamos a probar la corrección de:

{n ≥ 0}
a, c := 0, 1;
{I1}( .= a = 0 ∧ 0 ≤ n ∧ ∃i : i ≥ 0 : c = 2i)
∗[[ c2 ≤ n → c := 2 ∗ c ]]
{a = 0, 0 ≤ n ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i) ∧ n < c2}
{P (a, c)}( .= a2 ≤ n < (a + c)2 ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i ) )
∗[[ c 6= 1 → {P (a, c) ∧ c ≥ 2}

c := c/2;
{P (a, 2c) ∧ c ≥ 1}
[[ (a + c)2 ≤ n → a := a + c

(a + c)2 > n → nada ]]
{P (a, c)} — (2)

]]
{P ∧ c = 1 ⇒ a2 ≤ n < (a + 1)2}

Es fácil ver que el predicado I1 es un invariante del primer bucle:

c := 2 ∗ c.I1
=

c := 2 ∗ c.(a = 0 ∧ 0 ≤ n ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i))
= ∵ semántica

a = 0 ∧ 0 ≤ n ∧ (∃i : i ≥ 0 : 2c = 2i)⇐
a = 0 ∧ 0 ≤ n ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i)

=
I1

Un contador de este bucle es t
.= n− c2. En efecto, ptle

c := 2c.(n− c2) < n− c2

=
n− 4c2 < n− c2

⇐
c > 0⇐
I1

y por tanto [I1 ⇒ wdec(c := 2c, t]. Además [I1 ∧ b ⇒ t > 0]. Queda probar la
invariabilidad de P en el punto (2); pero tenemos:
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a := a + c.P
=

(a + c)2 ≤ n < (a + 2c)2 ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i)⇐
(a + c)2 ≤ n ∧ P (a, 2c) ∧ c ≥ 1

además, ptle, nada.P ≡ P ⇐ P (a, 2c) ∧ c ≥ 1; luego

[[ (a + c)2 ≤ n → a := a + c (a + c)2 > n → nada ]] .P⇐
P (a, 2c) ∧ c ≥ 1

7.30 [156] Q puede escribirse en la forma:

Q ≡ ∀i : 1 ≤ i ≤ bn/2c : a[i] = An−i+1 ∧ a[n− i + 1] = Ai

Podemos derivar un invariante sustituyendo la constante bn/2c por una varia-
ble h, pero tenemos que añadir condiciones para la parte central; por ejemplo
tomamos:

I
.= I1(h) ∧ I2(h) ∧ 0 ≤ h ≤ bn/2c

donde

I1
.= ∀i : 1 ≤ i ≤ h : a[i] = An−i+1 ∧ a[n− i + 1] = Ai

I2
.= ∀i : h < i ≤ bn/2c : a[i] = Ai ∧ a[n− i + 1] = An−i+1

de donde el programa:

h := 0; {I}
∗[[ h 6= bn/2c → h := h + 1; inter(a[h], a[n− h + 1]) ]]

donde inter(a[h], a[n−h+1]) .= a[h], a[n−h+1] := a[n−h+1], a[h]. Entonces
P ⇒ I1(0) ∧ I2(0). Además

h := h + 1.inter(a[h], a[n− h + 1]).(I1(h) ∧ I2(h) ∧ 0 ≤ h ≤ bn/2c)
=

h := h + 1.inter(a[h], a[n− h + 1]).
I1(h− 1) ∧ I2(h) ∧ a[h] = An−h+1 ∧ a[n− h + 1] = Ah ∧ 0 ≤ h ≤ bn/2c

= ∵ semántica de inter
h := h + 1.
I1(h− 1) ∧ I2(h) ∧ a[n− h + 1] = An−h+1 ∧ a[h] = Ah ∧ 0 ≤ h ≤ bn/2c

= ∵ semántica asignación
I1(h) ∧ I2(h + 1) ∧ a[n− h + 1] = An−h+1 ∧ a[h] = Ah ∧
0 ≤ h + 1 ≤ bn/2c

= ∵ definición de I2(h)
I1(h) ∧ I2(h) ∧ 0 ≤ h < bn/2c

7.34 [156] Para la poscondición {m = Msa(n)}, donde

Msa(n) .= máx{j − i | 0 ≤ i < j ≤ n ∧ as(i, j)}
cambiamos la constante n por una variable k para obtener un invariante:

I
.= 0 < k ≤ n ∧m = Msa(k)

y el esquema:

k, m := 1, 1; {I}
∗[[ k < n → incrementar k con invariabilidad de I
{I ∧ k ≥ n} { ⇒ } {m = Msa(k)}
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Si consideramos el contador t
.= n − k, la sentencia k := k + 1 decrementa el

contador y hay que estudiar:

Msa(k + 1)
=

máx{Mj | 0 < j ≤ k + 1}
=

máx(máx{Mj | 0 < j ≤ k},Mk+1)
=

máx(Msa(k),Mk+1)

Pero por otro lado se verifica:

Mk+1 =
{

Mk + 1 si a[k − 1] ≤ a[k]
1 si a[k − 1] > a[k]

de donde, si introducimos una nueva variable p para memorizar el valor de
Mk, y consideramos el nuevo invariante:

I
.= 0 < k ≤ n ∧m = Msa(k) ∧ p = Mk

obtenemos el siguiente programa correcto:

k,m, p := 1, 1, 1;
{I}
∗[[ k < n → [[ a[k − 1] ≤ a[k] → p := p + 1

a[k − 1] > a[k] → p := 1 ]]
m := máx(m, p);
k := k + 1 ]]

7.35 [156] Sea la poscondición

R
.= a[0..n− 1] es un array ordenado con los n

primeros números de Hamming,

de la cual podemos derivar el invariante:

P
.= a[0..i− 1] contiene los i primeros números de Hamming

∧ 0 ≤ i ≤ n

de donde el esquema:

i, a[0] := 1, 1;
{I}
∗[[ i < n → calcular sig (≡ i–ésimo número de Hamming);

i, a[i] := i + 1, sig ]]

El problema es calcular sig. Este será un producto de la forma 2x o 3x o 5x,
con x ∈ b[0..i − 1] y entre todos ellos el menor que es mayor que b[i − 1]. Si
consideramos tres variables x2, x3, x5 tales que se cumpla

P1 .= x2 es el menor valor > a[i− 1] de la forma 2 ∗ x, x ∈ a[0..i− 1] ∧
x3 es el menor valor > a[i− 1] de la forma 3 ∗ x, x ∈ a[0..i− 1] ∧
x5 es el menor valor > a[i− 1] de la forma 5 ∗ x, x ∈ a[0..i− 1]
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queda claro que el siguiente número de Hamming es

sig = mı́n(x2, x3, x5)

Tomando como nuevo invariante I
.= P ∧ P1, obtenemos el nuevo esquema

i, a[0], x2, x3, x5 := 1, 1, 2, 3, 5{I}
∗[[ i < n → i, a[i] := i + 1, mı́n(x2, x3, x5);

restablecer el invariante I ]]

Podemos asociar a las variables x2, x3 y x5 tres ı́ndices j2, j3 y j5 de forma que,
para i ≥ 1:

P1 ≡ j2 = mı́n{0 ≤ j ≤ i− 1 | a[i− 1] < 2 ∗ a[j]} ∧ x2 = 2 ∗ a[j2] ∧
j3 = mı́n{0 ≤ j ≤ i− 1 | a[i− 1] < 3 ∗ a[j]} ∧ x3 = 3 ∗ a[j3] ∧
j5 = mı́n{0 ≤ j ≤ i− 1 | a[i− 1] < 5 ∗ a[j]} ∧ x5 = 5 ∗ a[j5]

y obtenemos el esquema:

i, a[0], x2, x3, x5, j2, j3, j5 := 1, 1, 2, 3, 5, 0, 0, 0 : {I}
∗[[ i < n →

i, a[i] := i + 1,mı́n(x2, x3, x5);
∗[[x2 ≤ a[i− 1] → j2 := j2 + 1; x2 := 2 ∗ a[j2] ]] ;
∗[[x3 ≤ a[i− 1] → j3 := j3 + 1; x3 := 3 ∗ a[j3] ]] ;
∗[[x5 ≤ a[i− 1] → j5 := j5 + 1; x5 := 5 ∗ a[j5] ]]

]]

7.36 [157] Introducimos los siguientes predicados

u, v := x, 1;
{P} (≡ u = x ∧ v = 1)
∗[[u ≤ 100 ∨ v 6= 1 → [[ u > 100 → u, v := u− 10, v − 1

u ≤ 100 → u, v := u + 11, v + 1 ]]
]] ;
{R} (≡ u = x ∧ x > 100 ∨ u = 101 ∧ x ≤ 100)
z := u− 10
{z = x− 10 ∧ x > 100 ∨ z = 91 ∧ x ≤ 100}

Basta probar la corrección para el bucleR. Se observa que tal bucle es determi-
nista; por tanto es suficiente probar, ptle

P ∧ x > 100 ⇒ R.(u = x ∧ x > 100) (a)

P ∧ x ≤ 100 ⇒ R.(u = 101 ∧ x ≤ 100) (b)

(a) es trivial ya que

P ∧ x > 100 ⇒ ¬b ∧ P ⇒ ¬(u ≤ 100 ∨ v 6= 1) ⇒ R.(¬b ∧ P ).

Para probar (b) observamos las sentencias del cuerpo del bucle:

u, v := u− 10, v − 1 u, v := u + 11, v + 1
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de donde se desprende que los sucesivos valores de u y v son de la forma:

u = x + 11k − 10q v = 1 + k − q con k, q ≥ 0.

Si consideramos el candidato a invariante:

I
.= x ≤ 100 ∧ np = 2(101− x)− k − q ≥ 0 ∧

u = x + 11k − 10q ∧ v = 1 + k − q ∧ k, q ≥ 0

se observa que

I ∧ u > 100 ∧ v = 1⇒
k = q ∧ u = x + k ∧ np = 2(101− u) ≥ 0

⇒ ∵ np ≥ 0
101 ≥ u

de donde:
I ∧ u > 100 ∧ v = 1 ⇒ u = 101

Por tanto, salvo la invariabilidad de I y la terminación hemos probado:

{x ≤ 100}
u, v, k, q, np := x, 1, 0, 0, 2(101− x);
{I}
∗[[u ≤ 100 ∨ v 6= 1 → np := np− 1;

[[ u > 100 → u, v, q := u− 10, v − 1, q + 1
u ≤ 100 → u, v, k := u + 11, v + 1, k + 1 ]]

]]
{I ∧ u > 100 ∧ v = 1}{u = 101}

La invariabilidad de I es muy fácil, y para probar que el bucle termina basta
tomar como contador np.

7.37 [157] Se considera el invariante resultado de introducir dos variables

I
.= P ∧ s =

∑

0≤i<j

f(i) ∧ t = (s < 1000) ∧ j ≤ n

de forma que el programa es

{P}
Init; ∗[[ j < n ∧ t → S ]]
{t =

∑
0≤i<n f(i) < 1000}

(A) Probaremos

I ∧ ¬(j < n ∧ t) ⇒ t =
∑

0≤i<n f(i) < 1000
=

I ∧ j ≥ n ⇒ t =
∑

0≤i<n f(i) < 1000 (1)
∧

I ∧ ¬t ⇒ t =
∑

0≤i<n f(i) < 1000 (2)

I ∧ j ≥ n

⇒ ∵ I ⇒ j ≤ n
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I ∧ j = n
⇒

t =
∑

0≤i<n f(i) < 1000

lo que prueba (1). Para probar (2), tenemos

I ∧ ¬t
⇒

I ∧ s ≥ 1000 ∧ ¬t

⇒ ∵ todos los f(i) son positivos∑
0≤i<n f(i) ≥ 1000 ∧ ¬t

⇒
t =

∑
0≤i<n f(i) < 1000

(B) La inicialización puede ser Init
.= t, j, s := Cierto, 0, 0 ya que, ptle

Init.I ≡ P ∧ 0 = 0 ∧ Cierto = (0 < 1000) ∧ 0 ≤ n ⇐ P

(C) Por otro lado, la sentencia j := j + 1 destruye el invariante, que puede
establecerse alterando convenientemente las variables s y t:

s := s + f(j); t, j := s < 1000, j + 1.I
=

s := s + f(j).(P ∧ s =
∑

0≤i<j f(i) + f(j) ∧ j + 1 ≤ n)
=

P ∧ s + f(j) =
∑

0≤i<j f(i) + f(j) ∧ j + 1 ≤ n
⇐

I ∧ j < n

7.40 [157] Consideremos la poscondición R
.= x2 = a1000. No puede derivarse un

invariante si no introducimos algunas variables adicionales para recordar los
valores anteriores, por lo que se considera la poscondición

R
.= x0 = a998 ∧ x1 = a999 ∧ x2 = a1000

y cambiamos 1000 por k + 2, de donde el candidato a invariante

I
.= x0 = ak ∧ x1 = ak+1 ∧ x2 = ak+2 ∧ 0 ≤ k ≤ 998

que es trivialmente cierto después de las asignaciones

k := 0; x0, x1, x2 := 1, 1, 1; {I}

de donde el esquema

k := 0; x0, x1, x2 := 1, 1, 1; {I}
∗[[ k 6= 998 → S ]]

El contador t
.= 1000 − k se decrementa para la sentencia k := k + 1, aunque

esta sentencia no conserva el invariante; sı́ lo conserva la sentencia

k, x0, x1, x2 := k + 1, x1, x2, x1 ∗ x2 + x3
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ya que tenemos

k, x0, x1, x2 := k + 1, x1, x2, x1 ∗ x2 + x3.I
=

x1 = ak+1 ∧ x2 = ak+2 ∧ x1 ∗ x2 + x0 = ak+3 ∧ 0 ≤ k + 1 ≤ 998⇐
I ∧ k 6= 998.

7.42 [158] Sea M3 el conjunto de múltiplos de 3. Escribamos la precondición en la
forma

P ≡ a[0..n− 1] ⊆ Z ∧ a↑ ∧ a(n− 1) ∈ M3 ∧ n > 0.

y la poscondición en la forma

R ≡ a(x) ∈ M3 ∧ a[0..x− 1] ∩M3 = ∅ ∧ 0 ≤ x < n ∧ P,

de donde

R ⇒ a(x) es el menor múltiplo de 3 de a[0..n− 1].

R puede debilitarse eliminando el predicado a(x) ∈ M3 para obtener el candi-
dato a invariante

I
.= a[0..x− 1] ∩M3 = ∅ ∧ 0 ≤ x < n ∧ P

de donde el programa

{P}
x := 0; {I}
∗[[ a(x) 6∈ M → x := x + 1 ]]
{I ∧ a(x) ∈ M3 ≡ R}

En efecto:

x := 0.I
=

a[0..− 1] ∩M3 = ∅ ∧ 0 ≤ 0 < n ∧ P
⇐ ∵ a[0..− 1] = ∅

P

La invariabilidad es consecuencia de

x := x + 1.I
=

a[0..x] ∩M3 = ∅ ∧ 0 ≤ x + 1 < n ∧ P
⇐ ∵ (A ∪A′) ∩M = ∅ ⇐ A ∩M = ∅ ∧ A′ ∩M = ∅

a[0..x− 1] ∩M3 = ∅ ∧ a(x) 6∈ M3 ∧ x + 1 < n ∧ P⇐
a(x) 6∈ M3 ∧ I ∧ x + 1 < n

⇐ ∵ a(n− 1) ∈ M3 ⇐ P
a(x) 6∈ M3 ∧ I

Finalmente, t
.= n− x es un contador, ya que, además de decrementarse

a(x) 6∈ M3 ∧ I ⇒ x + 1 < n ⇒ t > 0.
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7.43 [158] Consideramos la precondición

P
.= a, b, c ↑ estrictamente, m, n, s ≥ 0

universal; la poscondición se escribe R
.= u = card A(n,m, s), donde

A(p, q, r) .= {(i, j, k) | 0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q, 0 ≤ k < r, a[i] = b[j] = c[k]}

y card X indica el cardinal del conjunto X . Al igual que en el Ejemplo 7.20, o
en el Ejemplo 7.21, al tratarse de un problema de conteo, añadimos a la variable
que cuenta parte del problema para derivar el invariante:

I
.= u + card A(p, q, r) = card A(n, m, s)

∧ 0 ≤ p ≤ m ∧ 0 ≤ q ≤ n ∧ 0 ≤ r ≤ s

de donde el esquema:

u, p, q, r := 0, n, m, p; {I}
∗[[ p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ r 6= 0 → S ]]
{I ∧ (p = 0 ∨ q = 0 ∨ r = 0)} { ⇒ } {A(p, q, r) = ∅} { ⇒ } {R}

Las sentencias más simples que estrechan el conjunto A son

p := p− 1 q := q − 1 r := r − 1

Por simetrı́a, basta estudiar cualquiera de ellas:

p := p− 1.I
=

u + card A(p− 1, q, r) = card A(n,m, s)∧
0 ≤ p− 1 ≤ m ∧ 0 ≤ q ≤ n ∧ 0 ≤ r ≤ s⇐
I ∧ p 6= 0 ∧ A(p− 1, q, r) = A(p, q, r)

⇐ ∵





A(p, q, r)
=

A(p− 1, q, r) ∪
{(p, j, k) | 0 ≤ j < q, 0 ≤ k < r, a[p] = b[j] = c[k]}

a[p] > b[q] ∧ b↑
⇒
{(p, j, k) | 0 ≤ j < q, 0 ≤ k < r, a[p] = b[j] = c[k]} = ∅

I ∧ p 6= 0 ∧ a[p] > b[q]

de donde la guarda:

[[ a[p] > b[q] → p := p− 1 . . . ]]

El estudio de las restantes guardas (a[p] = a[q], . . .) se deja como ejercicio.

7.44 [158] Véase el Ejemplo 6.51.

7.45 [158] R puede debilitarse (eliminando el predicado a(x) ∈ P) para obtener un
candidato a invariante en la forma

I
.= a[0..x− 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ x < n ∧ P



12 - Soluciones a los Ejercicios 295

de donde el esquema

{P}x := 0; {I}
∗[[ impar a(x) → x := x + 1 ]]
{I ∧ par a(x)}{R}

En efecto:

x := 0.I
=

a[0..− 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ 0 < n ∧ P
⇐ ∵ a[0..− 1] = ∅

P

La invariabilidad es consecuencia de

x := x + 1.I
=

a[0..x] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ x + 1 < n ∧ P
⇐ ∵ (A ∪A′) ∩B = ∅ ≡ A ∩B = ∅ ∧ A′ ∩B = ∅

a[0..x− 1] ∩ P = ∅ ∧ a(x) 6∈ P ∧ x + 1 < n ∧ P⇐
a(x) 6∈ P ∧ I ∧ x + 1 < n

⇐ ∵ a(n− 1) ∈ P ⇐ P , de donde x < n
a(x) 6∈ P ∧ I

Finalmente, t
.= n− x es un contador, ya que, además de disminuir,

a(x) 6∈ P ∧ I ⇒ x + 1 < n ⇒ t > 0.

7.46 [158] La especificación del problema se puede escribir {P}S{R} siendo

P
.= n ≥ 1 ∧ ∃x, y : x, y ∈ a[0..n− 1] : x 6= y

R
.= x ∈ a[0..n− 1] ∧ x 6= mı́n a[0..n− 1]

Para resolver el problema basta encontrar dos elementos distintos de la tabla y
después calcular su máximo:

{P}
T ;
{R′}( .= iguales a[0..j − 1] ∧ j ≤ n ∧ a[0] 6= a[j])
[[ a[0] > a[j] → x := a[0] a[0] < a[j] → x := a[j] ]]
{x ∈ a[0..n− 1] ∧ x 6= mı́n a[0..n− 1]}

donde el predicado iguales se define

iguales a[0..j − 1] .= ∀k : 0 ≤ k ≤ j − 1 : a[k] = a[0].

Veamos como encontrar el programa T . Debilitemos la poscondición

iguales a[0..j − 1] ∧ j ≤ n ∧ a[0] 6= a[j]

para obtener el candidato a invariante de cierto bucle

I
.= iguales a[0..j − 1] ∧ j ≤ n ∧ P
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(añadimos P por problemas de terminación); de donde el esquema para el pro-
grama T

{P}j := 1;
∗[[ a[0] = a[j] → S ]]

1. El invariante es cierto al principio

j := 1.I ≡ iguales a[0.,0] ∧ 0 ≤ n ∧ P ≡ P

2. Conjeturamos el contador t
.= n− j, ya que

I ∧ a[0] = a[j] ⇒ iguales a[0..j] ⇒ j < n ⇒ t > 0

3. La sentencia más simple que decrementa t es S .= j := j + 1, pero

j := j + 1.I
=

iguales a[0..j] ∧ j + 1 ≤ n ∧ P
⇐ ∵ iguales a[0..j] ∧ P ⇒ j + 1 ≤ n, regla de oro, def. de iguales

iguales a[0..j − 1] ∧ a[0] = a[j]

Luego I es invariante para la sentencia j := j + 1, y de aquı́ la corrección.

7.47 [158] Sea el predicado

Q
.= n ≥ 2 ∧ x = mı́n a[0..n− 1] ∧ y = mı́n(a[0..n− 1]− {x})

del cual se deduce que y es el segundo menor elemento de la tabla. Podemos obte-
ner un invariante sustituyendo la constante n por una variable

I
.= 2 ≤ i ≤ n ∧ x = mı́n a[0..i− 1] ∧ y = mı́n(a[0..i− 1]− {x})

de donde tendremos el esquema

{n ≥ 2}
i, x, y := 2,mı́n a[0.,1],máx a[0.,1];
∗[[ i < n → decrementar n− i con invariabilidad de I ]]
{I ∧ i ≥ n} { ⇒ } {I ∧ i = n} { ⇒ } {Q}

Como es usual, para derivar el cuerpo del bucle estudiamos la invariabilidad
de I bajo la sentencia i := i + 1

i := i + 1.I
=

2 ≤ i + 1 ≤ n ∧ x = mı́n a[0..i] ∧ y = mı́n(a[0..i]− {x})
⇐ ∵ y ≤ a[i] ∧ y = mı́n(a[0..i− 1]− {x}) ⇒ y = mı́n(a[0..i]− {x})

x = mı́n a[0..i− 1] ∧ y ≤ a[i] ∧ y = mı́n(a[0..i− 1]− {x})⇐
x ≤ y ≤ a[i] ∧ x = mı́n a[0..i− 1]⇐
x = mı́n a[0..i] ∧ I ∧ i < n ∧ y ≤ a[i]

Si por el contrario se da y > a[i], es evidente que habrá que actualizar las
variables x e y, dependiendo del valor de x > a[i], por lo que conjeturamos
que el cuerpo del bucle es

[[ y ≤ a[i] → i := i + 1
x ≤ a[i] < y → y, i := a[i], i + 1
a[i] < x ∧ a[i] < y → x, y, i := a[i], x, i + 1 ]]
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Solo queda demostrar que conserva la invariabilidad. Estudiemos, por ejem-
plo, la segunda sentencia

y, i := a[i], i + 1.I
= ∵ semántica

2 ≤ i + 1 ≤ n ∧ x = mı́n a[0..i] ∧ a[i] = mı́n(a[0..i]− {x})⇐
i < n ∧ I ∧ x ≤ a[i] < y

7.48 [158] La poscondición se escribe R
.= q ≡ (∃i : 0 ≤ i < n : a[i] = 6). Cambian-

do n por la variable j obtenemos el candidato a invariante

I
.= q ≡ (∃i : 0 ≤ i < j : a[i] = 6) ∧ 0 ≤ j ≤ n

de donde el esquema

j, q := 0, Falso;
∗[[ j < n → decrementar t( .= n− j) con invariabilidad de I ]]

Si estudiamos la sentencia más simple que decrementa el contador, tenemos

j := j + 1.I
=

q ≡ (∃i : 0 ≤ i < j + 1 : a[i] = 6) ∧ 0 ≤ j + 1 ≤ n
=

q ≡ ((∃i : 0 ≤ i < j : a[i] = 6) ∨ a[j] = 6) ∧ 0 ≤ j + 1 ≤ n

y vemos que es necesario también alterar el valor de q

q, j := (a[j] = 6), j + 1.I
=

(a[j] = 6) ≡ ((∃i : 0 ≤ i < j : a[i] = 6) ∨ a[j] = 6) ∧ 0 ≤ j + 1 ≤ n⇐
I ∧ j < n ∧ ¬q

de donde la invariabilidad de I y, por el teorema de invariantes, la corrección
parcial del programa

j, q := 0, falso;
∗[[ j < n ∧ ¬q → q, j := (a[j] = 6), j + 1.I ]]

Para probar que termina asegurando la poscondición hemos de probar

[I ∧ (j ≥ n ∨ q) ⇒ R]

I ∧ (j ≥ n ∨ q)
=

(q ≡ ∃i : 0 ≤ i < j : a[i] = 6) ∧ 0 ≤ j ≤ n ∧ j ≥ n) ∨ I ∧ q
⇒ ∵ ∃i : 0 ≤ i < j : a[i] = 6 ⇒ ∃i : 0 ≤ i < n : a[i] = 6, de donde I ∧ q ⇒ R

(q ≡ ∃i : 0 ≤ i < n : a[i] = 6) ∨ R⇒
R

7.49 [158] Según la técnica apuntada, debemos considerar el candidato a invariante:

I
.= k + Card B(p, q) = Card B(0, n) ∧ 0 ≤ p ≤ q ≤ n

Además, tenemos
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p, q, k := 0, n, 0.I
= ∵ semántica

0 + Card B(0, n) = Card B(0, n) ∧ 0 ≤ 0 ≤ n ≤ n
= ∵ cálculo

0 ≤ n

Por otro lado tenemos p = q ⇒ CardB(p, q) = 0, de donde el esquema:

{n > 0}p, q, k := 0, n, 0; {I}
∗[[ p 6= q → decrementar t

.= q − p con invariabilidad de I ]]
{I ∧ p = q} ⇒ {R}

Si tomamos la sentencia p := p + 1, observamos que

p := p + 1.I
=

k + Card B(p + 1, q) = CardB(0, n) ∧ 0 ≤ p + 1 ≤ q ≤ n
⇐ ∵ si A[p] 6= 6 entonces B(p + 1, q) ≡ B(p, q)

I ∧ p 6= q ∧ A[p] 6= 6

y el cuerpo del bucle puede ser:

[[ A[p] 6= 6 → p := p + 1
A[p] = 6 → k, p := k + 1, p + 1 ]]

Es evidente que t es un contador (cualquiera de la dos sentencias lo decre-
menta, y además I ∧ b ⇒ t > 0) de donde el bucle termina, y por el teorema
de invariantes obtenemos la corrección total del esquema. Pero, podemos apro-
vechar que la tabla es no decreciente y refinar el cuerpo del bucle en la forma
siguiente:

[[ A[p] > 6 → p := q
A[p] < 6 → p := p + 1
A[p] = 6 → k, p := k + 1, p + 1 ]]

La corrección se deduce de cosas elementales, como que I ∧ A[p] > 6 ⇒
Card B(p, q) = 0, . . . Además, t

.= q − p sigue siendo un contador, ya que para
la primera sentencia tendremos:

wdec(p := q, t)
definición≡ p := q.(q − p) < q − p ≡ p < q ⇐ I ∧ p 6= q

7.50 [158] Véase Ejemplo 7.21.

7.51 [158] La poscondición puede escribirse también en la forma

P
.= q = ¬(∀i : 0 ≤ i < n : a.0 = a.i)

de la cual se deriva un invariante cambiando la constante n por una variable j

I
.= j ≤ n ∧ q = ¬(∀i : 0 ≤ i < j : a.0 = a.i)

de donde el esquema j, q := 0, Falso; ∗[[ j < n → S ]] . Para el contador t
.= n−

j, tenemos

j := j + 1.I
=

j + 1 ≤ n ∧ q = ¬(∀i : 0 ≤ i < j + 1 : a.0 = a.i)
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= ∵ cálculo
j + 1 ≤ n ∧ q = ¬(∀i : 0 ≤ i < j : a.0 = a.i) ∨ a.0 6= a.j

de donde el cuerpo del bucle debe alterar también el valor de q, y tendremos

j, q := j + 1, a.0 6= a.j.I
=

j + 1 ≤ n ∧ (a.0 6= a.j) = ¬(∀i : 0 ≤ i < j : a.0 = a.i) ∨ a.0 6= a.j⇒
I ∧ j < n ∧ ¬q

y por tanto el bucle

∗[[ j < n ∧ ¬q → j, q := j + 1, a.0 6= a.j ]]

que es más eficiente y termina verificando la poscondición ya que

[I ∧ ¬(j < n ∧ ¬q) ⇒ P ]
= ∵ cálculo

[I ∧ j ≥ n ⇒ P ] ∧ [I ∧ q ⇒ P ]

La primera implicación sigue de [I ∧ j ≥ n ⇒ j = n], y la segunda es
consecuencia de

¬(∀i : 0 ≤ i < j : a.0 = a.i) ⇒ ¬(∀i : 0 ≤ i < n : a.0 = a.i)

7.52 [158] Pongamos

P
.= a[0..n− 1] ⊆ Z ∧ a↑ ∧ a(0) ∈ P ∧ n > 0

(siendo P el subconjunto de los enteros pares) y la poscondición en la forma

R
.= P ∧ a(i) ∈ P ∧ a[i + 1..n− 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ i ≤ n− 1.

Basta debilitar la poscondición eliminado el predicado a(i) ∈ P , para obtener
el candidato a invariante I

.= P ∧ a[i + 1..n − 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ i ≤ n − 1.
Obviamente tenemos

i := n− 1.I
=

P ∧ a[n..n− 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ n− 1 ≤ n− 1
⇐ ∵ a[n..n− 1] = ∅

P

de donde el esquema:

i := n− 1; {I}
∗[[ impar a(i) → i := i− 1 ]]
{I ∧ par a(i)} { ⇒ } {R}

y solo queda probar la invariabilidad y la terminación. Tenemos, ptle

i := i− 1.I
=

P ∧ a[i..n− 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ i− 1 ≤ n− 1
⇐ ∵ P ∧ impar a(i) ⇒ i > 0

P ∧ impar a(i) ∧ a[i− 1..n− 1] ∩ P = ∅ ∧ 0 ≤ i ≤ n− 1⇐
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I ∧ impar a(i)

Para probar la terminación basta probar que t
.= i es un contador:

I ∧ impar a(i) ⇒ (i := i− 1).i < i ∧ i > 0
= ∵ P ∧ impar a(i) ⇒ i > 0

Cierto

8.14 [166] (Véase también la solución del Ejercicio 6.4.) Si [S.¬b ≡ Falso], entonces,
por monotonı́a, [S.(¬b ∧ X) ≡ Falso]. Y de aquı́ es fácil probar que ¬b ∧ X es
solución de la ecuación:

Y : [ Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ ∧ S.Y ]

Y ahora aplicamos lo dicho en la Nota 8.12 para obtener R.X ≡ ¬b ∧ X . La
interpretación es que ya que S no cambia nunca la guarda, para que el bucle
termine, no debe empezar.

8.15 [166] Calculemos la semántica del bucle R.C vı́a puntos fijos. El predicado
¬b es un punto fijo de la función Y 7−→ ¬b ∨ b ∧ nada.Y . Ahora aplicamos lo
obtenido en la Nota 8.12 para deducir [R.C ≡ ¬b]. Además,

{b}R{C} .= [b ⇒ R.C] ≡ [¬b]

Por tanto, ptle, b debe ser Falso.

8.20 [168] En primer lugar es fácil probar que entonces P es invariante de S′ (véase
la solución del Ejercicio 6.16 en la página 267). Entonces,

[P ∧ R.X ⇒ R′.X]
= ∵ regla de intercambio

[R.X ⇒ ¬P ∨R′.X]
⇐ ∵ TK – Teorema 8.10(ii) – con f.Y

.= ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y

[f.(¬P ∨R′.X) ⇒ ¬P ∨R′.X]
= ∵ definición de f

[¬b ∧ X ∨ b ∧ S.(¬P ∨R′.X) ⇒ ¬P ∨R′.X]
= ∵ regla de intercambio

[¬b ∧ P ∧ X ∨ b ∧ P ∧ S.(¬P ∨R′.X) ⇒ R′.X]
= ∵ P ∧ S.Q ≡ P ∧ S′.Q

[¬b ∧ P ∧ X ∨ b ∧ P ∧ S′.(¬P ∨R′.X) ⇒ R′.X]
= ∵ por [b ∧ P ⇒ S′.P ] y regla de oro: [b ∧ P ∧ S′.P ≡ b ∧ P ]

[¬b ∧ P ∧ X ∨ b ∧ P ∧ S′.P ∧ S′.(¬P ∨R′.X) ⇒ R′.X]
= ∵ conjuntividad

[¬b ∧ P ∧ X ∨ b ∧ P ∧ S′.(P ∧ R′.X) ⇒ R′.X]
= ∵ [b ∧ P ∧ S′.P ≡ b ∧ P ], conjuntividad y distributividad

[P ∧ (¬b ∧ X ∨ b ∧ S′.R′.X) ⇒ R′.X]
= ∵R′.X es un punto fijo

[P ∧ R′.X ⇒ R′.X]
=

Cierto

La otra implicación se prueba en forma similar.
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8.24 [170] Sean los buclesR .= ∗ [[ b → nada ]] yR′ .= ∗ [[ b → aborta ]] . Calculemos
la semántica de cada bucle y veamos que coinciden. Es fácil probar:

¬b ∧ X es solución de: ¬b ∧ X es solución de:
[Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ nada.Y ] [Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ aborta.Y ]

Entonces, por la Nota 8.12:165, [R.X ≡ ¬b ∧ X], junto a [R′.X ≡ ¬b ∧ X], y
por tanto son iguales.

8.25 [170] Como vimos en el Ejemplo 8.13, [R.X ≡ ¬b ∧ X], de donde

S.X
= ∵S .= b := Cierto;R

b := Cierto.R.X
=

b := Cierto.(¬b ∧ X)
=

Falso

luego [S.X = Falso], de lo cual concluimos S = aborta.

8.26 [170] Véase también el Ejercicio 6.28.

8.27 [170] Razonemos igual que en el Ejemplo 8.13, pero para el bucle:

R .= ∗ [[ q → nada q → q := ¬q ]]

Probemos que ¬q ∧ X es solución de la ecuación

Y : [ Y ≡ ¬q ∧ X ∨ q ∧ S.Y ] (∗∗)

de donde obtendrı́amos R.X ≡ ¬q ∧ X , lo que probarı́a (A). En efecto,

¬q ∧ X ∨ q ∧ [[ q → nada q → . . . ]] .(¬q ∧ X)
= ∵ semántica selección
¬q ∧ X ∨ q ∧ (q ⇒ nada.(¬q ∧ X)) ∧ . . .

= ∵ CP, semántica
¬q ∧ X ∨ q ∧ (¬q ∧ X) ∧ . . .

= ∵ CP
¬b ∧ X

(B) es consecuencia de ∀n : n ≥ 0 : [Hn.X ≡ ¬q ∧ X], que se prueba fácilmente
por inducción sobre n. (C) sigue de [[¬q → nada ]] .X ≡ ¬q ∧ X .

8.29 [170] Sea R .= ∗ [[ b → S ]] . Probemos [R.C ⇒ R.¬b] utilizando la semántica
inductiva:

[R.X ⇒ R.¬b]
= ∵ semántica inductiva de los bucles (Definición 6.2)

[∃k : k ≥ 0 : Hn.X ⇒ ∃k : k ≥ 0 : Hn.¬b]
⇐ ∵ CP
∀n : n ≥ 0 : [Hn.X ⇒ Hn.¬b]

y vemos esto último por inducción; para n = 0 es trivial; el paso inductivo es:

[Hn+1.X ⇒ Hn+1.¬b]
= ∵ definición
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[¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Hn.X ⇒ ¬b ∨ b ∧ S.Hn.¬b]
⇐ ∵ cálculo

[S.Hn.X ⇒ S.Hn.¬b]
= ∵ S monótona

[Hn.X ⇒ Hn.¬b]
= ∵ HI

Cierto

Para probar [R.C ⇒ R.¬b] vı́a la semántica según puntos fijos basta probar
que R.¬b satisface la ecuación caracterı́stica de R.C:

Y : [Y ≡ ¬b ∨ b ∧ S.Y ]

lo cual es trivial por ser R.¬b ≡ µY : ¬b ∧ ¬b ∨ b ∧ S.Y .

8.30 [171] Hay que probar [A ⇒ R.C] ⇒ [S.A ⇒ R.C]. En efecto, ptle

R.C
= ∵ definición semántica como menor p.f.
¬b ∨ b ∧ S.R.C

⇐ ∵ [A ⇒ R.C], monotonı́a de S, transitividad de ⇒
¬b ∨ b ∧ S.A

⇐ ∵ Ley de intercambio o también Nota 1.13:19
S.A

La interpretación operacional es simple: para cada estado inicial ι que satis-
faga S.A, por la ley del tercio excluido, pueden darse,
— o bien ι satisface ¬b, y entonces el bucle termina partiendo de ι,
— o bien ι satisface b; en ese caso debemos ejecutar S, que sabemos que ter-
mina en cierto estado σ satisfaciendo A (ya que el estado inicial satisface S.A);
entonces, ya que por hipótesis [A ⇒ R.C], tendremos que σ también satisface
R.C, y el bucle termina a partir de ι.

8.31 [171] Véase la Sección 8.2 (pág. 164).

8.32 [171] Véase también el Ejercicio 8.37.

{b}S{¬b}
= ∵ definición de triplete de Dijkstra

[b ⇒ S.¬b]
⇒ ∵ [R.C = ¬b ∨ b ∧ S.R.C], luego [¬b ⇒ R.C], y por monotonı́a de S

[b ⇒ S.R.C]
= ∵ regla de oro

[b ∧ S.R.C = b]
⇒ ∵ [R.C = ¬b ∨ b ∧ S.R.C]

[R.C = ¬b ∨ b]
= ∵ tercio excluido

[R.C = Cierto]

8.33 [171] Calculemos la semántica del bucle R.C vı́a puntos fijos. El predicado
x ≤ 1 es un punto fijo de la función g dada por

g.Y
.= x ≤ 1 ∨ [[ x > 1 → x := x + 1 x > 2 → x := x− 4 ]] .Y
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ya que

[[x > 1 → x := x + 1 x > 2 → x := x− 4 ]] .(x ≤ 1)
= ∵ semántica selectiva y cálculo

x > 1 ∧ x := x + 1.(x ≤ 1) ∧ . . .
= ∵ semántica asignación y cálculo

Falso

Luego, por la Nota 8.12:165, R.C ≡ (µY : g.Y ) ≡ (x ≤ 1), y la sentencia S
no afecta a la semántica de R. La interpretación es que, vı́a indeterminismo,
partiendo de un estado verificando x > 1 es posible siempre elegir la primera
guarda y el bucle no terminarı́a.

8.34 [171] (A).— Cada solución de la ecuación caracterı́stica de R.X :

Y : [Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y ]

es solución de la ecuación correspondiente a R.(¬b ∧ X):

Y : [Y ≡ ¬b ∧ (¬b ∧ X) ∨ b ∧ S.Y ]

luego los menores puntos fijos coinciden.

(B).— Siendo SI la sentencia [[ b → A ¬b → B ]] ,tenemos, ptle

R.SI.X
= ∵ por (A)
R.(¬b ∧ SI.X)

= ∵ semántica selección
R.(¬b ∧ B.X)

= ∵ por (A)
R.(B.X)

= R; B.X

8.35 [171] (A).— A partir de la igualdad (véase Teorema 6.10)

R = ∗[[ p ∨ q → SI ]]

donde SI ≡ [[ p → S q → T ]] , podemos demostrar:

(1) SI es determinista (véase Teorema 4.27).

(2) El bucle R .= ∗ [[ b → SI ]] es determinista si lo es SI (Lema 8.16(iv)).

(B).— Sabemos, ptle

R.C
.= ∃k : k ≥ 0 : Hk, donde H0 .= ¬OB, Hk+1 .= H0 ∨ SI.Hk

pero, ya que, ptle, ¬OB ≡ Falso, tenemos, también ptle

H0 ≡ F

H1 ≡ H0 ∨ SI.H0 SI es sana≡ F

y en general [Hk ≡ F ] (por inducción), y de aquı́, [R.C ≡ F ]. Entonces, por
monotonı́a, ∀X :: [R.X ≡ F ], es decir, R = aborta.
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Otra forma, vı́a PF, consiste en probar que F es solución de la ecuación
caracterı́stica de R.X :

Y : [Y ≡ ¬C ∧ X ∨ C ∧ S.Y ]

lo cual es trivial por ser S estricta (véase también la Nota 8.12:165).

(C).— {C}R{C} ≡ [C ⇒ R.C] ≡ [C ⇒ F ] ≡ Falso. Interpretación: un bucle
que tiene siempre una guarda cierta no puede terminar.

8.36 [171] Véase Ejercicio 8.72.

8.37 [171] (A).— Tenemos, ptle,

R.C
= ∵ [R.C ≡ R.(¬b)]
R.(¬b)

= ∵ semántica en términos de puntos fijos
¬b ∨ b ∧ S.R.(¬b)

= ∵ semántica en términos de puntos fijos
¬b ∨ b ∧ S.(¬b ∨ b ∧ S.R.(¬b))

⇐ ∵ monotonı́a de S
¬b ∨ b ∧ S.¬b

= ∵ por la hipótesis {b}S{¬b} ≡ [b ⇒ S.¬b], y regla de oro
¬b ∨ b

= ∵ tercio excluido
Cierto

Otra demostración parte de R = [[¬b → nada b → S;R ]] . Entonces,
transformamos la secuencia con guardas,

b → S;R
= ∵ utilizamos la hipótesis {b}S{¬b}

b → {b}S{¬b};R
= ∵ semántica en términos de puntos fijos: [¬b ∧ R.X ≡ ¬b ∧ nada.X]

b → {b}S{¬b}; nada
= ∵ nada es neutro

b → S

de donde R = [[¬b → nada b → S ]] . Pero, ptle

b ∧ S.C
= ∵ hipótesis b ⇒ S.¬b y regla de oro

b ∧ S.¬b ∧ S.C
= ∵ conjuntividad

b ∧ S.¬b
=

b

y de aquı́, R.C ≡ ¬b ∧ C ∨ b ∧ SC ≡ ¬b ∨ b ≡ C.

(B).— Si se verifica {b}S{¬b}, por la equivalencia R.X ≡ [[¬b → nada b →
S;R ]] el cuerpo del bucle se ejecuta a lo sumo una vez, ya que, si entra en el
bucle, cambia la guarda. Luego {b}S{¬b} asegura la terminación del bucle.
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(C).— Por ejemplo, el bucleR .= ∗ [[ x > 0 → x := x−1 ]] obviamente termina
siempre, de donde [R.C]. Pero el cuerpo no necesariamente cambia la guarda
para todos los estados.

8.39 [172] (A).— La justificación es que para asegurar que el bucle termina debemos
partir de z=0. En efecto: (1) si z > 0, no termina, trivialmente; (2) si z < 0, p.e.,
z = −1, puede ejecutar indefinidamente la segunda guarda, y no termina; (3)
si z = 0 termina trivialmente al ser las dos guardas falsas.

(B).— Se verifica, ptle, S.Q ≡ z 6= 0 ∧ z := z + 1.Q ∧ z := z + 2.Q, de donde
obtenemos S.(z = a) ≡ Falso. La justificación es que S es indeterminista, y no
podemos asegurar un valor final prefijado.

(C).— Por lo anterior, [S.(z = 2 ∨ z = 3) ≡ (z = 1). Luego S.(z = 2 ∨ z = 3) 6≡
S.(z = 2) ∨ S.(z = 3), y por tanto S no es disyuntivo; i.e., es indeterminista.

(D).— R.C es la menor solución de la ecuación

Y : [Y ≡ z = 0 ∨ z 6= 0 ∧ S.Y ].

(E).— Por el apartado (B), z = 0 es solución de la ecuación del apartado (D).
Además, toda solución de esta ecuación es de la forma z = 0 ∨ . . . , de donde
z = 0 es la menor. Luego [R.C ≡ (z = 0)].

(F ).— En primer lugar tenemos que [R.C ≡ R.(¬b ∧ C) ≡ R.(z = 0)], y por
el apartado (E) tendremos [R.(z = 0) ≡ (z = 0)]. Además, por definición de
triplete tenemos:

[z = k ⇒ R.(z = 0)] ≡ [z = k ⇒ z = 0] ≡ k = 0.

8.40 [172] Sea el bucle R .= ∗[[x > 0 → x := x− 1 x > 0 → x := x− 2 ]] , donde x
es una variable entera.

(A).— Tenemos R.C ≡ ∃k : k ≥ 0 : Hk.C. Probaremos por inducción que

∀k : k ≥ 0 : [Hk.C ≡ x ≤ k]

El caso base es trivial: [H0.C ≡ C ∧ x ≤ 0]. El paso inductivo serı́a, para k ≥ 0:

Hk+1.C
= ∵ definición de Hk, siendo SI el cuerpo del bucle

H0.C ∨ SI.Hk.C
= ∵ HI

x ≤ 0 ∨ SI.(x ≤ k)
= ∵ semántica de selectiva

x ≤ 0 ∨ x > 0 ∧ x := x− 1.(x ≤ k) ∧ x := x− 2.(x ≤ k)
= ∵ cálculo

x ≤ 0 ∨ x > 0 ∧ x ≤ k + 1 ∧ x ≤ k + 2
= ∵ cálculo

x ≤ k + 1

Finalmente, ptle, R.C ≡ ∃k : k ≥ 0 : Hk.C ≡ ∃k : k ≥ 0 : x ≤ k ≡ Cierto.
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(B).— Ya que para todo bucle tenemos [R.X ≡ R.(¬b ∧ X)], basta aplicar (A)
para obtener [C ≡ R.(x ≤ 0)].

(C).— En términos de puntos fijos, R.X es la menor solución de la ecuación:

Y : [Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ SI.Y ]

En particular:
R.(x = 0) es la menor solución de: [Y1 ≡ x = 0 ∨ x > 0 ∧ SI.Y1]
R.(x < 0) es la menor solución de: [Y2 ≡ x < 0 ∨ x > 0 ∧ SI.Y2]

Para la primera ecuación tenemos que toda solución es más débil que x = 0,
luego basta probar que SI.(x = 0) es idénticamente falso. En efecto:

SI.(x = 0)
= ∵ semántica de selectiva

x > 0 ∧ x := x− 1.(x = 0) ∧ x := x− 2.(x = 0)
= ∵ cálculo

x > 0 ∧ x = 1 ∧ x = 2
= ∵ cálculo

Falso

Para la segunda ecuación razonamos exactamente igual ([SI.(x < 0) ≡ F ]).

(D).— En efecto, por los apartados (B) y (C) tenemos, ptle:
R.(x = 0) ≡ (x = 0), R.(x < 0) ≡ (x < 0), R.(x ≤ 0) ≡ Cierto

y en definitiva tenemos:
R.(x = 0) ∨ R.(x < 0) ≡ x ≤ 0 6≡ Cierto ≡ R.(x = 0 ∨ x < 0)

de donde el transformador R no es disyuntivo y por tanto es indeterminista.

8.41 [172] (A).— Basta que el espacio de estados tenga dos valores distintos. Por
ejemplo, para el espacio de estados correspondiente a la declaración x :∈ {0, 1},
tenemos, ptle, desastre.(x = k) ≡ [x = k], que será falso ya que [x = k] ≡
Falso; sin embargo, desastre.(x ∈ {0, 1}) ≡ Cierto, de donde, desastre es
indeterminista.

(B).— Para que tenga indeterminismo no acotado el espacio debe ser infinito,
ya que en ese caso la sentencia es no continua (véase Ejemplo 8.2).

(C).— Sea R el bucle ∗[[ x > 3 → desastre ]] . Hay que probar:

[ x := 8.R.C ≡ Falso ]

La semántica de R.C es el menor punto fijo de la ecuación:

Y : [Y ≡ x ≤ 3 ∨ x > 3 ∧ desastre.Y ]

que admite como punto fijo x ≤ 3, ya que desastre.(x ≤ 3) ≡ Falso, ptle. Ahora
aplicamos la Nota 8.12:165, y el menor PF es x ≤ 3. En ese caso, tenemos

x := 8.R.C
=

x := 8.(x ≤ 3)
= ∵ semántica asignación

Falso
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(D).— La solución es muy parecida a la del Ejemplo 8.48, y el bucle siempre
termina, pero débilmente. Es decir, [R.C ≡ Cierto].

(E).— Cambiemos la sentencia Azary por la sentencia desastre. Entonces la
semántica de R.C es el menor punto fijo de la ecuación:

Y : [Y ≡ ¬b ∨ b ∧ (x > 1 ⇒ x := x− 1.desastre.Y ) ∧ (y > 1 ⇒ y := y− 1.Y )]

donde b ≡ x > 1 ∨ y > 1. Tal ecuación admite como solución ¬b, ya que x :=
x−1.desastre.¬b ≡ Falso, y ahora aplicamos la Nota 8.12 para obtener [R.C ≡
x ≤ 1 ∧ y ≤ 1]. Es decir, el cambio es drástico: para asegurar la terminación
deben fallar las guardas al principio. La razón es que la sentencia desastre
puede alterar la variable x usada para construir el contador (x, y).

8.50 [179] Véase también el Ejercicio 6.9:92.

(A).— Para el bucle R .= ∗ [[ b → x, b := x− 1, x > 1 b → b := Falso ]] calcu-
lemos sucesivamente (pongamos Hn.C == Hn para simplificar), H0,H1, . . . ,
y encontramos, ptle

H0 ≡ ¬b
H1 ≡ ¬b ∨ b ∧ x ≤ 1
H2 ≡ ¬b ∨ b ∧ x ≤ 2

Podemos conjeturar el valor de Hk, y a continuación probar por inducción,

∀k : k ≥ 1 : [ Hk ≡ ¬b ∨ b ∧ x ≤ k ] (∗)

de donde obtendrı́amos

∃k : k ≥ 0 : Hk

= ∵ (∗)
∃k : k ≥ 0 : ¬b ∨ b ∧ x ≤ k

= ∵ CP
¬b ∨ b ∧ ∃k : k ≥ 0 : x ≤ k

= ∵ x tendrá un valor acotado
¬b ∨ b ∧ C

= ∵ CP
Cierto

y de aquı́, ptle, R.C ≡ (∃k : k ≥ 0 : Hk) ≡ C.

(B).— El programa es continuo, y por aplicación del Teorema 8.49, el indeter-
minismo debe ser acotado.

(C).— Es obvio que el predicado J
.= x ≤ 100 es un invariante. Lo que no

parece del todo obvio es que el predicado 0 ≤ x sea otro invariante; si intenta-
mos probarlo encontramos un problema, ya que debemos buscar un invariante
donde intervenga b para dar una cota inferior de x en función de b.

Observamos que si partimos de un valor x > 0, es imposible llegar al estado
(C, 0), donde la primera componente del par indica el valor de b y la segunda
el valor de x. En efecto. Si llegamos al estado (C, 0) ejecutando el cuerpo S,
es porque hemos ejecutado la primera sentencia, y el estado inicial deberı́a
ser (F, 1), que es imposible ya que falla la guarda. Luego el estado (C, 0) es
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inaccesible. Por otro lado, el estado (F, 0) si puede alcanzarse. Por ejemplo a
partir del estado (C, 1). Luego conjeturamos el invariante,

I
.= b ∧ x > 0 ∨ ¬b ∧ x ≥ 0

b := F.I
= ∵ sustitución, CP

x ≥ 0⇐
I ∧ b

x, b := x− 1, x > 1.I
= ∵ sustitución

x > 1 ∧ x− 1 > 0 ∨ x ≤ 1 ∧ x− 1 ≥ 0
= ∵ CP

x ≥ 1⇐
I ∧ b

Por consiguiente, tenemos dos invariantes, I y J , de donde – véase Ejercicio
6.33 – el predicado I ∧ J es invariante. Si el programa termina fuertemente,
lo hace con ¬b, de donde tendremos I ∧ J ∧ ¬b ⇒ 0 ≤ x ≤ 100; luego el
indeterminismo es acotado, si el programa termina.

Para probar la terminación buscaremos un contador. El propio x no sirve
ya que la ejecución de la segunda sentencia guardada no lo altera, pero ésta
cambia el valor de b. Entonces es fácil probar que la función

t(x, b) .=
{

x, si b
0, si ¬b

es un contador asociado al invariante I . En efecto,
— por un lado, I ∧ b(≡ b ∧ x > 0) ⇒ t > 0 (trivial)
— por otro lado, hemos de estudiar

wdec(x, b := x− 1, x > 1 | t)
= ∵ Lema 6.43(i′)

(x, b := x− 1, x > 1 . t(x, b)) < t(x, b)
= ∵ sustitución y definición de t

t(x− 1, x > 1) < t(x, b)

Pero tenemos la siguiente tabla de valores según la definición de t,

I ∧ b t(x, b) t(x− 1, x > 1)
b ∧ x > 0 x x− 1

de la cual se desprende claramente [ I ∧ b ⇒ wdec(x, b := x− 1, x > 1 | t) ]. La
prueba de la implicación [ I ∧ b ⇒ wdec(b := Falso | t) ] es fácil:

[ I ∧ b ⇒ wdec(b := Falso | t) ]
= ∵ Lema 6.43(i)

[ I ∧ b ⇒ (b := Falso.t(x, b)) < t(x, b) ]
= ∵ sustitución

[ I ∧ b ⇒ t(x, Falso) < t(x, b) ]
= ∵ definición de t, (I ∧ b ⇒ Q) ≡ (I ∧ b ⇒ b ∧ Q)

[ I ∧ b ⇒ 0 < x ]
= ∵ [I ∧ b ≡ b ∧ 0 < x]

Cierto

Además, por existir un contador entero, el indeterminismo es acotado.
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8.52 [179] Si consideramos cinco variables (a, b, c, d, e), y la inicialización

a, b, c, d, e := A,B, C, D, E

serı́a suficiente encontrar la poscondición a ≤ b ≤ c, d, e ∧ I siendo

I
.= (a, b, c, d, e) es una permutación de (A,B, C,D, E)

Si el siguiente programa termina

a, b, c, d, e := A,B,C, D,E;
∗[[ a > b → a, b := b, a

b > c → b, c := c, b
b > d → b, d := d, b
b > e → b, e := e, b ]]

terminará calculando en la variable b el segundo menor valor. Por el teorema
de los contadores, la invariabilidad y la terminación quedará probada si pro-
bamos que la función t : E → Z5 definida en la forma t

.= (a, b, c, d, e) es un Z5

contador para el conjunto C bien construido (por ser finito),

C .= {(x, y, z, u, w) | (x, y, z, u, w) es una permutación de (A,B, C,D, E)}
con la relación de orden lexicográfica. Para ello, hay que probar, ptle

(a) I ∧ OB ⇒ t ∈ C
(b) I ∧ a > b ⇒ a, b := b, a.I

I ∧ b > c ⇒ b, c := c, b.I
. . .

(c) I ∧ a > b ⇒ (a, b := b, a.t) < t
I ∧ b > c ⇒ (b, c := c, b.t) < t
. . .

Las implicaciones de (b) son evidentes, mientras que las de (c) se prueban todas
de la misma forma; por ejemplo

(b, c := c, b.t) < t
= ∵ definición de t

(a, c, b, d, e) < (a, b, c, d, e)
⇐ ∵ orden lexicográfico

b > c

8.53 [179] Consideremos cinco variables (a, b, c, d, e); según el Teorema de Invarian-
tes, para probar la corrección del programa

a, b, c, d, e := A,B, C,D, E{I}
∗[[ a > c → a, c := c, a

b > c → b, c := c, b
c > d → c, d := d, c
c > e → c, e := e, c ]]

{I ∧ a, b ≤ c ≤ d, e ⇒ c es la mediana}
basta considerar el invariante

I
.= (a, b, c, d, e) es una permutación de (A,B, C,D, E)
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y, según el teorema de los contadores, bastará probar que la función t : E → Z5,
definida en la forma t

.= (a, b, c, d, e), es un Z5 contador para el conjunto C bien
construido (por ser finito)

C = {(x, y, z, u, w) | (x, y, z, u, w) es una permutación de (A,B, C,D, E)}

con la relación de orden lexicográfica. Para ello, hay que probar

(a) I ∧ OB ⇒ t ∈ C — trivial
(b) I ∧ a > c ⇒ a, c := c, a.I,

I ∧ b > c ⇒ b, c := c, b.I,
. . .

(c) I ∧ a > c ⇒ a, c := c, a.t < t
I ∧ b > c ⇒ b, c := c, b.t < t
. . .

Las implicaciones de (b) son evidentes, mientras que las de (c) se prueban todas
de la misma forma; por ejemplo

(b, c := c, b.t) < t

= ∵ definición de t

(a, c, b, d, e) < (a, b, c, d, e)
⇐ ∵ orden lexicográfico

b > c

Si las constantes son enteras, busquemos un contador entero de la forma

t
.= αa + βb + γc + δc + εe.

En efecto, ptle

wdec(a, c := c, a | t)
= ∵ Lema 6.43

(a, c := c, a.t) < t
=

αc + βb + γa + δc + εe < αa + βb + γc + δc + εe

= ∵ CP
0 < (α− γ)(a− c)

y de la misma forma, ptle,

wdec(b, c := c, b | t) ≡ 0 < (β − γ)(b− c),
wdec(c, d := d, c | t) ≡ 0 < (γ − δ)(b− c),
wdec(c, e := e, c | t) ≡ 0 < (γ − ε)(b− c).

Por tanto, a la vista de las guardas, para que t sea un contador deberı́a tenerse

α < γ β < γ γ < δ γ < ε.

Por ejemplo, podemos tomar: t
.= a + b + 2c + 3d + 3e.
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8.54 [179] Considerando seis variables, bastará probar la corrección del programa

a, b, c, d, e, f := A,B, C, D, E, F ;
{I}{ .= (a, b, c, d, e, f) es una permutación de (A,B, C,D, E, F )}
∗[[ a > c → a, c := c, a

b > c → b, c := c, b
c > d → d, c := c, d
c > e → e, c := c, e
c > f → f, c := c, f ]]

{a, b ≤ c ≤ d, e, f ∧ I} { ⇒ } { c es el tercer menor elemento}

La invariabilidad de I es trivial, y solo hemos de probar la terminación. Para
ello se considera el subconjunto C de permutaciones de los valores iniciales,
que resulta ser un conjunto finito de D6 con la relación de orden lexicográfica,
y por tanto es un conjunto bien construido; ahora basta probar las condiciones
del teorema de los contadores generalizados. Tomaremos t : E → D6, definida
en la forma t

.= (a, b, c, d, e, f); probaremos

(a) ∀i : 1 ≤ i ≤ 6 : [I ∧ bi ⇒ t ∈ C] —trivial
(b) ∀i : 1 ≤ i ≤ 6 : [I ∧ bi ⇒ wdec(Si, t)].

Probemos la condición (b) para un valor particular de i; por ejemplo, para la
primera secuencia guardada

(a, c := c, a.t) < t
=

(c, b, a, d, e, f) < (a, b, c, d, e, f)
= ∵ orden lexicográfico

c < a

8.55 [179] La negación de las guardas es ¬OB ≡ y ≤ 2 ∧ x ≤ 1, y tenemos que
buscar un invariante verificando

I ∧ OB ≡ I ∧ y ≤ 2 ∧ x ≤ 1 ⇒ y = 1 ∧ x = 0

Observando que las sentencias del bucle no alteran la paridad de las variables,
podemos conjeturar como invariante el predicado

I
.= par x ∧ impar y ∧ x, y ≥ 0

que verifica

(A).– I se satisface delante del bucle:

x, y := 1000, 2001.I
=

par 1000 ∧ impar 2001 ∧ 1000, 2001 ≥ 0
=

Cierto

(B).– I es invariante:

(B1) I ∧ y > 2 ⇒ y := y − 2.I
(B2) I ∧ x > 1 ∧ y ≤ 2 ⇒ x, y := x− 2, x + 1.I

En efecto
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y := y − 2.I
=

par x ∧ impar (y − 2) ∧ x, y − 2 ≥ 0
=

par x ∧ impar y ∧ x ≥ 0, y ≥ 2⇐
I ∧ y > 2

x, y := x− 2, x + 1.I
=

par (x− 2) ∧ impar (x + 1)∧
x− 2, y + 1 ≥ 0

=
par x ∧ x ≥ 2 ∧ y ≥ 0⇐
I ∧ x > 1

Si el programa termina, por el teorema de invariantes lo hace con I ∧ ¬OB,
y de aquı́ x = 0 ∧ y = 1. Para probar que termina podemos buscar un contador
entero o también un contador sobre Z2. Un contador entero es t

.= x2 + y ya
que tenemos, ptle

(C1) I ∧ OB ⇒ t > 0 — trivial
(C2) I ∧ y > 2 ⇒ wdec(y := y − 2, t)

I ∧ x > 1 ∧ y ≤ 2 ⇒ wdec(x, y := x− 2, x + 1 | t)
En efecto

wdec(y := y − 2, t)
= ∵ Lema 6.43

(y := y − 2.t) < t
=

x2 + y − 2 < x2 + y
= −2 < 0
=

Cierto

wdec(x, y := x− 2, x + 1 | t)
= ∵ Lema 6.43

(x, y := x− 2, x + 1.t) < t
=

(x− 2)2 + x + 1 < x2 + y
= −3x + 5 < y⇐

I ∧ x > 1

Veamos que la función t : E → Z2, dada por t(x, y) .= (x, y), es un contador
generalizado sobre el conjunto bien construido C = N2, si consideramos la
relación de orden lexicográfica

(x, y) < (x′, y′) .= x < x′ ∨ x = x′ ∧ y < y′.

Para ello probaremos, ptle:

(CE1) I ∧ OB ⇒ t ∈ C — trivial
(CE2) I ∧ y > 2 ⇒ (y := y − 2.t) < t

I ∧ x > 1 ∧ y ≤ 2 ⇒ (x, y := x− 2, x + 1.t) < t

En efecto

y := y − 2.t < t
=

(x, y − 2) < (x, y)
= ∵ orden lexicográfico

Cierto

x, y := x− 2, x + 1.t < t
=

(x− 2, x + 1) < (x, y)
= ∵ orden lexicográfico

Cierto

Cambiemos ahora la segunda sentencia guardada en la forma

x > 1 ∧ y ≤ 2 → x := x− 2; y : −Impar

donde la sentencia y : −Impar asigna un impar positivo arbitrario a la variable
y en forma indeterminista no acotada. Tal sentencia tiene por transformador de
predicados, ptle:

y : −Impar.Z
.= ∀k : k ≥ 0 : y := 2k + 1.Z (∗)

Obsérvese que la sentencia y : −Impar satisface:
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(i) [ y : −Impar.(∃q : q ≥ 0 : y = 2q + 1) ]

(ii) ∀n : n ≥ 0 : [y : −Impar.(y < n) ≡ Falso]

Para probar que el bucle termina basta probar

I ∧ x > 1 ∧ y ≤ 2 ∧ t = t0 ⇒ x := x− 2; y : −Impar.(t < t0)

(obsérvese que en este caso no es posible aplicar el Lema 6.43). Pero

x := x− 2; y : −Impar.(t < t0)
= ∵ semántica de y : −Impar; o sea, (∗)

x := x− 2.(∀k : k ≥ 0 : y := 2k + 1.(t < t0))
= ∵ def. de t, sustitución, CP
∀k : k ≥ 0 : (x− 2, 2k + 1) < t0⇐
(x, y) = t0

El nuevo programa termina sólo débilmente ya que para cualquier K, po-
demos encontrar una ejecución con más de K pasos; por ejemplo, si se ejecuta
la segunda sentencia guardada al principio asignando a y el valor 2K + 1, se
podrá ejecutar sucesivamente la primera sentencia guardada K veces.

8.56 [179] Basta probar que el predicado

I
.= x par ∧ y impar ∧ x, y ≥ 0

es un invariante y t
.= (x, y) un Z2–contador; el razonamiento es similar al del

Ejercicio 8.55. Termina débilmente ya que la sentencia Azarz conlleva indeter-
minismo no acotado. Para que termine fuertemente basta cambiar la inicializa-
ción (por ejemplo) en la forma z := 100, ya que en ese caso la función t

.= 2x+y
es un contador entero, como puede verse fácilmente:

(x, y := y − 1, x + 1.t) < t ≡ (2(y − 1) + x + 1 < 2x + y) ≡ (y ≤ x)

de donde una cota del número de pasos es 2 ∗ (100) + 2 ∗ (100) + 1.

8.57 [179] Según el teorema de invariantes, hay que buscar un invariante que ase-
gure la terminación del bucle y verifique

I ∧ ¬OB ⇒ x = 1 ∧ y = 1
≡

I ∧ x ≤ y ≤ 1 ∧ x ≤ 2 ⇒ x = 1 ∧ y = 1

Para ello basta tomar I
.= x, y ≥ 1, que verifica

(A) x, y := 10, 10.I

=
10, 10 ≥ 0

=
Cierto

de lo cual {C}x, y := 10, 10{I}.
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(B) I es invariante. En efecto, ptle

x, y := y, x.I = I
y := y − 1.I ≡ x ≥ 0 ∧ y ≥ 1 ⇐ I ∧ y > 1
x, y := x− 2, xy.I ≡ x ≥ 2 ∧ xy ≥ 0 ⇐ I ∧ x > 2

(C) El bucle termina. En efecto; tomemos el conjunto bien construido C = N2,
y el Z2–contador t

.= (x, y), que es contador ya que tenemos

[ I ∧ OB ⇒ t ∈ C ] — trivial
[ I ∧ OB ∧ t = k ⇒ SI.t < k ]

puesto que

(x, y := y, x.t) < t ≡ (y, x) < (x, y) ⇐ I ∧ x > y
(y := y − 2.t) < t ≡ (x, y − 2) < (x, y) ≡ Cierto
(x, y := x− 2, xy.t) < t ≡ (x− 2, xy) < (x, y) ≡ Cierto

8.58 [180] El predicado
I

.= y par ≥ 0 ∧ x > 0

es un invariante (se prueba igual que para el Ejercicio 8.55). Busquemos un
contador de la forma t

.= αx2 + βy, α, β > 0; debemos verificar, ptle

(C1) I ∧ OB ⇒ t > 0 — trivial
(C2) I ∧ y > 2 ⇒ wdec(y := y − 2, t)

I ∧ x 6= 1 ∧ y ≤ 2 ⇒ wdec(x, y := x− 1, 2 ∗ x | t)
En efecto

wdec(y := y − 2, t)
=

y := y − 2.t < t
=

αx2 + β(y − 2) < αx2 + βy
= ∵ β > 0

Cierto

wdec(x, y := x− 1, 2x | t)
=

α(x− 1)2 + β2x < αx2 + β
=

2x(β − α) + α < βy

Para x = 1 e y = 0, la última desigualdad de la derecha obliga a tomar 2β <
α. Al ser enteros, los menores valores son β = 1 y α = 3. O sea, finalmente,
tomaremos como contador t

.= 3x2 + y, para el cual se tiene

wdec(x, y := x− 1, 2x | t) ≡ −4x + 3 < y ⇐ x > 0 ∧ y ≥ 0 ⇐ I

El valor inicial del contador es 3001000, y será una cota del número de pasos.

8.59 [180] (A).— Consideremos como invariante el predicado Cierto. Probaremos

x > 0 ⇒ wdec(x := x− 1, t)

wdec(x := x− 1, t)
= ∵ Lema 6.43, def. de t

(x := x− 1.|x|) < |x|
= ∵ asignación
|x− 1| < |x|⇐
x > 0

x < 0 ⇒ wdec(x := x + 1, t)

wdec(x := x + 1, t)
= ∵ Lema 6.43, def. de t

(x := x + 1.|x|) < |x|
= ∵ asignación
|x + 1| < |x|

⇐ ∵ x < 0 ⇒ |x+1| = −(x+1) ∧ . . .
x < 0
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Finalmente basta probar [bi ⇒ t > 0], lo cual es trivial.

(B).— El bucle termina fuertemente al admitir un contador entero.

(C).— Procedemos por inducción sobre k; el caso base es trivial. El paso induc-
tivo serı́a (pongamos Hk.C == Hk para simplificar):

Hk+1

= ∵ definición
H0 ∨ SI.Hk

= ∵ HI; semántica selectiva
x = 0 ∨ x 6= 0 ∧ (x > 0 ⇒ x := x− 1.|x| < k)∧
(x < 0 ⇒ x := x + 1.|x| < k)

= ∵ cálculo, sustitución
x = 0 ∨ (x > 0 ⇒ |x− 1| < k) ∧ (x < 0 ⇒ |x + 1| < k)

= ∵ oro
x = 0 ∨ (x > 0 ⇒ x > 0 ∧ |x− 1| < k)∧
(x < 0 ⇒ x < 0 ∧ |x + 1| < k)

= ∵ definición | · |, CP
x = 0 ∨ (x > 0 ⇒ x− 1 < k) ∧ (x < 0 ⇒ −(x + 1) < k)

= ∵ cálculo
x = 0 ∨ (x > 0 ⇒ x < k + 1) ∧ (x < 0 ⇒ −x < k + 1)

= ∵ definición | · |, CP, oro
x = 0 ∨ (x > 0 ⇒ |x| < k + 1) ∧ (x < 0 ⇒ |x| < k + 1)

= ∵ CP
x = 0 ∨ (x > 0 ∨ x < 0 ⇒ |x| < k + 1)

= ∵ CP
x = 0 ∨ (x 6= 0 ⇒ |x| < k + 1)

= ∵ CP
|x| < k + 1

(D).— R.C ≡ (∃k : k ≥ 0 : |x| ≤ k) ≡ Cierto.

(E).— Sea ahora R el bucle

∗[[ x > 0 → x := x− 1; Azary

x < 0 → x := x + 1; Azary

y > 0 → y := y − 1 ]]

donde todas las variables son enteras. Probaremos el triplete

{C}y := 100;R{y = 0 ∧ x = 0}
con terminación sólo débil. Se considera el invariante I

.= y ≥ 0 , el conjunto
bien construido N2 y la función t

.= (|x|, y) ; bastará demostrar que tal función
es unN2–contador. Ya que trivialmente [I ∧ ¬OB ⇒ y = 0 ∧ x = 0], aplicando
el teorema de invariantes, es necesario (1) {C}y := 100{I} (trivial) y (2) el bucle
termina. Para ello probaremos las condiciones

(A) I es invariante (trivial)
(B) I ∧ OB ⇒ t ∈ N2 (trivial)
(C1) I ∧ x > 0 ∧ t = t0 ⇒ x := x− 1; Azary.(t < t0)
(C2) I ∧ x < 0 ∧ t = t0 ⇒ x := x + 1; Azary.(t < t0)
(C3) I ∧ y > 0 ∧ t = t0 ⇒ y := y − 1.(t < t0)
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La última es muy fácil. Veamos (C1). Sabemos – Ejemplo 8.6:162 – que, ptle

Azarx.Z
.= ∀k : k ∈ N : x := k.Z

Entonces,

x := x− 1;Azary.(t < t0)
= ∵ semántica de Azary, definición de t

x := x− 1.∀k : k ≥ 0 : y := k.((|x|, y) < t0)
= ∵ sustitución
∀k : k ≥ 0 : (|x− 1|, k) < t0

⇐ ∵ orden lexicográfico
I ∧ x > 0 ∧ (|x|, y) = t0

La terminación es débil ya que dado K, si por ejemplo el valor inicial de x
es positivo, existe una ejecución con más de K pasos: elegir en el primer ciclo la
primera sentencia guardada, asignar a y el valor K +1, y después, en sucesivos
ciclos, elegir la última sentencia guardada (realizará más de K + 2 pasos).

8.61 [180] (A).— {C}incb{C} significa: incb siempre termina, mientras que el triple-
te {b = k}incb{(b− k) par ≥ 0} significa: incb incrementa b es un valor par no
negativo. Por definición [incb.C ≡ C], de donde obtenemos el primer triplete.
Para probar el segundo:

incb.(b− k par ≥ 0)
= ∀i : i ≥ 0 : b := b + 2i.(b− k par ≥ 0)
= ∀i : i ≥ 0 : (b + 2i− k) par ≥ 0⇐

b = k

(B).— Tenemos ∀k : k ≥ 0 : [F ≡ incb.(b ≤ k)], además de [C ≡ incb.C].

(C).—
b, r :∈ Z; b, r := 3, 3;
∗[[ r > 0 ∧ b > 0 → r := r − 1; incb

r > 1 → r := r − 2
b > 1 → b := b− 2 ]]

(D).— Consideremos el predicado I
.= b impar ∧ b, r ≥ 0. Es fácil ver que es

un invariante y que la función t
.= (r, b) es un contador para el conjunto bien

construidoN×N con el orden lexicográfico. En efecto: es evidente que I asegura
directamente t ∈ N×N. Para ver la invariabilidad y el decremento de t veamos
únicamente el efecto de la primera sentencia del bucle:

r := r − 1; incb.((r, b) < t0 ∧ b impar ∧ b ≥ 0 ∧ r ≥ 0)
= ∵ semántica de composición y definición de incb

r := r − 1.
∀i : i ≥ 0 : b := b + 2i.((r, b) < t0 ∧ b impar ∧ b ≥ 0 ∧ r ≥ 0)

= ∵ sustitución
r := r − 1.
∀i : i ≥ 0 : (r, b + 2i) < t0 ∧ b + 2i impar ∧ b + 2i ≥ 0 ∧ r ≥ 0

= ∵ sustitución
∀i : i ≥ 0 : (r − 1, b + 2i) < t0 ∧ (b + 2i) impar ∧ b + 2i ≥ 0 ∧ r − 1 ≥ 0
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⇐ ∵ cálculo, orden lexicográfico
(r, b) = t0 ∧ r > 0 ∧ b > 0 ∧ I(≡ b impar ∧ . . . )

Por otro lado, tenemos trivialmente: {C}b, r := 3, 3; {I}, y por el teorema de
los contadores tendremos también: {I}b, r := 3, 3;R{I ∧ ¬OB}. Pero

I ∧ ¬OB⇒
b impar ∧ 0 ≤ b ≤ 1 ∧ 0 ≤ r ≤ 1 ∧ (r ≤ 0 ∨ b ≤ 0)⇒
r = 0 ∧ b = 1

de donde el juego termina con una sola bola blanca. Termina solo débilmente
ya que no es posible acotar el número de pasos del bucle, puesto que una eje-
cución adecuada de la primera secuencia con guardas exige posteriormente un
número de ciclos mayor que cualquier número natural.

8.62 [181] Aplicaremos el Teorema de los Contadores Generalizados (TCG) toman-
do t

.= (x, y) y el invariante I
.= x, y ≥ 0. La invariancia es trivial. C .= N2 es

bien construido, y se verifican las condiciones del TCG. Falta probar:

(a) I ∧ x > 0 ∧ t = t0 ⇒ Azarx012; y := yx.(t < t0)
(b) I ∧ y > 0 ∧ t = t0 ⇒ Azarx012; y := y − 1.(t < t0)

Ambas se prueban en forma parecida. Antes se prueba

[ x = a > 0 ⇒ Azarx012.(0 ≤ x < a) ] (∗)

que es muy fácil (véase Ejercicio 9.35). Además,

Azarx012; y := yx.((x, y) < (x0, y0))
= ∵ sustitución

Azarx012.((x, yx) < (x0, y0))
⇐ ∵ orden lexicográfico, monotonı́a de Azar

Azarx012.(x < x0)
= ∵ (∗)

x = x0 > 0⇐
I ∧ x > 0 ∧ t = t0.

Luego el bucle termina, y lo hace satisfaciendo I ∧ x, y ≤ 0 ⇒ x = y = 0.

8.63 [181] Imposible, ya que el lenguaje de Dijkstra es continuo (Teorema 8.1).

8.64 [181] La corrección se obtiene del invariante I
.= x impar ≥ 0 ∧ y impar ≥ 0,

ya que, si terminara y fuera invariante tendrı́amos al final del bucle

I ∧ ¬OB
=

0 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ 2 ∧ x, y impares⇒
x = 1 ∧ y = 1.

Para demostrar que termina probaremos que la función

t(x, y) .=
{

(|x|+ 1, y) si x < 0
(x, y) si x ≥ 0
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es un Z2–contador asociado al invariante I para el conjunto bien construido N2

(con el orden lexicográfico). En definitiva hay que probar:

(A).— I es invariante. Veamos solamente un caso

[I ∧ x > 1 ∧ y ≤ 2 ⇒ x, y := x− 2, y + 2.I]
= ∵ semántica

[x impar, y impar ≥ 0 ∧ x > 1 ∧ y ≤ 2 ⇒ x− 2 impar, y + 2 impar ≥ 0]
=

Cierto

(B).— [I ∧ OB ⇒ t ∈ N2]. Esta es fácil ya que t ∈ N2.

(C).— ∀i : 1 ≤ i ≤ 3 : [I ∧ Bi ⇒ (Si.t) < t]. En efecto, veamos una de ellas

x := −x.t < t
= ∵ sustitución

t(−x) < t(x)
= ∵ si x < 0, definición de t

(x, y) < (|x|+ 1, y)
= ∵ orden lexicográfico

Cierto
El programa termina solo débilmente ya que dado K podemos encontrar una
ejecución con más de K pasos; basta observar que si la primera sentencia asig-
na a x el valor −K, y seleccionamos al principio la primera guarda y después
sucesivamente la segunda, ejecutarı́amos más de K pasos.

8.65 [181] (A).— Un programa termina débilmente si termina pero no es posible
encontrar una cota del número de sentencias elementales que realiza como fun-
ción del estado inicial. Como ejemplo vale el del apartado (C).

(B).— No, ya que continuidad y terminación débil implica terminación fuerte
(véase Teorema 8.49).

(C).— El siguiente programa simula el juego, siendo la sentencia Incx una sen-
tencia que incrementa x con un número natural con indeterminismo no acota-
do (véase Ejemplo 8.6:162):

b, v, r :∈ Z — tres variables con las frecuencias de cada color
b, v, r := 20, 20, 20;
∗[[ b > 0 → b := b− 1; Incr; Incv

r > 0 → r := r − 1; Incv

v > 0 → v := v − 1 ]]

Obsérvese que cada guarda determina si es posible extraer una bola de un
color determinado. El bucle termina débilmente ya que C .= N3( ⊆ Z3) es
bien construido para la relación de orden lexicográfica, y la función t : E → Z3

definida por t
.= (b, r, v), es un contador generalizado relativo al predicado

invariante I
.= (b, r, v) ∈ C, ya que, ptle

(a) I ⇒ t ∈ C (trivial),
(b1) I ∧ b > 0 ∧ t = t0 ⇒ b := b− 1; Incr; Incv.(t < t0),
(b2) I ∧ r > 0 ∧ t = t0 ⇒ r := r − 1; Incv.(t < t0),
(b3) I ∧ v > 0 ∧ t = t0 ⇒ v := v − 1.(t < t0),
(c) I es un invariante (trivial).
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Recordemos que la sentencia Inc x tiene como transformador de predicados:

Inc x . Z
.= ∀k : k ≥ 0 : x := x + k.Z

Con esta definición, veamos por ejemplo (b2):

r := r − 1; Incv.(t < t0)
= ∵ definición de Inc y de t

r := r − 1.∀k : k ≥ 0 : v := v + k.((b, r, v) < (b0, r0, v0))
=

sustitución
∀k : k ≥ 0 : (b, r − 1, v + k) < (b0, r0, v0)

⇐ ∵ relación lexicográfica
(b, r, v) = (b0, r0, v0)

Las otras implicaciones se prueban igual. El programa no termina fuertemen-
te ya que dado K, podemos encontrar una ejecución con K + 1 asignaciones;
por ejemplo, seleccionar en el primer paso la segunda guarda asignando a la
variable v el valor K; después ejecutar la tercera guarda K veces, con lo que ha-
bremos ejecutado K + 1 sentencias elementales. Finalmente, no existe ninguna
contradicción con el apartado (B) ya que el programa no es continuo.

8.66 [181] (A).— FALSO: la sentencia desastre – Ejemplo 8.2 – es sana y no es
continua.

(B).— FALSO: desastre introduce indeterminismo no acotado.

(C).— FALSO: el transformador [S.X
.= x := 0.X ∨ x := 1.X] es estricto,

pero no es conjuntivo ya que, para A
.= (x = 0) y B

.= (x = 1), se verifica
[S.(A ∧ B) ≡ F ], pero [S.A ∧ S.B ≡ C].

(D).— CIERTO. Véase Ejercicio 3.18.

(E).— CIERTO. Por ejemplo, para S .= [[C → y := 1 C → y := 0 ]] ; x := 1,

S.(x = 1) ≡ [[C → y := 1 C → y := 0 ]] .Cierto ≡ Cierto
S.(y = 1) ≡ y := 1.y = 1 ∧ y := 0.y = 1 ≡ Falso

e igualmente, [S.(y = 0) ≡ Falso], pero [S.(y = 1∨ y = 0) ≡ Cierto], de donde
S no es disyuntiva.

8.68 [182] El programa Azarx; ∗[[x > 0 → x := x − 1 ]] termina solo débilmente ya
que el número de pasos del bucle es el valor inicial de x, que es indeterminista
no acotado. Esto no está en contradicción con terminación 6⇒ terminación fuerte,
ya que es un ejemplo de lo anterior.

8.69 [182] (A).— Para la sentencia S.X
.= ¬X , tenemos, ptle

S.(x ≥ 2) ∧ S.(x ≤ 2) ≡ x < 2 ∧ x > 2 ≡ F
S.(x ≥ 2 ∧ x ≤ 2) ≡ S.(x = 2) ≡ x 6= 2

de donde [S.x ≥ 2 ∧ S.x ≤ 2 6≡ S.(x ≥ 2 ∧ x ≤ 2)], y S no es conjuntiva.

(B).— Por ejemplo, S
.= [[C → x := 1 C → x := 2 ]] , que verifica ptle

S.Q ≡ C ∧ (C ⇒ x := 1.Q) ∧ (C ⇒ x := 2.Q) ≡ x := 1.Q ∧ x := 2.Q
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y de aquı́ es fácil ver que es indeterminista, ya que, ptle

Cierto ≡ S.(x = 2 ∨ x = 1) 6≡ S.x = 2 ∨ S.x = 1 ≡ F

y además, [S.Cierto = Cierto].

(C).— Definimos la sentencia A.Z
.= ∀n : n ∈ N : x := 2n.Z, que verifica:

(a) [ A.(par pos x) ],
(b) ∀n : n ≥ 0 : [A.(0 ≤ x ≤ n) ≡ Falso].

Si consideramos la sucesión de predicados {0 ≤ x ≤ k}, ésta es creciente y, ptle

A.(∃k : 0 ≤ x ≤ k : 0 ≤ x ≤ k ∧ par pos x)
= ∵ (a)

Cierto6=
Falso

= ∵ (b)
∃k : 0 ≤ x ≤ k : A.(0 ≤ x ≤ k ∧ par pos x)

y por tanto A no es continua.

8.71 [182] (A).— Véase el Ejemplo 8.19.

(B).— ptle

[[ p → S q → T ]] .X
= ∵ semántica selectiva

(p ∨ q) ∧ (p ⇒ S.X) ∧ (q ⇒ T.X)
= ∵ regla de oro

(p ∨ q) ∧ (p ≡ p ∧ S.X) ∧ (q ≡ q ∧ T.X)
= ∵ S =p S′ ∧ T =q T ′

(p ∨ q) ∧ (p ≡ p ∧ S′.X) ∧ (q ≡ q ∧ T ′.X)
= ∵ regla de oro y semántica selectiva

[[ p → S′ q → T ′ ]] .X

(C).—

[[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Si ]] . Z
= ∵ semántica de la selectiva

OB ∧ ∀i : 1 ≤ i ≤ n : bi ⇒ Si.Z
= ∵ CP

OB ∧ ∀i : 1 ≤ i ≤ n : bi ⇒ bi ∧ Si.Z
= ∵ hipótesis: ∀Z, i : 1 ≤ i ≤ n : [bi ∧ Si.Z ≡ bi ∧ Ti.Z]

OB ∧ ∀i : 1 ≤ i ≤ n : bi ⇒ bi ∧ Ti.Z
= ∵ CP

OB ∧ ∀i : 1 ≤ i ≤ n : bi ⇒ Ti.Z
= ∵ semántica de la selectiva

[[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Ti ]] . Z

(D).—

∗[[ p → S q → T ]] = ∗[[ p → S′ q → T ′ ]]
= ∵ equivalencia con bucles con una sola guarda
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∗[[ p ∨ q → [[ p → S q → T ]] ]] = ∗[[ p ∨ q → [[ p → S′ q → T ′ ]] ]]
⇐ ∵ apartado (A)

[[ p → S q → T ]] = [[ p → S′ q → T ′ ]]
⇐ ∵ apartado (B)

S =p S′ ∧ T =q T ′

(E).— ptle

x > 0 ∧ [[x > 0 → x := x + 1 x < −3 → x := x− 1 ]] . Z
= ∵ semántica de la selectiva

x > 0 ∧ (x > 0 ∨ x < −3)∧
(x > 0 ⇒ x := x + 1.Z) ∧ (x < −3 ⇒ x := x− 1.Z)

= ∵ CP
x > 0 ∧ (x > 0 ⇒ x := x + 1.Z) ∧ (x < −3 ⇒ . . . )

= ∵ CP
x > 0 ∧ x := x + 1.Z

(F ).— Sea S
.= [[x > 0 → x := x− 1 x < 0 → x := x + 1 ]] . Entonces,

[[x > 0 → x := x + 1 x ≤ 0 → x := x− 1 ]] ;S
= ∵ Ejercicio 6.28(D)

[[x > 0 → x := x + 1; S x ≤ 0 → x := x− 1; S ]]
= ∵ {x > 0}x := x + 1{x > 0}, además S =x>0 x := x− 1

[[x > 0 → x := x + 1; x := x− 1 x ≤ 0 → x := x− 1;S ]]
= ∵ {x ≤ 0}x := x− 1{x < 0}, además S =x<0 x := x + 1

[[x > 0 → x := x + 1; x := x− 1 x ≤ 0 → x := x− 1;x := x + 1 ]]
= ∵ Lema 4.7(i) (de sustitución)

[[x > 0 → nada x ≤ 0 → nada ]]
= ∵ semántica

nada

8.72 [183] (A).— Y : [Y ≡ i ≥ N ∨ i < N ∧ i := i + 2.Y ]

(B).—

∀k : k ≥ 0 : [N − 2k ≤ i ⇒ Y1]
= ∵ inducción:

–CASO BASE:[N ≤ i ⇒ Y1]
trivial, ya que si Y1 es punto fijo, Y1 ≡ i ≥ N ∨ . . .

– PASO INDUCTIVO: ptle
Y1

= ∵ si fuera un punto fijo
i ≥ N ∨ i < N ∧ i := i + 2.Y1

⇐ ∵ HI:[N − 2k ≤ i ⇒ Y1]; i := i + 2 es monótona
i ≥ N ∨ i < N ∧ i := i + 2.N − 2k ≤ i

= ∵ semántica asignación
i ≥ N ∨ i < N ∧ N − 2k ≤ i + 2

= ∵ cálculo
N − 2(k + 1) ≤ i

(C).— Sea Y1 un punto fijo; entonces, ptle

Cierto



322 12 - Soluciones a los Ejercicios

= ∵ por el apartado (B)
∀k : k ≥ 0 : [N − 2k ≤ i ⇒ Y1]

= ∵ [ ] es conjuntivo
[∀k : k ≥ 0 : (N − 2k ≤ i ⇒ Y1)]

= ∵ cálculo
[(∃k : k ≥ 0 : N − 2k ≤ i) ⇒ Y1]

= ∵ cálculo
[Cierto ⇒ Y1]

= ∵ cálculo
[Y1]

de donde cualquier punto fijo debe ser Cierto ptle, y en particular [R.C ≡ C].

(D).— La nueva ecuación que debe verificar R′.C es Y : [Y ≡ g.Y ], donde
g.Y

.= i ≥ N ∨ i < N ∧ S′.Y . Pero, ptle

S′.(i ≥ N)
= ∵ semántica selección

i < N ∧ i + 2 ≥ N ∧ i− 1 ≥ N
= ∵ cálculo

Falso

de donde [g.(i ≥ N) ≡ i ≥ N ], y i ≥ N es un punto fijo; pero [i ≥ N ⇒ g.Y ],
luego i ≥ N es el menor punto fijo. La interpretación es que para asegurar la
terminación no debe ejecutarse ninguna vez el cuerpo del bucle, ya que podrı́a
ejecutarse indefinidamente la segunda sentencia guardada.

8.73 [183] (Véase también Ejercicio 8.50) (A) y (C).— Calculemos Hn.C pero to-
mando la sentencia x := x + N en lugar de x := x + 1. Por definición [H0.C ≡
¬b], mientras que (pongamos Hn.C == Hn para simplificar), ptle

H1

= ∵ definición y semántica selectiva
H0 ∨ b ∧ x := x + N.b := x < 10.H0 ∧ x := x− 1.b := x > 0.H0

= ∵ [H0 ≡ ¬b]
¬b ∨ b ∧ x := x + N.b := x < 10.¬b ∧ x := x− 1.b := x > 0.¬b

= ∵ semántica asignación
¬b ∨ b ∧ x := x + N.x ≥ 10 ∧ x := x− 1.x ≤ 0

= ∵ semántica asignación
¬b ∨ b ∧ x + N ≥ 10 ∧ x ≤ 1

Luego, para N = 1, [H1 ≡ ¬b], y por inducción, [Hn ≡ ¬b], de donde, ya
que [R.C ≡ ∃n : n ≥ 0 : Hn], [R.C ≡ ¬b]. Lo mismo puede decirse para N ≤ 8.

(B).— La interpretación es simple: si el bucle comienza (necesariamente con
b) entonces se pueden ejecutar en forma alternativa ambas secuencias guarda-
das, y el bucle no termina. Pero esto no es posible si por ejemplo N = 9, ya
que dejarı́a de verificarse la alternancia puesto que necesariamente una de las
secuencias guardadas cambiará el valor de b.

(D).— La ecuación que determina la semántica en TPF de R.C es

Y : [Y ≡ ¬b ∨ b ∧ x := x + N.b := x < 10.Y ∧ x := x− 1.b := x > 0.Y ]
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que admite la solución ¬b, y por la Nota 8.12, el menor punto fijo es ¬b, que
serı́a la semántica de R.C.

8.74 [183] (A).— Definimos Extrae
.= [[C → x := 1 C → x := 3 C → x := 5 ]] ,

cuyo transformador de predicados es

Extrae.Z ≡ x := 1.Z ∧ x := 3.Z ∧ x := 5.Z

Fácilmente vemos que Extrae no es disyuntivo; ası́, tomando Z1
.= x = 1, y

Z2
.= x 6= 1, entonces [Extrae.Zi ≡ Falso], mientras que Extrae.(Z1 ∨ Z2) =

Cierto, luego Extrae no es disyuntivo. Además Extrae.(x = 1 ∨ x = 2 ∨ x =
3) ≡ Cierto; de aquı́ obtenemos el triplete {C}Extrae{x = 1 ∨ x = 3 ∨ x = 5}.

(B).— Consideremos el programa P

r, b := 3, 3;
∗[[ r > 1 → r := r − 2

b > 1 → b := b− 2
r > 0 ∧ b > 0 → r, b := r − 1, b− 1; Extrae; b := b + x ]]

Es fácil demostrar que I
.= r, b ≥ 1 ∧ impar b es un invariante:

(r := r − 2.I) ≡ (r − 2, b ≥ 1 ∧ impar b) ⇐ (I ∧ r > 1

r, b := r − 1, b− 1.Extrae.b := b + x.I
=

r, b := r − 1, b− 1.Extrae.b := b + x.(r, b ≥ 1 ∧ impar b))
=

r, b := r − 1, b− 1.Extrae.(r, b + x ≥ 1 ∧ impar (b + x)
= ∵ definición de Extrae

r, b := r − 1, b− 1.(r, b + 1 ≥ 1 ∧ impar (b + 1)∧
r, b + 3 ≥ 1 ∧ impar (b + 3) ∧ r, b + 5 ≥ 1 ∧ impar (b + 5) )

⇐ ∵ monotonı́a
r, b := r − 1, b− 1.(r ≥ 1 ∧ b ≥ 1 ∧ par b)

=
r − 1 ≥ 1 ∧ b− 1 ≥ 1 ∧ par (b− 1)⇐
I ∧ r, b > 0

(C).— Si el programa P termina siempre, entonces por el teorema de invarian-
tes {C}P{¬OB ∧ I}, pero [¬OB ∧ I ⇒ r = 0 ∧ b = 1], y al final del juego la
urna contiene exactamente una única bola blanca.

(D).— Un contador entero puede ser t
.= Kr + b, donde K se tomará de for-

ma que la tercera sentencia guardada S3 decremente el contador. Ya que S3

incrementa b a lo sumo en 5 unidades, bastará tomar K > 5 (demuéstrese esto
último).

(E).— Si utilizamos conjuntos bien construidos, tomaremos C ≡ N2 con el or-
den lexicográfico y el contador t(r, b) = (r, b); entonces, solamente tenemos
dificultad en la sentencia S3; pero [(S3.t) < t] (demuéstrese).

8.75 [184] (A).— La ecuación es Y : [Y ≡ g.Y ], donde g.Y
.= x = y ∨ SI.Y .

(B).— Por el teorema de Tarski–Knaster (Teorema 2.13) bastará probar que
[g.Z ⇒ Z], siendo Z

.= (x− y) par. Pero, ptle,
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g.Z
=

x = y ∨ SI.Z
= ∵ semántica selectiva

x = y ∨ x 6= y ∧ (x > y ⇒ x, y := x− 1, y + 1.Z)∧
(x < y ⇒ x, y := x + 1, y − 1.Z)

= ∵ definición de Z, ya que [x, y := x− 1, y + 1.Z ≡ Z], . . .
x = y ∨ x 6= y ∧ (x > y ⇒ Z) ∧ (x < y ⇒ Z)

= ∵ CP
x = y ∨ x 6= y ∧ (x 6= y ⇒ Z)

= ∵ CP
x = y ∨ x 6= y ∧ Z

= ∵ x = y ⇒ Z, regla de oro, tercio excluido
Z

Luego hemos demostrado que [g.Z ≡ Z], y en particular [g.Z ⇒ Z].

(C).— Por definición de triplete, basta probar [A ⇒ R.C] ⇒ [A ⇒ Z], que
es consecuencia de [R.C ⇒ Z] y de la transitividad de ⇒ .

(D).— Ya sabemos que ∀i :: [Z ≡ Si.Z].

(E).— Hay que probar, ∀i y ptle: (1) bi ∧ Z ⇒ t > 0 (trivial), (2) bi ∧ Z ⇒
wdec(Si, t). De nuevo por simetrı́a, basta probar una de las implicaciones de
(2). Tenemos, ptle,

wdec(x, y := x− 1, y + 1 | t)
= ∵ Lema 6.43, definición de t
|x− y − 2| < |x− y|

⇐ ∵ CP
x > y ∧ (x− y) par

(F ).— Del apartado (E) y del (D), aplicando el Teorema de los Contadores
(Teorema 6.38) y el Teorema de Invariantes, concluimos [Z ⇒ R.C]; la otra
implicación es consecuencia del apartado (B).

(G).— La interpretación es que, si comienza el bucle con x−y impar, entonces,
llegará un momento en que los valores de x e y oscilen entre los valores m− 1
y m + 1, siendo m la media; por ejemplo, para (x, y) = (2, 7), la secuencia de
valores sucesivos es (2, 7), (3, 6), (4, 5), (5, 4), (4, 5), . . . .

9.12 [196] Es fácil demostrar, ptle,

m.(i > 100) = i > 100 ∨ i := i + 1.m.(m.i > 100)

La propiedad
[i = k ∧m.(X ∧ i > 100) ≡ i = k ∧m.X] (∗)

es trivialmente cierta para k > 100. Para k ≤ 100:

i = k ∧m.(X ∧ i > 100)
= ∵ k ≤ 100, (in)

i = k ∧ i := i + 101− k.(X ∧ i > 100)
=

i = k ∧ i := i + 101− k.X ∧ i > k − 1
= ∵ (in), regla de oro
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i = k ∧m.X

De aquı́ obtenemos, m; m = m, ya que m.m.X

=
m.(m.X)

= ∵ (∗)
m.(m.X ∧ i > 100)

= ∵ PF
m.(X ∧ i > 100)

= ∵ (∗)
m.X

9.15 [201] (A).— Tenemos, ptle

SI.X
= ∵ semántica

(Cierto ⇒ U.X) ∧ (Cierto ⇒ V.X)
= ∵ [(Cierto ⇒ A) ≡ A]

U.X ∧ V.X

(B).— También, ptle
[[ a → U b → V b → W ]] .X

≡
[[ a → U b → [[C → V C → W ]] ]] .X

= ∵ semántica de SI , (A)
(a ∨ b) ∧ (a ⇒ U.X) ∧ (b ⇒ V.X) ∧ (b ⇒ W.X)

≡
(a ∨ b) ∧ (a ⇒ U.X) ∧ (b ⇒ V.X ∧W.X)

= ∵ [(b ⇒ V.X) ∧ (b ⇒ W.X) ≡ b ⇒ V.X ∧W.X]
Cierto

(C).— De nuevo, ptle
m.X

= ∵ (B)
[[ i > 10 → nada i ≤ 10 →

[[C → i := i + 2; m; m C → i := i + 2; m ]] ]] .X
= ∵ semántica selección binaria y (A)

i > 10 ∧ nada.X ∨ i ≤ 10 ∧ i := i + 2; m; m.X ∧ i := i + 2; m.X
= ∵ semántica nada, conjuntividad de i := i + 2;m

i > 10 ∧ X ∨ i ≤ 10 ∧ i := i + 2; m.(m.X ∧ X)

(D).—
{i = 10}m{X} ≡ {i = 10}i := i + 2{X}

= ∵ def. triplete
[i = 10 ⇒ m.X] ≡ [i = 10 ⇒ i := i + 2.X]

= ∵ regla de oro
[i = 10 ∧m.X ≡ i = 10] ≡ [i = 10 ∧ i := i + 2.X ≡ i = 10]

⇐ ∵ regla de Leibniz
[(i = 10 ∧m.X) ≡ (i = 10 ∧ i := i + 2.X)]

= ∵ por (C) y conjuntividad de asignación
[i = 10 ∧ i := i + 2.m.(X ∧m.X) ≡ i := i + 2.(i = 12 ∧ X)]
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= ∵ semántica asignación, conjuntividad
[i := i + 2.(i = 12 ∧m.(X ∧m.X)) ≡ i := i + 2.(i = 12 ∧ X)]⇐
[i = 12 ∧m.(X ∧m.X) ≡ i = 12 ∧ X]

= ∵ (C)
[i = 12 ∧ X ∧m.X ≡ i = 12 ∧ X]

= ∵ (C)
[i = 12 ∧ X ∧ X ≡ i = 12 ∧ X]

=
Cierto

9.24 [206] Sea Z un predicado arbitrario. Primero probaremos por inducción,

∀N : N ∈ N : [xfact(N, u).Z ≡ u := N !.Z] (∗)
El caso base corresponde a N = 0, y tendremos,

xfact(0, u).Z
= ∵ semántica por nombre

0, u ∈ N ∧ [[ 0 = 0 → u := 1 0 > 0 → xfact(0− 1, u); u := u ∗ 0 ]] .Z
= ∵ semántica selectiva

0, u ∈ N ∧ u := 1.Z
= ∵ por la declaración de u, además de 0! = 1

u := 0!.Z

Veamos ahora el paso inductivo, para N > 0:

xfact(N,u).Z
= ∵ semántica por nombre

N, u ∈ N ∧ [[ N = 0 → u := 1 N > 0 → xfact(N − 1, u); u := u ∗N ]] .Z
= ∵ semántica selectiva, N > 0, además de N,u ∈ N

xfact(N − 1, u).(u := u ∗N.Z)
= ∵ HI

u := (N − 1)!.(u := u ∗N.Z)
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

u := (N − 1)! ∗N.Z
= ∵ definición de factorial

u := N !.Z

Ahora aplicamos (∗) y tendremos, para u, N ∈ N:

xfact(N,u).(u = N !)
= ∵ por (∗), tomando Z

.= (u = N !)
u := N !.(u = N !)

= ∵ sustitución
N ! = N !

=
Cierto

9.26 [207] (A).— T.X
.= ∃k : k ≥ 0 : T k.X , donde

T 0 .= aborta, T k+1 .= S; [[ b → T k ¬b → nada ]] .

(B).— Basta probar que S.R.X es solución de la ecuación caracterı́stica de T

Y : [ Y ≡ S.((b ⇒ Y ) ∧ (¬b ⇒ X)) ]
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S.((b ⇒ S.R.X) ∧ (¬b ⇒ X))
=

S.[[ b → S;R ¬b → nada ]] .X
= ∵ semántica de R según puntos fijos

S.R.X

(C).— Tenemos

[S.R.X ⇒ T.X]
= ∵ semánticas inductivas de R y T ; T 0 .= aborta

[S.(∃k : k ≥ 0 : Hk.X) ⇒ (∃k : k ≥ 0 : T k+1.X)]
⇐ ∵ S es continuo
∀k : k ≥ 0 : [S.Hk.X ⇒ T k+1.X]

y lo último se prueba por inducción

— CASO BASE:

T 1.X

= ∵ T k+1 = S; [[ b → T k ¬b → nada ]]

S; [[ b → aborta ¬b → nada ]] .X

= ∵ semántica

S.(¬b ∧ X)
=

S.H0.X

– PASO INDUCTIVO:

[S.Hk+1.X ⇒ T k+2.X]
=

[S.Hk+1.X ⇒ S; [[ b → T k+1 ¬b → nada ]] .X]
=

[S.Hk+1.X ⇒ S.(¬b ∧ X ∨ b ∧ T k+1.X)]

⇐ ∵ S es monótona

[Hk+1.X ⇒ ¬b ∧ X ∨ b ∧ T k+1.X]

= ∵ def. de Hi

[H0.X ∨ b ∧ S.Hk.X ⇒ ¬b ∧ X ∨ b ∧ T k+1.X]

⇐ ∵ CP

[S.Hk.X ⇒ T k+1.X]

(D).— Trivial. La interpretación es la posibilidad de implementar un bucle re-
peat a través de un bucle while.

9.28 [207] La semántica del procedimiento T en términos de puntos fijos viene dada
como el menor punto fijo de cierta ecuación, que resulta ser, por el teorema de
Kleene, el lı́mite de la sucesión de transformadores

T 0 .= aborta, T k+1 .= [[x > 0 → x := x− 1; T k x ≤ 0 → T k ]]

de donde se obtiene
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T 1

=
[[ x > 0 → x := x− 1; aborta x ≤ 0 → aborta ]]

= ∵ semántica selectiva
aborta

y es fácil demostrar por inducción que ∀k : k ≥ 0 : T k = aborta. Otra prueba
directa es usando los siguientes hechos: (1) aborta es solución de la ecuación
caracterı́stica de T (ya ha sido probado), y (2) es la menor solución (trivial, ya
que aborta es el menor transformador de predicados).

9.29 [207] (A).— Calculemos las dos semánticas:

asig(x + 1).x = y
= ∵ semántica por nombre

[i := x + 1]′i :∈ Z′∧
[i := x + 1][[x 6= i → x := y x = i → y := i ]] .(x = y)

= ∵ definición de sustitución
x + 1 ∈ Z ∧ [[x 6= x + 1 → x := y x = x + 1 → y := x + 1 ]] .(x = y)

= ∵ semántica selectiva
x + 1 ∈ Z ∧ C ∧ (x 6= x + 1 ⇒ x := y.x = y)∧
(x = x + 1 ⇒ y := x + 1.x = y)

= ∵ CP
x + 1 ∈ Z ∧ C ∧ (C ⇒ y = y) ∧ (F ⇒ . . .)

= ∵ CP
x + 1 ∈ Z
asig(x + 1).x = y

= ∵ semántica por valor – observe los paréntesis
[i := x + 1]′i :∈ Z′∧
[i := x + 1]([[ x 6= i → x := y x = i → y := i ]] .(x = y))

= ∵ semántica selectiva
x + 1 ∈ Z∧
[i := x + 1](C ∧ (x 6= i ⇒ x := y.(x = y)) ∧ (x = i ⇒ y := i.(x = y))

= ∵ definición de sustitución
x + 1 ∈ Z ∧ [i := x + 1]((x 6= i ⇒ y = y) ∧ (x = i ⇒ x = i))

= ∵ CP
x + 1 ∈ Z ∧ [i := x + 1]((x 6= i ⇒ C) ∧ C)

= ∵ CP
x + 1 ∈ Z ∧ [i := x + 1]C

=
x + 1 ∈ Z

Luego, si x es entera, con ambas semánticas: {Cierto}asig(x + 1){x = y}.

(B).— Para obtener a través de la semántica por necesidad alguna diferencia bas-
ta tomar expresiones con algún error, como por ejemplo asig(1/0), ya que la
semántica por necesidad es no estricta y obtenemos, ptle

asig(1/0).(x = y)
s.p.necesidad≡ Cierto, asig(1/0).(x = y)

s.p.valor≡ Falso.

9.30 [207] Ver Ejercicio 9.25.
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9.31 [207] Véase Ejemplo 9.11.

9.32 [208] (A).— En primer lugar, para cualquier predicado Z, la semántica del
procedimiento para una llamada (estricta) por nombre es, ptle

f(y, a, u).Z ≡ y, a, u ∈ N ∧ (y > 0 ∧ f(y − 1, xa, u).Z ∨ y ≤ 0 ∧ u := a.Z) (∗)

Probaremos por inducción sobre y que se tiene ∀y : y ∈ N : V(y), donde

V(y) .= ∀a, x : a, x ∈ N : [f(y, a, u).(u = axy)]

— CASO BASE; para y = 0,

[f(0, a, u).(u = a)]
= ∵ (∗)

[u := a.(u = a)]
= ∵ semántica asignación

Cierto

— PASO INDUCTIVO; supongamos y > 0,

[f(y, a, u).(u = axy)]
= ∵ y > 0, (∗)

[f(y − 1, xa, u).(u = axy)]
= ∵ tomando xa = x′

[f(y − 1, x′, u).(u = ax′xy−1)]
= ∵ HI

Cierto

(B).— Bastará probar, {a = 1}f(p, a, u){u = xp}. Pero,

a = 1 ∧ f(p, a, u).(u = xp)
= ∵ Ver siguiente ecuación (∗∗)

a = 1 ∧ f(p, a, u).(a = 1 ∧ u = xp)
= ∵ por (∗)

Cierto

y bastará demostrar que una llamada al procedimiento no cambia el valor de
la variable a; es decir, que se tiene

∀y : y ∈ N : ( ∀a, x : a, x ∈ N : [a = a0 ⇒ f(y, a, u).(a = a0)] ) (∗∗)

que se demuestra por inducción sobre y. La demostración es parecida. Por la
regla de oro, bastará demostrar el siguiente predicado equivalente:

[a = a0 ∧ f(y, a, u).(a = a0) ≡ a = a0]

— CASO BASE; para y = 0, y ptle

a = a0 ∧ f(0, a, u).(a = a0)
= ∵ (∗)

a = a0 ∧ u := a.(a = a0)
= ∵ u 6≡ a

a = a0

— PASO INDUCTIVO; si y > 0, ptle

a = a0 ∧ f(y, a, u).(a = a0)
= ∵ y > 0, (∗)

a = a0 ∧ f(y − 1, xa, u).(a = a0)
= ∵ HI

a = a0

9.34 [208] Estudiando el comportamiento de m para los valores 0, 1, . . . intuimos
que realiza las asignaciones i := −1, i := −2, . . . . Probaremos pues, por induc-
ción sobre a,

∀a : a ≥ 0 : [ (i = a ∧m.Z) ≡ (i = a ∧ i := −a− 1.Z) ] (∗)

El caso base serı́a, ptle
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i = 0 ∧m.Z
= ∵ semántica en términos de PF

i = 0 ∧ i := i− 1.m.i := i− 1.Z
=

i := i− 1.(i = −1 ∧m.i := i− 1.Z)
= ∵ semántica PF

i := i− 1.(i = −1 ∧ i := i + 1.i := i− 1.Z)
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

i = 0 ∧ i := i− 1.Z

El paso inductivo es parecido. Tenemos, ptle, si a > 0,

i = a ∧m.Z
= ∵ a > 0, semántica en términos de PF

i = a ∧ i := i− 1.m.i := i− 1.Z
= ∵ sustitución

i := i− 1.(i = a− 1 ∧m.i := i− 1.Z)
= ∵ HI

i := i− 1.(i = a− 1 ∧ i := −(a− 1).i := i− 1.Z)
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

i = a ∧ i := −a− 1.Z

Por tanto,

{i = 100}m{i = −101}
= ∵ definición de triplete

[i = 100 ⇒ m.(i = −101)]
= ∵ regla de oro

[i = 100 ≡ i = 100 ∧m.(i = −101)]
= ∵ por (∗), tomando Z == (i = −101)

[i = 100 ≡ i = 100 ∧ i := −i− 1.(i = −101)]
= ∵ CP

[i = 100 ≡ i = 100 ∧ − i− 1 = −101]
= ∵ CP

Cierto

9.35 [208] (A).— Para calcular el primer triplete calcularemos, ptle:

x = a > 0 ∧ Azarx012.(0 ≤ x < a)
= ∵ semántica selectiva, y asignaciones

x = a > 0 ∧ x > 0 ∧ (x > 0 ⇒ 0 < a) ∧ (x > 1 ⇒ 1 < a)∧
(x > 2 ⇒ 2 < a)

= ∵ CP, sustitutividad de x = a
x = a > 0 ∧ x > 0 ∧ (a > 0 ⇒ 0 < a) ∧ (a > 1 ⇒ 1 < a)∧
(a > 2 ⇒ 2 < a)

= ∵ CP
x = a > 0

De aquı́ obtenemos [x = a > 0 ⇒ Azarx012.(x < a)], y el primer triplete es
Cierto. Para el segundo calcularemos antes:

x > 1 ∧ Azarx012.(x = q)
= ∵ semántica selectiva, y asignaciones
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x > 1 ∧ x > 0 ∧ (x > 0 ⇒ 0 = q) ∧ (x > 1 ⇒ 1 = q)∧
(x > 2 ⇒ 2 = q)

= ∵ CP
x > 1 ∧ x > 0 ∧ 0 = q ∧ 1 = q ∧ . . .

= ∵ CP
Falso

y obtenemos que el segundo triplete es Falso, ya que

{x > 1}Azarx012{x = q}
= ∵ definición de triplete

[x > 1 ⇒ Azarx012.(x = q)]
= ∵ regla de oro

[x > 1 ∧ Azarx012.(x = q) ≡ x > 1]
= ∵ por lo anterior

[Falso ≡ x > 1]
= ∵ CP

[x ≤ 1]
= ∵ x es entera

Falso

(B).— Es fácil obtener [Azarx012.(x ≤ 0) ≡ Falso], y de aquı́ que el predicado
x ≤ 0 sea la menor solución de la ecuación:

Y : [ Y ≡ x ≤ 0 ∨ x > 0 ∧ Azarx012.Y ]

que caracteriza a la semántica de R.Cierto en términos de puntos fijos (TPF).
Por tanto, [R.C ≡ x ≤ 0]. Es decir, no podemos garantizar la terminación del
bucle si el estado inicial es x > 0; sin embargo garantizamos la terminación en
los restantes casos. Esto no es sorprendente y es válido para cualquier bucle
∗[[ b → S ]] con [S.¬b ≡ Falso] (véase el Ejercicio 8.14).

(C).— Calculemos el comportamiento de m para 3 < x ≤ 5:

3 < x ≤ 5 ∧m.Q
= ∵ semántica en TPF

3 < x ≤ 5 ∧ x := x− 2.m.x := x + 2.Q
= ∵ sustitución

x := x− 2.(1 < x ≤ 3 ∧m.x := x + 2.Q)
= ∵ semántica en TPF

x := x− 2.(1 < x ≤ 3 ∧ Azarx012.x := x + 2.Q)
= ∵ CP

3 < x ≤ 5 ∧ [[x > 2 → x := 2 x > 3 → x := 3 x > 4 → x := 4 ]] .Q

Veamos ahora el comportamiento para 5 < x ≤ 7:

5 < x ≤ 7 ∧m.Q
= ∵ semántica en TPF

5 < x ≤ 7 ∧ x := x− 2.m.x := x + 2.Q
= ∵ sustitución

x := x− 2.(3 < x ≤ 5 ∧m.x := x + 2.Q)
= ∵ por lo anterior
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x := x− 2.(3 < x ≤ 5 ∧
[[ x > 2 → x := 2 x > 3 → x := 3 x > 4 → x := 4 ]] .
x := x + 2.Q)

= ∵ CP
5 < x ≤ 7 ∧ [[ x > 4 → x := 4 x > 5 → x := 5 x > 6 → x := 6 ]] .Q

Es fácil entonces probar por inducción sobre k, que

∀k : k ≤ 0 : [ 2k + 1 < x ≤ 2k + 3 ∧m.Q ≡ 2k + 1 < x ≤ 2k + 3 ∧ Azark.Q ]

donde
Azark

.= [[ x > 2k → x := 2k
x > 2k + 1 → x := 2k + 1
x > 2k + 2 → x := 2k + 2 ]]

10.12 [218] Recordemos la definición de equivalencia:

U =N V
.= ∀ρ, ρ′ :: (ρ, U) ³N ρ′⇐⇒ (ρ, V ) ³N ρ′ (∗)

Ya que la relación =N es de equivalencia, es transitiva, y (A) sigue de

(A1) nada; S =N S
(A2) S =N S; nada

y tendremos directamente también (B). Veamos (A1); tenemos

(ρ, S) ³N ρ′

= ∵ regla (nada)
(ρ, nada) ³N ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′

⇒ ∵ regla (; )
(ρ, nada; S) ³N ρ′

que es la primera implicación de (∗). Probemos la segunda implicación,

(ρ, nada; S) ³N ρ′

⇒ ∵ ya que (; ) es la única regla aplicable, para cierto ρ′′

(ρ, nada) ³N ρ′′ ∧ (ρ′′, S) ³N ρ′

⇒ ∵³N es determinista y (ρ, nada) ³N ρ, de donde ρ = ρ′′

(ρ, S) ³N ρ′

(A2) se demuestra de la misma forma.

10.13 [218] Sean R .= ∗ [[ b → S ]] y SI
.= [[ b → S;R nada ]] . Hay que demostrar,

∀ρ, ρ′, la doble implicación siguiente

(ρ,R) ³N ρ′⇐⇒ (ρ, SI) ³N ρ′

Demostremos la implicación ⇒ por inducción estructural sobre la derivación
(ρ,R) ³N ρ′; las únicas reglas aplicables son las que tienen como antecedentes

b.ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′′ ∧ (ρ′′,R) ³N ρ′∨¬b.ρ ∧ (ρ,R) ³N ρ ∧ ρ′ ≡ ρ
⇒ ∵ reglas (; ) y (si)

b.ρ ∧ (ρ, S;R) ³N ρ′ ∨ ¬b.ρ ∧ (ρ,R) ³N ρ′

⇒ ∵ regla (si)
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(ρ, SI) ³N ρ′

La otra implicación se prueba de forma similar.

10.14 [218] Basta probar que es imposible una derivación de la forma

(ρ, aborta;S) ³N ρ′

⇒ ∵ ya que (; ) es la única regla aplicable, para cierto ρ′′

(ρ, aborta) ³N ρ′′ ∧ (ρ′′, S) ³N ρ′⇒
absurdo: no existe ninguna regla con consecuente (ρ, aborta) ³N ρ′′

10.15 [218] Podemos definirla directamente

repite S hasta b
.= S; ∗[[¬b → S ]]

o alternativamente a través de las dos reglas:

(ρ, S) ³N ρ′ b.ρ′

(ρ, repite S hasta b) ³N ρ′

(ρ, S) ³N ρ′ ¬b.ρ′ (ρ′, repite S hasta b) ³N ρ′′

(ρ, repite S hasta b) ³N ρ′′

Ya que la aplicación de las reglas anteriores son excluyentes, el lenguaje resul-
tante sigue siendo determinista. Otra alternativa vı́a una única regla es:

(ρ, S) ³N ρ′′ (ρ′′, ∗[[¬b → S ]] ) ³N ρ′

(ρ, repite S hasta b) ³N ρ′

y para demostrar que el lenguaje obtenido es determinista basta razonar por
inducción estructural sobre la sentencia.

10.16 [218] Hay que probar

∀ρ, ρ′ :: (ρ, S; (T ; U)) ³N ρ′ ⇐⇒ (ρ, (S; T ); U) ³N ρ′

Cada implicación sigue por inducción estructural sobre la derivación. Por ejem-
plo, para la implicación ⇒ razonamos en la forma siguiente

(ρ, S; (T ; U)) ³N ρ′

= ∵ la única regla aplicable es (; ), para cierto ρ′′

(ρ, S) ³N ρ′′ ∧ (ρ′′, T ;U) ³N ρ′

= ∵ la única regla aplicable es (; ), para cierto ρ′′′

(ρ, S) ³N ρ′′ ∧ (ρ′′, T ) ³N ρ′′′ ∧ (ρ′′′, U) ³N ρ′

= ∵ regla (; )
(ρ, S; T ) ³N ρ′′′ ∧ (ρ′′′, U) ³N ρ′

= ∵ regla (; )
(ρ, (S; T ); U) ³N ρ′

10.17 [218] Tomemos S == x := 0 y T == y := x; entonces desde el entorno ρ1,1 las
únicas transiciones posibles son:

(ρ1,1, x := 0; y := x) ³N ρ0,1 (ρ1,1, y := x; x := 0) ³N ρ0,0
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Ya que los entornos finales son distintos, S;T 6=N T ; S.

10.22 [221]
b.ρ ∧ (∀i : i ≥ 0 : f i.ρ) ⇒ b.ρ ∧ wlp.R.Q.ρ

=
b.ρ ∧ (∀i : i ≥ 0 : f i.ρ) ⇒ b.ρ ∧ (∀ρ′ : (ρ,R) ³N ρ′ : Q.ρ′)

= ∀ρ′ : b.ρ ∧ (∀i : i ≥ 0 : f i.ρ) ∧ (ρ,R) ³N ρ′ : Q.ρ′
=

. . .

En definitiva tenemos [(∀i : i ≥ 0 : f i.ρ) ≡ wlp.R.Q.ρ], de dondeR es definible.

10.28 [226] Veamos la segunda

`O {P}S{Q}
= ∵ definición
∀ρ, ρ′ : P.ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′ : Q.ρ′

= ∵ CP
∀ρ′ : (∃ρ : P.ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′) : Q.ρ′

= ∵ definición
∀ρ′ : sp.S.P.ρ′ : Q.ρ′

=
[sp.S.P ⇒ Q]

Tenemos, por ejemplo,

sp.nada.P.ρ′

= ∵ definición
∃ρ : (ρ, nada) ³N ρ′ : P.ρ

=
P.ρ′

10.29 [226] Véase Ejercicio 10.34.

10.30 [226] (A).— Si consideremos las reglas de la Figura 5.0 eliminado las reglas de
la selectiva y sustituyéndolas por la regla

{b ∧ X}S{Y } {b′ ∧ X}S′{Y }
(si)

{X}[[ b → S b′ → S′ ]] {Y }
podemos tomar como reglas de la semántica operacional para la selectiva:

b.ρ (ρ, S) ³N ρ′
(si1)

(ρ, [[ b → S b′ → S′ ]] ) ³N ρ′
b′.ρ (ρ, S′) ³N ρ′

(ρ, [[ b → S b′ → S′ ]] ) ³N ρ′
(si2)

NOTA 12.1 Si en la regla de la selectiva añadimos el predicado [X ⇒ b ∨ b′]

[X ⇒ b ∨ b′] {b ∧ X}S{Y } {b′ ∧ X}S′{Y }
(si′)

{X}[[ b → S b′ → S′ ]] {Y }
(∗)

entonces el sistema es correcto para la semántica de Dijkstra y captura corrección total
(véase Ejercicio 5.24), pero entonces el cálculo de Hoare no será completo para la
semántica operacional. Ası́, después veremos que para la selectiva

SI
.
= [[ x > 2 → x := x + 1 x > 2 → x := x + 1 ]]

se verifica [wlp.SI.(x > 0) ≡ Cierto], de donde se cumple también `O {P}SI{x >
0}, para cualquier P . Sin embargo, con la nueva regla (∗) no es posible inferir, para
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cualquier P , el triplete `H {P}SI{x > 0}. En efecto, por el Ejercicio 5.36, sabemos
que, con la nueva regla se verifica:

`H {P}SI{Q} ⇒ [P ⇒ b ∨ b′]

pero es obvio que [P ⇒ b ∨ b′] en nuestro caso es [P ⇒ x > 0], y puede fallar.

(B).— Si el álgebra es expresiva, todas las sentencias son definibles y tenemos
`O {P}S{Q} ≡ [P ⇒ wlp.S.Q], donde wlpS.Q.ρ ≡ ∀ρ′ : (ρ, S) ³N ρ′ : Q.ρ′.
La prueba de esto último es similar a la prueba del Lema 10.21 salvo el caso de
la selectiva. Calculemos pues wlp.[[ b → S b′ → S′ ]] .Q, para las nuevas reglas
indeterministas:

wlp.[[ b → S b′ → S′ ]] .Q.ρ
= ∵ definición
∀ρ′ : (ρ, [[ b → S b′ → S′ ]] ) ³N t : Q.ρ′

= ∵ reglas de la selectiva
(b ∨ b′).ρ ∧ ∀ρ′ : b.ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′ ∨ b′.ρ ∧ (ρ, S′) ³N ρ′ : Q.ρ′

= ∵ CP
(b ∨ b′).ρ ∧ (b.ρ ⇒ ∀ρ′ : (ρ, S) ³N ρ′ : Q.ρ′)∧
(b′.ρ ⇒ ∀ρ′ : (ρ, S′) ³N ρ′ : Q.ρ′)

= ∵ definición de wlp
(b ⇒ wlp.S.Q).ρ ∧ (b′ ⇒ wlp.S′.Q).ρ

de donde, finalmente:

wlp.[[ b → S b′ → S′ ]] ).Q ≡ (b ⇒ wlp.S.Q) ∧ (b′ ⇒ wlp.S′.Q)

Para probar que el cálculo de Hoare con la regla nueva es completo tenemos
que demostrar

`O {P}S{Q} ⇒ `H {P}S{Q}
Utilizando la regla de refinamiento, basta demostrar, por inducción sobre la
sentencia: ∀S,Q :: `H {wlpS.Q}S{Q}; todos los pasos se prueban como en la
prueba del Teorema 10.26, salvo el paso inductivo para la nueva selectiva; por
HI tenemos, siendo Z

.= wlp[[ b → S b′ → S′ ]] .Q:

`H {wlpS.Q}S{Q} ∧ {wlp.S′.Q}S′{Q}
⇒ ∵ refinamiento, [b ∧ Z ⇒ b ∧ wlp.S.Q], [b′ ∧ Z ⇒ b′ ∧ wlp.S′.Q]
`H {b ∧ Z}S{Q} ∧ `H {b′ ∧ Z}S′{Q}

⇒ ∵ regla de la selectiva
`H {Z}[[ b → S b′ → S′ ]] {Q}

(C).— Ya que aborta;S =N aborta equivale a

∀ρ, ρ′ : (ρ, aborta; S) ³N ρ′ ⇐⇒ (ρ, aborta) ³N ρ′

bastará probar que es imposible cualquiera de las transiciones; la segunda no
puede darse, ya que (ρ, [[F → S F → S ]] ) ³N ρ′ no puede derivarse al no
poderse aplicar ninguna regla de la selectiva; la primera tampoco puede darse,
porque ello exige, según la regla de la composición, que (ρ, aborta) ³N ρ′′.

10.31 [227] (A).— Véase la prueba del Teorema 10.8.
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(B).— Podemos ampliar la relación ³N con las reglas

b.ρ (ρ, S) ³N ρ′
(si1)

(ρ, [[ b → S b′ → S′ ]] ) ³N ρ′
b′.ρ (ρ, S′) ³N ρ′

(ρ, [[ b → S b′ → S′ ]] ) ³N ρ′
(si2)

(C1).— es cierta; demostremos solamente una de las implicaciones

(ρ, [[ a → A b → B ]] ; S) ³N ρ′

⇒ ∵ regla para (; ), para cierto α
(ρ, [[ a → A b → B ]] ) ³N α ∧ (α, S) ³N ρ′

⇒ ∵ distinguimos los dos casos, por las reglas de (SI)
a.ρ ∧ (ρ,A) ³N α ∧ (α, S) ³N ρ′∨
b.ρ ∧ (ρ,B) ³N α ∧ (α, S) ³N ρ′

⇒ ∵ reglas de (; )
a.ρ ∧ (ρ,A; S) ³N ρ′ ∨ b.ρ ∧ (ρ,B; S) ³N ρ′

⇒ ∵ regla de (SI)
(ρ, [[ a → A; S b → B;S ]] ) ³N ρ′

(C2).— es falsa y basta encontrar un contraejemplo; tenemos (F == Falso),

a := F ; [[ a → x := x a → x := x ]]
6 =N

[[ a → a := F ;x := x a → a := F ;x := x ]]

ya que para el entorno ρ == {a → Cierto} tenemos

(ρ, [[ a → a := F ; x := x a → a := F ; x := x ]] ) ³N ρ{a := Falso}

pero al ser las dos guardas falsas después de a := F , es imposible

(ρ, a := F ; [[ a → x := x a → x := x ]] ) ³N ρ′

10.32 [227] (A).— Véase la Figura 10.4.

(B).— Probaremos que para todo bucle R .= ∗ [[ b → S ]] se verifica

∀ρ, ρ′ : (ρ,R) ³N ρ′ : ¬b.ρ′

por inducción sobre la derivación (ρ,R) ³N ρ′. Teniendo en cuenta las reglas
de la relación ³N , tal derivación solamente puede obtenerse vı́a dos reglas:

b.ρ (ρ, S) ³N τ (τ,R) ³N ρ′
(

(ρ,R) ³N ρ′
R1)

¬b.ρ
(

(ρ,R) ³N ρ
R2)

Si hubiera sido obtenida por la segunda es trivial ya que ρ ≡ ρ′. Si hubiera sido
obtenida de la primera regla, tendrı́amos, para cierto τ :

b.ρ ∧ (ρ, S) ³N τ ∧ (τ,R) ³N ρ′

⇒ ∵
I.τ ∧ (τ,R) ³N ρ′

⇒ ∵ HI
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(¬b.ρ′

La equivalencia ∗[[ Cierto → x := x + 1 ]] =N aborta es trivial ya que es
imposible ninguna transición (ρ, ∗[[ Cierto → x := x + 1 ]] ) ³N ρ′, ya que ésta
verificarı́a C.ρ′ ≡ Falso.

10.33 [227] (A).— Véase Ejercicio 10.32.

(B).— Se define

`O {X}S{Y } .= ∀ρ, ρ′ : X.ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′ : Y.ρ′

y aplicando el apartado (A) llegamos trivialmente a `O {X}R{¬b}.

10.34 [227] (A).— `O {X}S{Y } .= ∀ρ, ρ′ : X.ρ ∧ (ρ, S) ³N ρ′ : Y.ρ′.

(B).— Un predicado I es un invariante del bucle R si verifica `O {I ∧ b}S{I}.

(C).— El enunciado serı́a: si I es un invariante de R, entonces se verifica el tri-
plete `O {I}R{I ∧ ¬b}. Para la demostración, teniendo en cuenta la definición
de triplete, hemos de probar

∀ρ, ρ′ : I.ρ ∧ (ρ,R) ³N ρ′ : (I ∧ ¬b).ρ′

por inducción sobre la derivación (ρ,R) ³N ρ′. Teniendo en cuenta las reglas
de la relación ³N , tal derivación solamente puede obtenerse vı́a dos reglas:

b.ρ (ρ, S) ³N τ (τ,R) ³N ρ′
(

(ρ,R) ³N ρ′
R1)

¬b.ρ
(

(ρ,R) ³N ρ
R2)

Si hubiera sido obtenida por la segunda, tendrı́amos:

I.ρ ∧ ¬b.ρ ∧ ρ ≡ ρ′ ⇒ (I ∧ ¬b).ρ

que es lo buscado. Si hubiera sido obtenida de la primera regla, tendrı́amos:

I.ρ ∧ b.ρ ∧ (ρ, S) ³N τ ∧ (τ,R) ³N ρ′

⇒ ∵ por ser I invariante, (I.ρ ∧ b.ρ ∧ (ρ, S) ³N τ) ⇒ I.τ
I.τ ∧ (τ,R) ³N ρ′

⇒ ∵ HI
(I ∧ ¬b).ρ′

10.43 [232] (A).— nada;S =P S
.= ∀ρ, ρ′ : (ρ, nada; S) ³P ρ′⇐⇒ (ρ, S) ³P ρ′, y

probamos una de las dos implicaciones:

(ρ, nada; S) ³P ρ′

= ∵ definición de ³P
∃k : k ≥ 1 : (ρ, nada; S) →k

P ρ′

⇒ ∵ Lema 10.39, para cierto p y cierto ρ′′

(ρ, nada) →p
P ρ′′ ∧ (ρ′′, S) →k−p

P ρ′

⇒ ∵ por la regla (nada), debe tenerse p = 1 y ρ ≡ ρ′′

(ρ, S) →k−p
P ρ′

⇒ ∵ definición de ³P
(ρ, S) ³P ρ′.
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(D).— Pongamos R .= ∗ [[ b → S ]] y SI
.= [[ b → S;R nada ]] . Hay que

probar, ∀ρ, ρ′, la doble implicación (ρ,R) ³P ρ′ ⇐⇒ (ρ, SI) ³P ρ′. Veamos
⇒ . Si (ρ,R) ³P ρ′, para cierto k (ρ,R) →k

P ρ′; pero ya que existe una sola
regla aplicable al bucle, tendremos (ρ,R) →P (ρ, SI) →k−1

P ρ′.

11.6 [254] 1. S[[ ∗〈〈Cierto → S 〉〉 ]] es el mı́nimo punto fijo de la funcional BUC

λF → λρ → 〈V[[Cierto → S ]] ρ → (F ⊕ S[[Cierto → S ]] )ρ {ρ}〉

y aborta es la menor función del espacio [E → R]; basta probar que aborta es
un punto fijo de la funcional anterior.

BUC aborta
=

λρ → 〈V[[Cierto → S ]] ρ → (aborta⊕ S[[Cierto → S ]] )ρ {ρ}〉
= ∵ definición 〈〉

λρ → (aborta⊕ S[[Cierto → S ]] )ρ
= ∵ (aborta⊕ g)ρ = (aborta{⊥})+(g.ρ) = {⊥}

λρ → {⊥}
= ∵ definición de aborta

aborta.

1Hemos cambiado de nuevo los corchetes usuales de la selectiva por los paréntesis angulares
para que no exista confusión con los utilizados para denotar la semántica denotacional.
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[van Gasteren, 1990] van Gasteren, A. (1990). On the Formal Derivation of a
Proof of the Invariance Theorem. En Dijkstra, E. (ed.), Formal Development of
Programs and Proofs, pp. 49–54. Addison-Wesley. The Year of Programming.

[Wegner, 1984] Wegner, P. (1984). Capital-intensive software technology. IEEE
Software, pp. 7–45.

[Wirth, 1973] Wirth, N. (1973). Systematic Programming. Prentice-Hall, New
Jersey. traducción al castellano en Ed. El Ateneo, Buenos Aires (1982).

[Wirth, 1976] Wirth, N. (1976). Algorithms + Data Structures = Programs.
Prentice-Hall, New York. traducción al castellano en Ed. del Castillo, Ma-
drid, 1980.

[Wirth, 1983] Wirth, N. (1983). On the Design of Programming Langua-
ges. En IFIP, 1974, pp. 386–393. North-Holland Pub. Comp. reimpreso en
[Horowitz, 1983]:23–30.

[Wirth y Hoare, 1973] Wirth, N. y Hoare, C. (1973). An Axiomatic Definition
of the Programming Language PASCAL. Acta Informatica, 2(4):335–355. Re-
impreso en [Hoare y Jones, 1989]:153–169.


