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Capitulo 7

Disefio de Programas con Invariantes

En este capitulo desarrollamos técnicas para la sintesis de programas con
bucles; en éstas se trata de modificar la poscondicién final del bucle con objeto
de obtener un predicado candidato a invariante; a partir de éste se forzara el
disefio para obtener la invariabilidad y la terminacién. La correccién final se
derivara del teorema de invariantes. Las técnicas que desarrollamos son esen-
cialmente las expuestas en [Dijkstra, 1976]:

v/ SUSTITUCION DE UNA CONSTANTE POR UNA VARIABLE, 0 mds general,
v/ SUSTITUCION DE UN TERMINO POR UNA VARIABLE, y

V" DEBILITACION DE LA POSCONDICION.

7.0. Sustitucién de una constante por una variable

EJEMPLO 7.0 Consideremos una tabla o funcién entera f con dominio el sub-
conjunto de los naturales [0,1,...,n — 1]; se trata de encontrar un programa
para calcular el maximo de la funcién; es decir, disefiar un mecanismo tal que,
al terminar su ejecucioén, haga cierta la siguiente poscondicién:

R=(0<k<n)AMi:0<i<n:fk> fi)

Podemos intuir que tal mecanismo puede realizarse con un bucle para el cual
trataremos de encontrar un invariante; una estrategia general en la bisqueda
de invariantes es sustituir una constante por una variable y afiadir condiciones
adicionales a la variable introducida para obtener un predicado consistente.
Asi, en el segundo miembro de R aparecen dos constantes: 0 y n; la elecciéon de
la constante a reemplazar conduce a distintos invariantes y por tanto a distintos
programas; por ejemplo, al sustituir la constante n por j, podemos considerar
como invariante:

I=(0<k<j<n)ANMi:0<i<j:fk>fi)

del cual obtenemos [ I A j =n = R]y el problema se reduce a encontrar una
sentencia S de forma que el siguiente esquema sea correcto:

[j#n—[S]]
UNj=nH{=HR}

127
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Si recordamos el Teorema de Invariantes para bucles, la correccién es conse-
cuencia de
[I = R.C] — el bucle termina

[INj#n = S.I] —Iesuninvariante

Podemos aplicar el modelo de bucles con contadores y considerar el contador

. Busquemos S; llama la atencién la sentencia j := j+ 1 que verifica

wdec(j :=j + 1,t)
= "."Lema 6.43

(j=7+1t)<t
B n—j—1<n-—j

~ Cierto

Estudiemos la invariabilidad de I bajo la sentencia j := j + 1; ptle
_j=g+ LI
S 0<k<jH+1<n)ANi:0<i<j4+1:fk>fi)

= " Busquemos el invariante
O<EkE<j+1<n)ANMi:0<i<j: fhk>fi)N(fk>f])

=
INj#nAfk>fj

y obtenemos para el cuerpo de la sentencia S la secuencia con guarda:

[fk>fj—j=j+10...]

Esta tnica guarda no garantiza la terminacion correcta del bucle; si ocurre
f.k < f.j debemos modificar el valor de & por j; es facil comprobar:

[INj#nANfk<fj=kj=jj+1I]
y por tanto tenemos una primera versién de nuestro programa:

k,j:=0,1
* j#En — [ fk>fj — ji=ji+1
O fk<fj — kji=5i+1]1]

Aunque el programa anterior es correcto, no es eficiente: es necesario calcular
f.k y el correspondiente valor de f.j dos veces en cada iteracion; podemos
formular una versién maés eficiente si utilizamos variables adicionales:

k,j,méx := 0,1, f.0;
djAn— hi=fj;
[ méx>h — ji=j+1
O méx<h — kjmix:=j75+1,f 7]

J{méx = maximo (f.0,..., f.(n — 1)}
Si sustituimos en R la constante 0 por j obtenemos:
I = (0<j<k<n)AM:5<i<n:fk>fi)

Deducid un programa para tal candidato a invariante.



7.0 - Sustitucién de una constante por una variable 129

EJEMPLO 7.2 Tratemos de escribir un programa para comprobar si todos los
elementos de una tabla A son iguales a 6; es decir, para la poscondicién:

R=ts=(Vi:0<i<n:A[]=6)

siendo t_s (todos seis) una variable booleana. De nuevo aparecen dos constan-
tes en la poscondicién: 0 y n (6 es constante pero no tiene sentido cambiarlo por
una variable). La sustituciéon de una de ellas conduce a distintos programas; si
sustituimos n se obtiene el candidato a invariante:

I =ts=M:0<i<j:A[i]=6)A0<j<n

El predicado I se puede satisfacer de forma simple tomando j = 0y t.s =
Cierto (ya que en ese caso la expresion cuantificada es cierta):

j,t.s :=0,Cierto.l
= ".semadntica asignacion
Cierto= CiertoN0<0<n
0 <n

y el teorema de invariantes conduce al esquema:

{n > 0}j,t_s := 0, Cierto; {I}
dj £ 5]
{Inj=n}{=}{R}

La guarda puede ser también j < nyaquej > nAI = j = n.La sentencia

J = j + 1 permite considerar el contador ¢ = n — j. Estudiemos la invariabili-

dad bajoj :=j +1
ji=j+ 1.0

= *."semantica asignacion
ts=(Vi:0<i<j+1:A[]=6)A0<j+1<n

= ".descomponemos el campo 0 < i < j + 1 para buscar el invariante
ts=(A[j]=6AVi:0<i<j:Alil=6)A0<j+1<n
INA[jl]=6Aj+#n

Un esquema (todavia incompleto) seria:

j,t_s := 0, Cierto;
li#An— [ All=6-j:=j+1
O A[j]#6—...] |

Si A[j] # 6 debemos cambiar el valor de t_s a Falso y forzar la terminacién
cambiando la variable de iteracion j al dltimo valor:

J,t-s := 0, Clierto;
f[i#n— [ Al]=6 —j=j+1
O A[j] #6 —ts:= Falso;j:=n] |

Solo tendremos que probar que la segunda sentencia guardada conserva la
invariabilidad y decrementa el contador; en efecto:

wdec(t_s := Falso;j :=n|t)
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= "."Lema 6.43, t no depende de t_s
_j::n.(n—j)<n—j
i<n
~= I=0<j5<nA ...
INj#n
t_s:= Falso;j :=n.l
~ Falso=(Vi:0<i<n:Ali]=6)A0<n<n
Al #£6AT

Curiosamente podriamos haber tomado directamente dos asignaciones

j :=0;t_s := cierto;
s[j#An—ts=tsA(Aj]=6); j:=3j+1]

En efecto

ts:=tsAN(A[j]=6);j:=5+1.1

Tt sA(A[f]=6)=(Vi:0<i<j+1:A[]=6)A0<j+1<n

s A (AL =6) = (Vi 0 < < j 1 Alil = 6) A (ALj] = 6)
0<j+1<n

sz (Vii0<i<j:Al]=6)A0<j<n

<:I/\j<n

Pero esta solucién recorre toda la tabla incluso aunque se haya detectado

un valor distinto de 6.

EJEMPLO 7.3 Tratemos de escribir un programa para encontrar el n—ésimo nu-
mero de Fibonacci; es decir, para la poscondiciéon R = a = f,,, donde

fOZOa f1:]_7 fn:fnfl—’_fn*Q (TLZQ) (*)

Puesto que el cémputo de f,, necesita dos valores previos, al menos son nece-
sarias dos variables, y modificamos la poscondicién

R=a=f, ANb=fn1

y consideramos la precondicién n > 0. Cambiando la constante n por una
variable se obtiene el candidato a invariante:

I = ].Sign/\a:fi/\b:fi,1
y completaremos el esquema:

{n > 0}
i,a,b,:=1,1,0;{I}
*[i<n— 8]

{Cl = f‘n ANb= fn—l}

(trivialmente se deduce [n > 0 = i,a,b,:= 1,1,0.1]). La sentencia i := i + 1
asegura la terminacion tomando el contador ¢ = n — i, pero las variables a y b
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Figura 7.0: Llanos en una tabla ordenada.

deben ser modificadas conjuntamente con el incremento i := ¢ 4+ 1. Probemos
que la sentencia S = 4,a,b,:= i+ 1,a + b, a es suficiente:

i,a,b,:;=1+ 1,a+b,a.l
C1<it+1<nAa+b=fiiAha=f
= *.» definicién de sucesién de Fibonacci, (*)

IANi<n

EJEMPLO 7.4 (El problema de los llanos) [Gries, 1981] Sea b[0..n — 1] una ta-
bla de niimeros enteros ordenada en orden ascendente; un llano (plateau) es
una secuencia de elementos consecutivos iguales; puesto que la tabla esta or-
denada, b[k..j] es un llano sii b[k] = b[j]. Se trata de escribir un programa para
la poscondicién:

R = peslalongitud del llano mas largo de b[0..n — 1]

Por ejemplo, si b == [1,2,2,3,3,3,4,5,5, 6], entonces p serd 3 (véase la Figura
7.0). R puede escribirse en la forma:

— existe un llano de longitud p:
F:0<k<n-—p:bk]=0bk+p-—1]

— no existen llanos de longitud p + 1:
Vk:0<k<n-—p-—1:0blk]#0blk+p]
Si sustituimos n por ¢ obtenemos el candidato a invariante

I= (3k:0<k<i—p:b[k]=bk+p—1])A
(VE:0<k<i—p—1:bk]#bk+p)AN0<i<n

Es decir, I = ’p es la longitud del llano mds largo de b[0..i — 1]’. Por tanto
completaremos el esquema:

i,p:=1,1;{I}
*[i<n— 8]
{Ini>n}{=}{R}

La sentencia S debera decrementar n — i con invariabilidad de I; tomemos la sen-
tencia mds simple
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_d=i+ L

(Fk:0<k<i+1—p:bk]=0bk+p—1])
(Vk:0<k<i—p:bk]#bk+p]) A0<i+1<n
= " busquemos el invariante
b[z—i—l— pl =0V (3Fk:0<k<i—p:bk]=>bk+p—1])
(i —p) #b[i]AVE:0<k<i—p—1:blk]£bk+p)A0<i<n
bli —p] £V ANTANT<n

A

A
=
Sib[i — p] = bi] se ha localizado un 1lano de longitud p + 1; es f4cil probar

i<nAIAbli—p|=bli] = pi=p+1,i+lI
de donde el programa:

Lp:=11
x[i<n— [ bli]=bi—p—pi=p+1i+1
O bli]#bli—p]—i:=i+1 11

[285] Escribid un programa para encontrar el nimero de llanos de una tabla ordenada.

7.1. Debilitacion de la poscondicién

Otra estrategia para derivar invariantes consiste en eliminar parte de la pos-
condicién R debilitdindola; este método es particularmente titil si la poscondi-
cién R aparece descompuesta en forma natural como conjuncién, R = Ry A Ry,
de forma que si queremos aplicar el Teorema de Invariantes, podemos tomar
una de las partes como ~OB y la otra como el invariante: R = I A ~OB.

Un ejemplo tipico es la estrategia seguida en el Ejemplo 6.47 para la orde-
nacién de cuatro constantes (Q1, Q2, @3 y Q4) utilizando cuatro variables au-
xiliares (g1, ¢2,¢3 ¥ ga) de forma que la poscondicién R se escribe en la forma
Ri N Ry, siendo

I
-0OB

R, = (Q1a q2, 43, (]4) es una permutacioén de (Qh Q2,Q3, Q4)
Re=qg<qp<¢p<q

y obtuvimos el programa de la pagina 109. La estrategia a tratar se basa en la
descomposicién ‘natural” de la poscondicién; a veces ésta no es tan simple.

EJEMPLO 7.6 (Calculo del resto y cociente de una divisién entera) Sean a y
d enteros verificando a > 0 A d > 0; busquemos los ntimeros ¢ (cociente) y r
(resto) tales que:

a=dc+r, 0<r<d

Comencemos estudiando el calculo del resto; tenemos como poscondicién:
R=d|(a—r)AN0OL<rAr<d

que puede ser debilitada facilmente de dos formas: eliminando alguno de los
altimos predicados. Si eliminamos el Gltimo obtenemos el candidato a inva-
riante y la guarda siguientes

I=d|(a—r)A0<r b=r>d
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y derivamos el siguiente esquema:

r:=a;{Il}
*[r>d— 5]
{IA-OB} {=} (R}

Al definir la secuencia S debemos asegurar la invariabilidad de I tras S y la
terminacién; para utilizar el modelo de bucles con contador tomaremos como

funcién monétona decreciente . Puesto que d es un entero positivo, éste
puede servir para decrementar el valor de ¢:

wdec(r :=r —d, t) r=r—dl
= . Lema 6.43 = " semdntica
r—d<r 0<r—dnd|(a—r+d)
= <=
d>0 INTr>d

Luego, si tomamos S = r := r — d, la parte izquierda prueba la terminacién
del bucle y la derecha la invariabilidad.

[285] El programa anterior es ineficiente si el cociente es grande; probad que:

{a>0Ad>0}
ri=aq;
*«[ r>d— dd:=d,
[r>dd— r:=r—dd,
dd :=dd+dd] ]

es mas eficiente y ademas es correcto (obsérvese que en el bucle interior se decre-
menta r en multiplos de d).

Veamos ahora el cdlculo del cociente. En la expresién a = dc+r observamos
que para el valor r = q, se tiene ¢ = 0; por otro lado debe ocurrir:

{a=dlc=1)+r}r:=r—d{a=dc+r}
Por consiguiente:
{a=dc+rir,c:=r—d,c+1{a=dc+r}

y podemos calcular el cociente modificando ligeramente el bucle anterior:

{a>0Ad>0}
r,c:=a,0
{a=dc+r0<r}

[r>d—rc:=r—dc+1]

EJEMPLO 7.8 (Bisqueda lineal) Sea la tabla b[0..m — 1] y  un elemento suyo:
i : 0 < i < m:z = b[i]. Tratemos de escribir un programa para encontrar el
menor indice 7 tal que b[i] = z. Si formulamos la precondicién y la poscondi-
cién en la forma:

P =m>0Azebl0.m—1]
R=0<i<mAxz¢b[0..i—1]Ax=0>b[]
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vemos que la poscondicién es conjuncién de tres predicados. El problema esen-
cial es seleccionar el predicado para debilitar R, ya que hay tres. Cualquier can-
didato a invariante que contenga el tercero (z = b[i]) necesitard unas sentencias
de asignacién que permitan su verificacién y, curiosamente jéste es el problema
inicial! En consecuencia si eliminamos éste obtenemos el candidato

I=0<i<mAz¢Dbd0.i—1]
que, para el indice 7 = 0 es cierto; en consecuencia tenemos el esquema:

{PYi = 0;{I}

#[x # bli] — [2]]
{I " =bli]H{R}

El contador t = m — i es decrementado por i := i + 1; pero
i=i+1I = 0<i<mAi+l<mAzgb0.i—1]Axbli

y no podemos probar [ I Az # b[i] = i := i+ 1.I]ya que el subpredicado
(i + 1 < m) no es deducible. Este inconveniente se solventa si incluimos la
precondicién en el invariante

I=0<i<mAz¢gDdbl0.i—1] Az ebl0.m—1]
ya que x€b0.m—1]Az#£b[i] = i+1<m.

EJEMPLO 7.9 (Bisqueda lineal en una tabla ordenada) Sea una tabla b[1..n]
(n > 1) y sea z tal que se satisface P,

P = gordenada Ab[l] <z < bln].
Trataremos de escribir un programa para encontrar el valor  tal que
R=1<i<nAbli]<z<bli+1].

La eliminacion de algtn término final (bi] < z, 0o x < b[i + 1]) conduce a un
posible invariante. Si eliminamos el primero ] = 1 <i<n Az < bfi+ 1], yel

programa:
{P}i:=n—1;{I}
*[bli] >z —i:=i—1]
{R}

cuya correccion es elemental:
1:=1—1.1

S 1<i—1l<nAz<bl]

=
x<bEANINTI>2

= “bordenada y b[1] < z < b[n]

x < bl AT

[286] En el Ejemplo 7.8 buscamos la primera aparicion de un item en una tabla or-
denada b[0..m — 1] en el supuesto que = € b. Modificad el programa si el item no
necesariamente estd en la tabla; es decir, escribid un programa para la precondicion y
poscondicion siguientes:

P = m>0
R = z€b0.m—1A0<i<mAz¢&Db[0.i—1] Az =Db[i
\Y% z€b0.m—1 Ai=m



7.1 - Debilitacién de la poscondicion 135

EJEMPLO 7.11 Tratemos de escribir un programa para calcular en la variable =
el cardinal del conjunto {i : 0 < i < n : par b[i]}:

R = 2= (Ni:0<i<n:parbli)
donde la expresién Ni : 0 < i < n : «(i) representa el nimero de elementos

del subcampo 0 < i < n de los naturales que verifican el predicado «a(i). Si
sustituimos la constante n por una variable obtenemos

I =2=(Ni:0<i<j:parbli])NO<j<n

Pero, x,j :=0,0.1

10:(1\72’:0§i<0:parb[i])/\0§n
n>0
de donde el esquema:
{n 2 O}.’E,j = 070{1}5
*[j<n— 9]
{Injzni{=}{R}
La sentencia j := j + 1 conserva el invariante bajo cierta guarda:
_j=g LI
Cx=(Ni:0<i<j+1:parbd[i) A0O<j<n
= " propiedades del cardinal
x=(Ni:0<1i<j:parbdli])Aimparbj] \N0<j<n

I A j <nAimpar blj]

Para la guarda par b[j] debemos incrementar x:
r,j=x+ 1,7+ 1.1

T e+ 1=(Ni:0<i<j+l:parbli) AO<j<n

<:x—|—1:(Ni:0§i<j:pa7‘b[i])—|—1/\parb[j]/\0§j<n
I N j<nAimpar blj]

de donde el programa:

xz,7:=0,0;
x[j<n— [  parbd[j] - z,j=x+1,j+1
O imparblj] — j:=j+1] ]

Veamos otros ejemplos de estrategia de debilitacion de la poscondicion.

EJEMPLO 7.12 Sean tres tablas a[0..m], b[0..n], ¢[0..p] ordenadas en orden ascen-
dente. Se sabe que existe un item = comn a las tres tablas. Se trata localizar la
primera apariciéon de x. Si m;, m; y my, son los menores indices tales que:

afmi] = bm;] = clmy]
el problema se escribe

{P}( = 3Im;, m;,my, A las tablas a, b, c estan ordenadas)

S
{RI(=i=m;ANj=m; Nk=my)
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y tenemos la poscondicién descompuesta en forma natural como conjuncién,
por lo que completaremos el esquema:

P}

i,J,k:=0,0,0;

{IH =0<i<mA0<j<m; ANO<k<my)

*[[i<mi\/j<mj\/k<mk.ﬂ
decrementart ( = m; +mj +mp —i—j5 — k)
con invariabilidad de I

R}

La sentencias mds simples que decrementan ¢ son

1=1+1 ji=74+1 k=k+1

Por simetria es suficiente estudiar la primera

=1+ 1.1

0§z+1§mz/\0§j§mj/\0§k§mk

i<my NI

En el cédigo del programa no deben aparecer referencias a m;, m; y mg,
ya que son los valores que queremos calcular. Por tanto la guarda ¢ < m; es
inadmisible. Pero

afi] <bljlAi>m; Aj<m,

= *.1a tabla b es ascendente

N afi] < blj] A blj] < blm;] = almy] < alf]
ali] < ali]

~ Falso

de donde el predicado afi] < b[j]Ai > m; Aj < m; es Falso, y ya que I
asegura j < m,;, debe tenerse I A ali] < b[j] = i < m,;, y de aqui:

ali) < bfINI = i:=i4+ 1.1
y por simetria
bl < clk]ANT = j:=5+4+1.0 clk] <alil] AT = k:=k+ 1.1

Pero la negacién de las guardas es

_ (ald] < b5V blj] < c[k] v c[k] < ali])
ali] > blj] > ¢[k] = a[i]
~ ali] = blj) = el
de donde [I A =OB = R], y de aqui el siguiente programa correcto:

{P}i, 5,k :=10,0,0;{I}
[ ali] <b[j] =i:=i+1
O bjl<clk]—j:=4+1
O clkl<a[i] = k:=k+1]
{R}
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EjEMPLO 7.13 (Calculo de la raiz cuadrada) Consideremos el problema del
célculo de la raiz (cuadrada) entera de un entero n(> 0). La poscondicién:

R=d<nAn<(a+1) An>0
admite dos descomposiciones naturales, bien:

I =a><nAn>0 OB = (a+1)?2<n
o bien
I =n<(a+1)? An>0 OB = a’2>n

En ambas descomposiciones podemos establecer el invariante inicialmente via
una asignacién; cada eleccién de la forma de debilitacién conduce a un es-
quema distinto (suprimimos el predicado n > 0 para simplificar, aunque lo
consideramos universalmente):

{n >0} {n >0}

a:=0; a:=n;

{a® < n} {(a+1)? > n}
#[(a+1)2<n— 8] x[a?>n— 5]

{a® <nA(a+1)%2>n} {a> <nAn<(a+1)%}

Completemos en primer lugar el esquema de la izquierda; se observa que par-
timos del menor valor de a y cada paso del bucle debe aumentarlo; algo que

decrece cuando crece a es donde K debe ser tal que

INOB = t>0=K > d?

y el propio n sirve como constante K; o sea, t = n — a. Por otro lado es facil
comprobar

wdec(a :=a+ 1,t)
a:=a+1.1

n—(a+1)?<n—-a*> « a>0
(a+1)2<n

y ambas condiciones son implicadas por a > 0 A (a + 1)? < n; luego una sen-
tencia que asegura la terminacién del esquema de la izquierda es a := a + 1.
Para el esquema de la derecha debemos decrementar el propio a, de donde

el candidato a contador trivialmente verifica ¢ > 0; la sentencia

mas simple que decrementa el contador es a := a — 1; ademaés
a=a—-1I < a*>n

Por consiguiente podemos tomar S ==a :=a — 1.

7.2. Sustitucién de un término por una variable

EJEMPLO 7.14 (Calculo de la raiz cuadrada) Los programas del Ejemplo 7.13
tienen una eficiencia pésima si n es grande. Obsérvese que da lo mismo comen-
zar por el mayor valor de a que por el menor. Si en la poscondicion

R = azgn/\n<(a+1)2/\n>0
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cambiamos el término a + 1 por otra variable b, podemos considerar dos varia-
bles a y b, una que aproxime la raiz por debajo y la otra por arriba:

I=d<nAb>nA0<a<bAn>0
Tenemos la implicaciéon [/ Aa+1=b = R], de donde el esquema

{n > 0}a,b:=0,n+ 1;{I}
*[a+1#b— S|{R}

Realmente se trata de estrechar el intervalo [a,b) (de los enteros) donde se en-
cuentra la raiz. Para ello podemos, o aumentar a, o disminuir b, o ambas cosas;
las sentencias mas simples que podemos considerar son

a::a+d1 bizb—dg
Podemos usar un valor comtn d; = dy = d, y tendremos el esquema:

{n > 0}a,b:=0,n+1;
x[a+1#£b— d:=|?]

La eleccién de d debera verificar dos condiciones:
1. La terminacién del bucle. Queda asegurada si d > 0 tomando ¢ = b — a.
2. Lainvariabilidad de I.

Veamos el comportamiento de I frente a tales sentencias

a:=a+d.I
b:=b—d.I

(a+d)?<n<b?’AN0<a+d<b
a?<n<(b-d?N0<a<b-d

de lo cual
IN(@+d?<n = a:=a+dI

INb—d)?>n = b:=b—d.I
y obtenemos el nuevo esquema
{n > 0}a,b:=0,n+1;
*[a+1#b— d::;

I (a+d)?*<n—a:=a+d
O (b-—d?>n—b:=b—-d] |

Para que la ejecucién de la sentencia selectiva no aborte el programa debemos
asegurar la disyuncién de las guardas:

B (a+d)?*<nVvb-—d?>n

S n<(a+d)? = n<(b—d)?
= - transitividad de <
d)? < (b—d)?
_la+d?<(b-d)
0<a+d<b-d

=
2d<b—aANnl

y el mejor valor de d es el mayor que verifica la desigualdad anterior; es decir,

d=(b—a)=+2.



7.15

7.2 - Sustitucién de un término por una variable 139

[287] Si introducimos en el programa anterior la variable ¢ = b — a, el hecho de tomar
d = ¢+ 2 induce a tomar como valores de c las potencias de 2; utilizando el invariante:

I =ad*<n<(a+c)’AFi:i>0:c=2"
deducid el programa:
{n >0}a,c:=0,1;
x[?<n—ci=2xc];
el —  ci=c/2

[ (a+d)?><n—a=a+c
O (b—d)*>>n— nada 11

EJEMPLO 7.16 (Célculo de raices por el método de Newton-Raphson)

Caso real El calculo aproximado de la raiz real {//N (IV entero > 1) por el
método de Newton-Raphson (o de la tangente) consiste en obtener una suce-
sién {z,,} mondtona convergente al cero de la funcién

F(z)=2?-N
donde x es cierto valor inicial y, para n > 0, z,, es la abscisa del punto de corte
de la tangente a la curva y = F'(z) en el punto z,_;. La ecuacién de la tangente

en el punto (a, F(a))es(sig=p —1)

y = Fla) = (z - a)pa?

que corta al eje de abscisas en z = %(év—q + ga), y por consiguiente, la sucesién
se obtiene con la recurrencia
. . 1, N
v = S k>0 f) = (5 )
Puesto que
a? — N
a-fla)=""
pa

la sucesién es estrictamente decreciente si tomamos, por ejemplo, el valor ini-
cial zg = N.

El método en el campo de los enteros Podemos intentar el cdlculo de ¥/ N
tomando la misma sucesién recurrente pero en el campo de los enteros:

xo=N ry = f(wp—1),k >0

El siguiente lema permite tomar f(z) = [ 1(| 37| + ¢2)).

LEMA 7.17 Six esreal y n > 0, se verifica

lz] +m x+m

I=1 ]

n n

|
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Demostracion.—Siy = | m;rmj, entonces,
lz] +m=yn+r, con 0 <r <mn, r=lz]+a, con 0<a<]l
luego
r+m r+ao
=y+

n n

y ademas
Oér+agn +a:1_ a<1
n n

y por tanto

T+ m

) =y

Al tomar abscisas enteras surge un problema: la sucesién no necesariamen-
te es mondtona; por ejemplo, para N = 7y p = 3 se obtiene una sucesién
oscilante a partir del tercer término

7,4,2,1,3,2,1,3,2,1,. ..

También es un hecho conocido que podemos considerar solamente aquel tra-
mo de la sucesién hasta el primer valor que verifique 22 < N; en ese caso la
secuencia ifinita! de términos zo = N, z1, ..., x, es estrictamente decreciente:
p —
P <N<ab <...<zy<zg=N

yaquea — f(a) > m%(ap — N), de donde el siguiente bucle termina

a:= N;

)

N <ar—a:=[3(%] +q2)]]
Por otro lado, no es trivial que tal bucle calcule la raiz entera, es decir, que
a? < N < (zy +1)P
Demostraremos un hecho mas sorprendente:

LEMA 7.18 Sean p, N y a enteros,p > 1, N > 1,a > 0y sea

b= 1202+ qa))

p af
donde ¢ = p — 1; entonces N < (b + 1)P.

OBSERVACION.— El lema prueba que el predicado I = N < (a + 1)? es un
invariante del bucle anterior, y de aqui la correccién. Oss

Demostracion.—

b+1)P >N

= vJdk:0<k<a?:N=|[N/a]a?+k
(b+1)» > |N/a%]a? + k

= g=p—1
qa? + (b+1)P > ([N/a] + qa)a’ + k
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=  3j:0<j<p:pb+j=[N/a] +qa
qa? + (b4 )7 > (pb+ j)at + k

ga? —p(b+1)a? + (b+1)P > (j —p)a? + k

ga? —p(b+1)a?+ (b+1)P >0AN0> (j —pla? + k
Pero

0> (j—plal+k
<= p—g32>1
_k=a%<0
~ Clerto
y queda probar

ga’? —p(b+1)a?+ (b+ 1)’ >0

o lo que es igual, que p(a) > 0, siendo p el polinomio gz? — paxz? + oP, con
a = b+ 1. Pero este polinomio admite la raiz doble z = «

p(z) = (v — a)?s()

obteniéndose por la regla de Ruffini:

s(z) =qri ' +a?(¢g— 1)z %+ ...+ %!, parap>2,qg>1
s(x) =1, parap=2,qg=1

El resultado sigue trivialmente si observamos que todos los coeficientes del

polinomio s(x) son positivos.

EJEMPLO 7.19 (Biisqueda binaria) En el Ejemplo 7.9 hemos resuelto el proble-
ma de la bisqueda lineal en una tabla b[1..n] ordenada; trataremos ahora de
encontrar con una complejidad #(logn) la misma poscondicién

R =1<i<nAbli]<n<bli+]]

La poscondicién puede debilitarse con la introduccién de una variable j:
I =1<i<j<nAbli]<az<blj

de forma que obtenemos [ Ai =j —1 = R], y el esquema:

i, :=1,n;{I}
«[i # j — 1 — decrementar j — i con invariabilidad de I |

Para obtener un programa con complejidad logaritmica necesitamos decre-
mentar rdpidamente j — 4; la solucién es clésica:

i1 e (i+))+2
{INi#j—1Ac=(i+])+2}
[ z<bld —j:=c
O z2>blg —i:=c] ]

La terminacién viene asegurada por el contador ¢t = j —¢ ya que, por ejemplo,
para la sentencia j := ¢ tendremos:
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_(=et) <t
Cc—i<j—i
7c<j

INi#j—1Nc=(G+7)+2

La invariabilidad también es facil

7j::c.I
;1§i<c§n/\b[i]§x<b[c]
Ini#j—1Ne=(i+j)+2Nx<b[]

7.3. Problemas de recuento

En esta seccion analizaremos una estrategia genérica para resolver proble-
mas de conteo o recuento. Supongamos que queremos determinar el ntimero
de elementos de un conjunto A via cierto bucle:

*[ 7 —7]
{k = card A}

Seguiremos la siguiente variante de la estrategia de sustitucion de variables,

ANADIR A LA VARIABLE QUE CUENTA PARTE DEL PROBLEMA

de forma que podemos derivar el invariante:

I=k4|cardd|=cardd A Q

siendo @ un predicado que conserva la consistencia, y A’ C A. Supongamos
ademads que cierta sentencia Init permite inferir {... }Init{A’ = A} mientras
que cierto predicado ~OB asegura que el conjunto A’ es vacio. En ese caso
seguiremos el siguiente esquema

Init; {A' = A}
k:=0;{k+ card A’ = card A}{I}

*[ OB — ]

{-OB} { =} {4' =0}

{INA =0} {=} {k= card A}
Aplicaremos este esquema a un par de ejemplos tipicos.

EJEMPLO 7.20 (Blisqueda en una tabla bidimensional ordenada) Sea una ta-
bla a[0..m — 1,0..n — 1], (n,m > 0) ordenada, es decir:

ali, j] < ali, j +1], ali, j] < ali+1,]]
Tratemos de contar el ntimero de veces que aparece z en la tabla. Sea

n-o(p,q,r,s) =  niimero de apariciones de x en la subtabla
alp..q—1,r.s — 1]
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alg —1,7]

Figura 7.1: Localizacién del elemento a[g — 1, r] a estudiar

O lo que es igual:

De la poscondicién R = k = n_o(0, m, 0,n) inferimos un invariante

ANADIENDO A LA VARIABLE QUE CUENTA PARTE DEL PROBLEMA

I =k+|nolpgmrs)|=no AN 0<p<g<mA0<r<s<n

donde n_o = n_o(0,m,0,n) para simplificar. 5Si p = ¢la tabla a[p..¢ —1,7..s — 1]
es vacia, e igualmente para r = s. Por tanto

p=qVr=s = no(pgqrs) =0

y tomaremos OB = ¢ # p Ar # s. El invariante puede obtenerse con una
inicializacién simple, de donde el esquema

paQ7r757k:: Ovm’07n70;{j}
s[g#pAr#s— 5]
{r}

La subtabla a[p..q — 1,7..s — 1] debemos estrecharla hasta hacerla vacia, tal como
muestra la Figura 7.1. La sentencia S debera disminuir el valor del contador

t=q—-p+s—r ‘ y tomamos para ello las sentencias méas elementales

qg:=q—1 s:=s5—1 p=p+1 r:=r+1

Como es de esperar la eleccién de una de ellas condiciona el resto del disefio;
por ejemplo, si estudiamos la dltima
r=r+1.1

N kE+no(p,qgr+1,5)=nohN0<p<g<mA0<r+1<s<n
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= " busquemos el invariante
I'Ar 7é s A n,o(p, q,Tr + 17 8) = n,o(p, q,T, S)

Pero la tabla a[p..g — 1,7..s — 1] coincide con la tabla a[p..¢ — 1,7+ 1..s — 1] salvo
la fila r—ésima:
alp,rl,alp+1,7],...,a[g — 1,7]

cuyo méximo es a[g — 1, r|; por tanto
alg=1,r] <z = no(p,q;r +1,5) = no(p,q,r,s)

de donde
INg#pAr#shalg—1,r]<zx = r:=r+11

y tenemos el esquema incompleto

wlg#pAr#s— [ alg-1r]<z — ri=r+1
O ag-—Lrj=2 —
O alg—1,r]>2 — ]]]]

Sialg — 1,r] = z entonces, por la misma razén, podemos abandonar la fila r-
ésima incrementando el valor de k. Ademads, ya que en cada columna no hay
elementos repetidos, podemos abandonar la columna (¢ — 1)—ésima ya que
alg — 1,7] es el menor de esta columna. Es decir

k,gr:=k+1,q— 1,7+ 1.1

_/\k+1+n,0(p,q— L,r+1,8)=no
0<p<g—-1<mAO<r+1<s<n
<= *."busquemos el invariante

INg#pAr#sAnolpg—1,r+1,s5)=no0(p,q,rs) —1
=
INg#pAr#shalg—1,r]=x

De la misma forma
INg#pAr#shalg—1,r]>x = q:=q—1.1
y el programa final serd

p,q,7, 8,k :=0,m,0,n,0;
lg#FpAr#s— [ alg-Lr]<z—r=r+1
O alg—Lrl=z—>rk=r+1k+1
O alg—Lr]>x—q:=q—1] ]

Si hubiéramos elegido inicialmente la sentencia p := p+1 el elemento a estudiar
hubiera sido el de la esquina superior izquierda: a[p, s — 1]. Por el contrario, el
lector puede comprobar que el estudio de las esquinas a[p, 7] y alg — 1, s — 1] no

conduce a ningtin programa eficiente.

EJEMPLO 7.21 Sean a[0..m — 1] y b[0..n — 1] dos tablas ordenadas en sentido
estricto. Calculemos el ntimero de elementos comunes; es decir, la poscondi-
cion:

R=k=(Ni,j:0<i<mA0<j<n:ali]=b[j])
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Conjeturamos un invariante utilizando la técnica anterior:

ANADIR A LA VARIABLE QUE CUENTA PARTE DEL PROBLEMA

Para ello introducimos los conjuntos

Alp,g) = {(E4)10<i<pA0=<j<qAali]=D0[j])
A = A(m,n)

de forma que la poscondicién se escribe k = card Ay afiadimos el subproble-
ma ‘Car A(p,q)" a k para obtener el candidato a invariante

I =k+|cardA(p,gq)|=card A A 0<p<mA0<qg<n

junto al esquema

k,p,q:=0,m,n;{I}
#[p#A0Nqg#0—S]
{p=0vg=0}{=}{Ap,q) =0} {=} {k = card 4}

De nuevo se trata de reducir la cardinalidad de A4, y las sentencias mds simples
song:=q—1yp:=p—1. Pero

B p:=p—1.1
k4 cardA(p—1,q)=cardA AN 0<p—-1<mA0<¢g<mn
= *."buscamos el invariante
pAOANINA(p—1,9) = A(p,q)
= VAP =Alp-1,9U{lp—-1,5)|0<j <gAalp—1] =b[j])}

siendo b[0..n — 1]estrictamente creciente
p#AOANT Aalp—1] > blg —1]

y por tanto la sentencia S tendra la forma

[ alp—-1]>bg—1]—p:=p—1
O alp—1]=blg—1] - [?]
O alp—-1] <blg—1] —|2]]

Completad la sentencia anterior.

7.4. El conjunto de Dijkstra

Enunciado del problema Sea D el menor subconjunto de N verificando los

axiomas:
Axl: 1e€D

Ax2: h(D,D) C D, es decir,
Va,y:x,y € D: h(x,y) €D

donde la funcién h : N x N — N verifica las propiedades
pl: Va,y:z,y e N:h(z,y) >z

p2:  hes mondtona creciente en el sequndo arqumento; es decir,
Va,y, v 2y, €Nty >y = h(z,y) > h(z,y)
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Se trata de escribir un programa para calcular a[0..N — 1]: los N primeros ele-
mentos de la sucesion creciente de elementos de D.

El problema anterior aparece propuesto en [Dijkstra, 1976]:134 y también en
[Dijkstra y Feijen, 1988]:170; en el primero se formula como una curiosa mo-
dificacién de un problema atribuido a R.W. Hamming (véase Ejercicio 7.35).
Dijkstra dice, pero no justifica, que el problema puede no tener solucién si no
se imponen ciertas condiciones a las funciones que generan el conjunto D. Ve-
remos que las propiedades pl y p2 son suficientes para resolverlo.

Si se considera (P(N), <) el dominio de las partes de N con la relacién par-
cial A < Bsii A C B, entonces, para cada funcién h : N2 — N, la funcién
inducida g : P(N) — P(N) dada por

9(X) = {h(z,2") | 2,2’ € X} = h(X, X)

es monotona y, segiin el Teorema de Kleene admite un minimo punto fijo; es
mads, éste es el conjunto vacio. Es decir, el menor subconjunto de N verificando
el axioma Ax2 es el conjunto vacio. Por otro lado, dado un natural ao, la funcién
inducida

9(X) = h(X, X) U {ao}

también es mondtona y el minimo punto fijo es precisamente el conjunto de
Dijkstra D. En consecuencia D es la menor solucién de la ecuacién

D = h(D,D) U {ag}

Una propiedad esencial del conjunto de Dijkstra

LEMA 7.23 Sea h una funcién verificando (p1)+ (p2) y sea D = {ay, }n>0 la sucesion
que describe el conjunto de Dijkstra correspondiente a h; entonces:

(1) Yp,q:p>0,9>1:apiq < hlay,ag1).
(13)  Si consideremos la sucesion creciente de conjuntos D,,,
Dy, = {h(as,a;)|i+j <n}U{ao}
entonces,¥n:n >0:a, € D,_1.
(i) Yn:n>0:n+2< cardD, <1+ (n+1)(n+2)/2.
(iv) (UmD,, =) Up>0 D, =D.

Demostracion.— Partiendo de las propiedades (pl) + (p2) obtenemos:
ap < h(ap,ap) < h(ap,a1) < ... < h(ap,aq—1) < h(ap,aq)

luego h(a,, aq—1) tiene delante como minimo p + ¢ elementos de la sucesién, de
donde (7). Ya que D = h(D, D) U {ap}, entonces, para n > 0, existen términos
a, y a4 tales que a,, = h(ayp, ay), y por (i) + (p2):

Uptq < Map, ag—1) < h(ap,aq) = an
= -~transitividad de <
Aptq < Gn
= " a, es creciente
ptag<n
= p,g,n €N
ptg<n-—1
= -.~definicién de D,,_1
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an = h(ap,aq) € Dp_1

La segunda desigualdad de (i) es trivial puesto que
(Ni,j:0<i,j<n:i+j<n)=(n+1)(n+2)/2

La primera desigualdad sigue por tener la fila {h(ag,a;) : 0 < i < n}(C D,,)
n + 1 elementos distintos (por ser h creciente en el segundo argumento).
(iv) se demuestra por doble inclusién:

(1) Up>0Dy,, €D, yaque (Vn:n>0:D, CD) (D verifica Azl + Ax2)

(2) Un>0D,, verifica los axiomas Ax1 4+ Axz2; y por ser D el menor conjunto
verificando tales axiomas se tiene D C U,,>0D,.

NOTA 7.24 card D,, puede tomar el valor minimo n + 2; por ejemplo para la funcién
h(z,y) = = +y, ya que en ese caso h(a;,a;) = i+ j + 2. Es mas, para tal funcion el
conjunto de Dijkstra D es N*; en efecto, se tiene trivialmente D C N*; por otro lado,
a€eD
= 1eD
a,1e€D
= Axl
h(a,1) € D
= -~ definicion de h
a+1e€D

de donde N* C D, por definicion de N*: el menor subconjunto verificando1 € N* A Vn :
neN":n+1eN*.

Un algoritmo para el computo de D Las propiedades (i7)-(iv) del lema per-
miten dar un método para el computo de D. En efecto; puesto que ap € Dy y
ya que a; S Do, ay 7£ ap,

a1 = min(Dy — {ap})

De hecho Dy = {ag, h(ao, ao)} v h(ag, ag) > ag. De aqui se concluye que
as = min(Dy — {ag,a1})
En general, se prueba por induccién que
apt1 = min(D,, — {ag,a1,...,an}) (%)

EJEMPLO 7.25 Veamos con un ejemplo que la cardinalidad de los conjuntos D,,
puede ser maximal, es decir:

cardD,, =1+ (n+1)(n+2)/2

Para ello basta encontrar una funcién h tal que D,, contenga todos los ntimeros
naturales positivos hasta el 1 + (n + 1)(n + 2)/2; asi, si

D,={1,2,....,1+ (n+1)(n+2)/2}

de aqui se obtendria, por (%), a,, = n + 1. Una posible funcién es la correspon-
diente a la tabla
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1 2 3 4 5
12 3 5 8 12
214 6 9 13 j-1
317 10 14 ... ]
4011 15 ... 4+l
5|16

que viene dada por

n+k)n+k-1)
2

h(n, k) = +2—k
De aqui es facil probar

n>1= h(n,k)—h(n—1,k+1)=1
h(l,n+1) — h(n,1)=1

Probemos por induccién que, en efecto, se tiene
D,={1,2,...,1+ (n+1)(n+2)/2}
Para n = 0 es trivial; supongamos
VE:0<k<n—-1:Dy={1,2,...,1+ (k+1)(k+2)/2}
De aqui se concluye, por (%),
VE:0<k<n,a,=k+1

Yy en ese caso

Dy,
= *.~definicién

Dn—l U {h(aiaaj) | 1 +] = naiaj > 0}
= +HI

{1,2,...,14+nn+1)/2U{h(i+1,7+1)]|i+j=n,i,j >0}
= *.definicién de h
L2, 14+ 1)/2Uu2- G+ D)+ (n+2)(n+1)/2[0<j <n}
B {L,2,...,1+nn+1)/2}Uu{2+n(n+1)/2,...,1+ (n+1)(n+2)/2} [Bowo]

Por la ecuacién () podemos definir en forma recurrente la sucesién solu-
cién a través de una sucesion de conjuntos U, :

{al = h(ag,ao)

U = {a1}

any1 = minl,

Uny1 = (Un —{ans1}) U{h(ai, ;) [i+j=n+1}
Obsérvese que U,, = D,,—{ao, a1, ..., an}. Para generar a,_1 necesitamos cono-
cer U, y para ello debemos conocer U,,_; y los elementos aq, ..., a, para con

ellos formar la diagonal:

{h(ag,an), h(ar,an-1),...,h(an,a0)}
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Ilustremos el método para la funcion:

| 3x+2y, si x#F13Vy#1l
h(ﬁ’y)_{ 14, si r=13Ay=1

Ya que U; = {h(ao, ap)}, en nuestro ejemplo la situacién de partida es:

1
1|5

y el minimo serd 5 (a1), de forma que U> son los elementos de la siguiente tabla:

1 5
1 13
5|17

Aparece en un cuadro el elemento eliminado. El siguiente minimo es 13, que lo
encuadramos y afiadimos la diagonal:

5 |17 25 41
13 49
14 | 44

OBSERVACION.— [UNA CURIOSIDAD] En general a,, ¢ D,,_2 y es necesario
utilizar todos los términos de D,,_; para computar a,; es mas, dado un N arbi-
trario, existe una funcién tal que el término a1 se calcula precisamente en la
iteracion N (es decir, no habia sido calculado anteriormente). Por ejemplo, sea,
para N natural > 1, la funcién

_f 2(z+y), si z#AO6N-2Vy#l
h(x’y){GN—L si x=6N-2Ay=1

Si la funcién fuera h(z,y) = 2(z + y), vamos a demostrar que
Vn:1<n<N:a,=6n—2
por induccién. Para n = 1 es trivial; supongamos
Vk:1<k<n<N:a,=6k—2
entonces estudiemos el minimo del conjunto:

D, —{ao,...,an}
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Sii > 1,j > 1 tenemos, por hipétesis de induccién que
h(ai, a;) = h(ai-1,a541) =12(i +j) = 8
luego:
{h(ai,a;) |i+j <n}
= {hlao,a;)|0 < j < n}U{h(ar,a;):0<j<n—1)
{4} U{h(ao,a;|1 < j <n}U{10} U fA(ar,a) |1 < j <n—1}
{12 -2:1<j<n}U{12j+4:0<j<n-1}
de donde:
D,={1}U{b; =12 —2:1<j<n}U{c;=12j+4:0<j<n-1}
y teniendo en cuenta que
Ccji—1 < bj <¢c < bj+1
la sucesién ordenada de elementos de D,, es:

ao,Co,bl,Cl,bQ,CQ, .. -abn—lycn—labn

y de aqui sigue facilmente que,

sinpar>1, any1 = Cp)o = 12(n/2)+4
sinimpar, ani1 = bupynye = 12(n+1)/2-2

6(n+1)—2
6(n+1)—2

y hemos probado a,, = 6n — 2 (1 < n < N). Pero el valor 6N — 2 solamente se
alcanza en el término a,,, de donde también es cierto lo anterior para la funcién
modificada h(6N — 2,1) = 6 N — 1. Ahora bien,

D,

" {hlai.a;)|i+j <N}

 Ahlai,ap) i+ j < NYU{h(as, a;)|i+j = N}

" {Mai,a;)|i+j < N}U{I12N —8,12N — 2,6N — 1}

B {ag,co,b1,c1,b2,¢0,...,bN_1,cN_2,bN_1} U{6N — 1}

T {1,4,...,6N — 2,6N +4,6N +10,...,12N — 14} U {6N — 1}

de donde
Dy — {ag,...,an} = {6N — 1,6N + 4,6N + 10,...,12N — 14}
ant+1 =6N —1

y también

Dyy1 =D, U{12N, 12N + 4}
Dyys = Dn U{12N,12N +4,12N + 10}

A2N+2 = 12N OBs
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Un programa para el computo de D  Utilizaremos tres tablas
al0..n] £[0..n,0..n) m[0..n]

La primera memoriza los elementos de la sucesién: a[k] = aj. La segunda me-
moriza las imagenes de h de los ya calculados: f[k,!] = h(ak,a;). La tercera
memoriza qué elementos de la tabla ya aparecieron en la sucesion, de forma
que cada mlk] indica el indice del primer elemento de la fila k—ésima

flk, 0], flk, 1], ..., flk,i — K]

que no ha sido incluido todavia en a. Con tales tablas podemos formar el pre-
dicado invariante:
ILi=AiNFiNMi

donde
Ai = i<nAME:0<Ek<i:alk]=ax)
Fi = i<nAMELI>0:0<k+1<i: flk1]=h(ak,a))
Mi = i<nAVk:0<k<i:mlk]=min{jj>0Aa <[k j]})

y el siguiente esquema resolverd el problema

al0] := a0; {A}

£10,0] := h(a0,a0); {F}

ml0] = 0; {M}

i:=0;{I}

x[ 1 < n — incrementar i con invariabilidad de I |

Al estudiar la sentencia 7 := 7 + 1, obtenemos

i:=i+1A = AANi+1<nAafi+]l]=q
i=i+1F = FAi<nAMEL>0:k+l=i+1:f[k 1] = har a))
pero:
INi<n = a1 = minimo {f[0,m[0]],..., f[{,m[]]}
de donde:
{INi<n}

min := f[0, m[0]];

k:=1;%[ k < i — min := minimo(f[k, m[k]], min) ] ;

{min = minimo {f[0, m[0]],..., f[i,m[i]]}

ali + 1] := min;

{ANADIENDO LA NUEVA DIAGONAL}

k= 0yx[k <i+1— flk,i+1—k = h(alk],ali+1—k])]:
{Ai+1AFi+1}

1:=141;

{Ai A Fi}

Finalmente queda restablecer el predicado M; para ello, naturalmente, hay
que reajustar la tabla de minimos m/[k]; comenzamos viendo i := i + 1.M, que
se descompone en tres predicados

M.(i+1)(=i:=i+1.M)
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i+ 1<nAMVE:0<k<i+1:m[k]=mn{jj>0Aa < [k j]

i+1<nA (1)
(Vk:0<k<i:mlk]=min{jlj >0A a1 < flk,j]} A (2)
m[i+ 1] = min{j[j > 0 A a;y1 < f[i + 1,5} (3)

Para restablecer (1) basta con i < nA¢ < n; por las propiedades de la
funcién h,
a1 < h(ai+1, ao)
pero
F.(i+1) = h(aj+1,a0) = fli +1,0]

de donde tendremos

F(i+1) = min{jlj >0Aai < fli+1,5]} =0
y es necesario que m|i + 1] = 0 para restablecer (3); es decir

[P+ 1)y mli+1] = 0:{(3)}
El predicado (2) es mas complicado; sea k fijo (< i), y
Jiv1 = {jli = 0 N aipr < flk, 5]}
y comparemos con el conjunto que aparece en el predicado M.i
Ji={jli 2 0Nai < [k, j1}

Basta con que los dos conjuntos sean los mismos para no tener que alterar
el valor m[k|; por ser la sucesién a; creciente tenemos J;11 C J;, de donde
min J; 11 > min J;. Ademas

[k, mlk]] # aiya

= *."a; creciente
m[k] € Ji+1

= " propiedades del minimo
mlk] > Jiy1

y de aqui
mlk] = min J; A flk,m[k]] # aiy1 = m[k] = min J;41
y en definitiva tenemos el siguiente cuerpo para el bucle (casi completo)

{AG+1)ANF.(i+1)ANMiNi<n}
mli+ 1] :=0;

{B) A M}

{i<nAMiANali+1] =a;11}

k:=0;

[k <i—

[ fleom[k] =ali+1] —

o flkomlk] #ali+1] — nada [;
{m[k] = min J;11}

{()A(2)A(B) = Mi+1}
i=i+1{M.i} ]
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y solo queda encontrar la sentencia ; tenemos:
A(i+1) Nafi + 1] = f[k, m[E]]
ali] < ali+ 1] = flk,m[k]] < f[k, m[k] + 1]
m[k] +1= Ji+1
de donde
{A.(t+ 1) A MiAali+ 1] = flk, m[k]]}
{m[k] +1 = Jiga}
mlk] :=ml[k] + 1;
{m[k] = Jit1}

y finalmente nuestro programa sera:

a[0] := a0; m|[0] := 0; f[0, 0] := h(a0, a0);
1:=0;
[ <n— min:= f[0,m[0]];
k:=1;%[ k < i — min := minimo(f[k, m[k]], min) ] ;
afi + 1] := min;m[i + 1] := 0;
ko= 0k[k <i+1— flkyi+1—k :=h(a[k],ali +1—k)];
k:=0;
AE<im [ flmlk]) = ali+1] — m{k] := mfk] +1
O flkmlk]] # ali + 1] — nada] |;
ir=1i+1 |

7.5. La criba de Eratdstenes

Se trata de obtener el conjunto de nlimeros primos no superiores a V:
primos.N = {k|kes primo < N}

a través del método mas antiguo que se conoce y descubierto por Eratéstenes.
Utilizaremos una variable (de tipo conjunto) criba que verifique el siguiente
predicado P invariante:

P = primos.N C criba C [2..N]

Una primera accién a definir es: cribar tal conjunto quitando en cada paso los
multiplos de cierto elemento. Nos interesaran los siguientes predicados:

criccon.g = Vn:n€cribaNg|ln:n=q
— el conjunto criba ha sido cribado con el ntiimero ¢

eri-d_de.p = Vq:q € primos.(p — 1) : cri_con.q
— el conjunto criba ha sido cribado
con todos los primos menores que p

LEMA 7.26 P A p?> > N Acri_d_.de.p = criba = primos.N

Demostracién.— Si s € criba\primos.N y q es el menor factor primo de s,
*<s<N<p

g<p-—1
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=

q € primos.(p — 1)
: .
cri_con.q
y por tanto s = g, que es imposible; luego criba = primos.N.

El lema anterior conjetura la existencia de un bucle cuyo invariante se obtie-
ne por debilitaciéon de la poscondicién, de forma que tengamos:

{I}( = I Acrid_de.p)
#[p? <N — ... J{I Ap?> > N} { = } {criba = primos.N}

Para que el predicado P A cri_d_de,2 sea cierto es suficiente que el conjunto
inicial criba contenga tnicamente ntimeros impares junto con el 2; es decir,
podemos escribir:

eriba, k == {2}, p;

x[p < N — criba := criba U {p};p:=p+ 2]

{criba = {2} U{k|2 < k < N,k impar}}
Un invariante para el bucle anterior puede ser:

A = criba= {2} U{k|2 <k <p,kimpar} ANp <N + 2 A pimpar

Partimos entonces del invariante I = P A cri_d_de.p y consideremos una ope-
racion: cribar.p que verifique la poscondicion:

{I} cribar.p {cri_con.p}

LEMA 7.27 p?> < N A cri_d_de.p A cri_con.p = cri_de_d.(spa.p), donde spa.p es
el siguiente primo a p.

Demostracion.— Sea q € primos.(spa.p — 1). Entonces puede ocurrir:
— g < p— 1;luego por ser cierto cri_d_de.p. = cri_con.q.
— ¢ = p; cri_con.q = cri_con.p.

— ¢ > p es imposible, ya que se tendria p < g < spa.p — 1 < spa.p, que es
absurdo por ser ¢ es primo.

Por otro lado tenemos el siguiente lema:

LEMA 7.28 I Ap? < N = spa.p = s(p,criba), donde s(p, criba) es el menor
elemento del conjunto criba mayor que p.

Demostracion.— Sea p’ = s(p, criba); es suficiente probar que p’ es primo, ya que
p<p < spap primos.N C criba

Sea ¢ el menor factor primo de p. Si ¢ < p’ < spa.p, entonces se da cri_con.q, de
donde debe tenerse ¢ = p’ y p’ es primo.
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Por consiguiente tenemos el siguiente esquema correcto

{eriba = {2} U{k|2 < k < N, kimpar} }
p:=3:{I}
x[p? <N — {IAp*< N}
cribar.p
{eri_d_de.p. A cri_con.p}
{cri_d_de.(spa.p)}
p = spa.p
{I ANeridddep}(= I)]
{eriba = primos.N}

Falta especificar dos operaciones: cribar y spa; la operaciéon p := spa.p se
obtiene calculando el primer elemento impar de criba mayor que p:

p=p+2
*[p & criba — p:=p+ 2]

¢Existe s(p, criba)? Ello se deduce de ser p?> < N y de que entre un primo p y
su cuadrado p? existe siempre un nimero primo.

Queda por especificar la operacion cribar.p. Si se verifica el invariante I, se
tiene cri_d_de.p, y por tanto, de entre los multiplos de p:

P,2p,3p,4p,....(p— Vp,pp,(p+ L)p, (p+ 2)p, ..., (p+a)p, ...

no es necesario suprimir los maltiplos kp, con k£ < p; por otro lado, al ser p
impar, p + a es par cuando « sea impar, por lo que solamente tenemos que
suprimir los multiplos de la forma (p + a)p, con « par, y hemos demostrado el
siguiente lema:

LEMA 7.29 Siq | pcon g > p > 2,y ademds se cumple cri_con.p, entonces las dos
condiciones siguientes son equivalentes:

(@) gqmod2p=p
(b) q=(p+ a)p, conoimpar > 0.

Por consiguiente tenemos el siguiente esquema para la operacién cribar.p

{I=criddepNIAnp>2}
dosp,q :=p + p,p * p;
{A}( = qmod2p=pAIAp|k>pA(k€criba = k>q))
*[q < N — criba := criba\{q};
q:=q+dosp ]
{eri_con.p}
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para lo cual es suficiente probar que A es un invariante (hdgase como ejercicio).
En definitiva el programa completo es:

criba, k == {2}, p;

*[p < N — criba := criba U {p};p:=p+ 2]

{criba = {2} U{k|2 < k < N,k impar} }p := 3;

{I}( = cridddepAp>2AN)

#[p* <N — dosp,q:=p+p,p*p;

x[q < N — criba := criba\{q}; ¢ :== q + dosp]
p=p+2
*[p & criba — p:=p+ 2] |

{criba = primos.N'}

Ejercicios

7.30 [288] Escribid un programa para invertir una tabla a[1..n); es decir, para la precondicion
y poscondicion:
P =Vi:1<i<n:ali]=A;
Q = VZlSZSna[Z]ZAn_H_l

7.31 (El problema de la Particién) Sea una tabla bjm..n — 1] con valores iniciales B[m..n —
1]; escribid un programa para la poscondicion:

R = m < p<nAbcontiene una permutacion de los valores B N
blp] = B[m] A
m<i<p = bi|<Bm)A(p<i<n—1 = bli] > B[m])

7.32  (La regla de Horner) Demostrad la correccion del siguiente programa que calcula el
valor de un polinomio 3, , aiz" en el punto x por la regla de Horner:

i7y>Z:: 170107:6;
*[i#n—iy,z:=1i+1y+aiz, zz]

7.33  Escribid un programa para encontrar las formas posibles en que puede descompo-
nerse un entero v > 0 como suma de dos cuadrados: x> + y* = r (que genere las
soluciones enteras de 2*> +y> =r A0 <y < x).

7.34 [288] (El problema de la secuencia ascendente mds larga) [Dijkstra, 1976] Dada una
tabla a[0..n — 1], encontrad la longitud de la secuencia a[i..j — 1] ascendente mas larga.
Asi, si definimos el predicado:

as(i,j) = ali..j — 1] esascendente (=Vr: i <r < j:a[r —1] < afr])
la poscondicién vendra dada por m = M sa(n) donde
Msa(n) = méx{j —i|0<i<j<nAas(j)}
o lo que es igual
m =max{M; |0 < j <n}, donde M; = méx{j —i|i < j,as(i,j)}.

7.35 [289] (El1 problema de Hamming) Escribid un programa para generar una tabla orde-
nada a[0..n — 1] que contenga el 1 y los primeros numeros divisibles solamente por los
primos 2,3 y 5. Es decir, los n primeros términos de la secuencia H que verifica los
unicos axiomas:
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(a) 1 €H,
(b) x € H = 2x,3z,5z € H.

[290] (El problema de McCarthy) Demostrad que el programa

u,v =, 1;
*[u<100Vo#1— [ u>100 —u,v:=u—10,v—1

O «<100 —wu,v:=u+1l,v+1] 1;
z:=u—10

calcula la funcion 91 de McCarthy: z = if x > 100 then x — 10 else 91.
AYUDA.- si consideramos el caso = < 100 (si x > 100 es trivial) se observa que el
numero de pasos es 2(101 — z). Podemos pues considerar tres variables auxiliares

np = numero de pasos que realiza el bucle
= nudmero de veces que se ejecuta u,v :=u+ 11,v+1
g = numero de veces que se gjecuta u,v :=u — 10,v — 1

e introducir asi mismo sentencias apropiadas para mantener tales variables. Demostrad
que el siguiente predicado es un invariante del bucle:

I = z<100Anp=2(101-2z)—k—qg>0A
u=x+1lk—10g ANv=14+k—¢q

y que ademas se verifical Au > 100 Av=1 = u = 101.

[291] Sea {f(k) : 0 < k < n} una tabla de enteros positivos, es decir, verificando
la precondicion P = Vk : 0 < k < n : 0 < f(k) € Z. Escribid un programa S con
complejidad minima verificando el triplete {1}S{t = (3, f(i) < 1000)}.

Sean a[0..m — 1] y b[0..n — 1] dos tablas de numeros enteros estrictamente crecientes
con algtin elemento comun, es decir, verificando

P = 3p,qg:0<p<m,0<gq<n:alp] =blqg
Encontrad un programa para el triplete
{P}S{x es el mayor entero comiin a las tablas a y b}

Sean a[0..m — 1] y b[0..n — 1] dos tablas de numeros enteros estrictamente crecientes
siendo a[0] = b[0] = 0; escribid un programa para encontrar el menor natural que no
esta en ninguna de las tablas.

[292] Se define la sucesion de Simon en la forma
ap=a1 =az =1, Vk:kzo:ak+3:ak+1.ak+2+ak.
Escribid un programa para calcular el término a1000-

Un ndmero natural es perfecto si es la suma de sus divisores propios. Por ejemplo, 6
y 28 son perfectos. Por consiguiente los numeros perfectos verifican el predicado

n = E x
1<z <n,z|n

(A) Escribid un programa para la poscondicion R = p = n es un numero perfecto.

(B) Escribid un programa parcialmente correcto para encontrar el menor entero per-
fecto de tres cifras.
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[293] Sea a[0..n — 1] una tabla creciente de enteros verificando
P =n>1Aal0.n—1]7T Aa(n—1)=2300.
Escribid un programa para localizar el menor multiplo de tres.

[294] Sean a[0..m — 1], b[0..n — 1] y ¢[0..s — 1] tres tablas ordenadas en sentido estric-
tamente ascendente; escribid un programa que cuente los elementos comunes.

[294] (Febrero, 96) Probad la correccién del programa

x,y € Z;

{z,y > 0}

[ rz<y—ozyi=ycx
O z>y—zxz:=z—y]
{z,y>0Az=y}

[294] (Setiembre, 95) Sea a[0..n — 1] una tabla creciente de enteros verificando la
precondicion:
P =n>1Aal0.n—1]7 Aa(n—1) =200
Escribid un programa para localizar el menor nimero par de la tabla.
AYUDA.- Sea P el conjunto de enteros pares. Escribamos la precondicion en la forma

P=al0.n—1CZAal Naln—1)€P An>0.

y la poscondicién en la formaR = a(z) € P A (a[0.2 —1]NP)=0A0<z <nAP,
de donde R = a(x) es el menor par de a[0..n — 1].

[295] (Diciembre, 94) Dada una tabla de enteros a]0..n — 1], con al menos dos elemen-
tos distintos, escribid un programa para encontrad un elemento distinto de su minimo.

[296] (Diciembre, 92) Sea a[0..n — 1] una tabla de n nimeros enteros no necesaria-
mente ordenada; escribid un programa para encontrar el segundo menor elemento.
AYUDA.- Considere la poscondicion

Q@ = n>2Az=minal0.n — 1] Ay = min(al0..n — 1] — {z})
de la cual se puede obtener un invariante introduciendo una variable en lugar de n.

[297] (Enero, 96) Sea a[0..n — 1] una tabla de numeros enteros. Escribid un programa
EFICIENTE para la poscondicion R = q = algtin elemento de la tabla es 6.

[297] (Diciembre, 00) Sea n > 0, A[0..n — 1] una tabla de numeros enteros no de-
creciente, B(p,q) = {i | p < i < g, A[i] = 6}, y supongamos el predicado R = k =
Card B(0,n). Deducid un programa correcto para la poscondicion R. AYUDA.- Se trata
de un problema de conteo, por lo que podemos utilizar la técnica afiadir a la variable que
cuenta parte del problema vista en la Seccién 7.3.

[298] (Febrero, 92) Sean a[0..m—1] y b[0..n—1] dos tablas de numeros enteros, siendo la
tabla a estrictamente decreciente y la tabla b estrictamente creciente; sea el predicado

P =3p,q:0<p<m,0<gqg<n:alp] =blq
Escribid un programa S tal que { P}S{x es el mayor entero comiin a las tablas a y b}.

[298] (Diciembre, 96) Sea a[0..n — 1] una tabla de valores sobre un conjunto donde
hay definida una igualdad; escribid un programa para comprobar si existen objetos
diferentes en la tabla; por ejemplo, el programa devolvera en una variable q el test:
existen dos elementos de la tabla que son distintos.

[299] (Julio, 94) Sea a[0..n — 1] una tabla creciente de enteros verificando la precondi-
cion: P = n>1Aal0.n—1]1 A a(0) = 2. Escribid un programa para la poscondicion
R = 1 es el mayor numero par de la tabla.



Capitulo 8

Continuidad, Puntos Fijos y Semantica de
Bucles

8.0. La propiedad de continuidad

En un reticulo completo D (Definicién 2.0, pagina 27), una funcién f : D —
D se dice continua si lo es por cadenas; es decir, si para toda cadena z,, T (su-
cesion no decreciente) se tiene: f(sup{z,}) = sup{f(z,)} (véase Teorema 2.11,
pégina 28). Consideraremos el reticulo completo P de los predicados sobre un

espacio de estados, con la relacién de orden P < Q = [P = Q]. En ese caso,
una sucesién {Cy} es una cadena si

Entonces, la continuidad y la V-continuidad coinciden ya que el supremo de
una coleccién de predicados {Cy} es la disyuncién (3k : k£ > 0 : Cy).

DEFINICION 8.0  Un transformador de predicados S se dice continuo si para toda
cadena Cy, | se verifica

[S(Fk:k>0:Cr)=3k:k>0: S.C (cont)

En este capitulo veremos que la continuidad de los transformadores de las
sentencias de un lenguaje tiene numerosas aplicaciones tedricas y practicas.

TEOREMA 8.1 El lenguaje de Dijkstra D es continuo.

Demostracion.— Probaremos la propiedad (cont) de la Definicién 8.0 por induc-
cién estructural sobre la sentencia S. Si recordamos la Seccién 4.3 (pagina 67)
y el Teorema 1.22 (pdgina 22), sabemos que para demostrar que D es continuo
basta demostrar que lo son las sentencias basicas y que los constructores del
lenguaje conservan la continuidad. Probaremos en primer lugar (cont) para las
sentencias basicas (nada, aborta, x := E); tenemos, ptle

definicién sustitucion

x:=E.(3i:i>0:P) F:1>0:2:=FE.P;

nada.(Fi:i>0: F;) aborta.(3i:1>0: P;)

= -~ definicién de nada = *.~definicién de aborta
di:1>0: P F

= -~ definicién de nada = - CP
Ji:4>0:nada.P; Ji:i>0: F

*.~definicion de aborta
di:i>0:aborta.P;

159
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— COMPOSICION.- Sean ahora A y B continuos, B monétono, y P, T; veamos
que la composicién conserva la continuidad, viendo ptle

A;B.(3i:i>0:P)

= .- definicién composicion
AB.(Fi:i>0:F)

= - P;1, B es continuo
A(Fi:i>0:B.F)

= " A continuo, B monétono, y por ello B.P; T
3i:i>0:AB.P,

= . definicién composicion
Ji:i>0:A;B.P;

— SELECTIVA.-Sea ST == [0j:1 < j <n:b; — S;] donde cada S; es
sana y continua. Razonamos en la forma siguiente. Si n = 1 trivialmente ST es
continua ya que

[b—S].X=bASX

y [b — S] es continua de serlo S; para n > 2, sabemos — por Teorema 4.24:
pag. 65 — que SI se puede escribir como una seleccién con dos guardas; por
consiguiente bastarad demostrar la conservacion de la continuidad en el caso de
dos guardas y proceder después por induccion sobre el nimero de guardas.
Sean ahora f y g dos transformadores continuos y mondétonos; entonces, para
cada cadena Py T,

f(@3i:i>0:P)Ng.(Fj:j>0:P)
= .- f y g continuas

(Fi:i>0: fP)N(Fj:j>0:9.F;)
= *.»célculo

F:i>0: fPA(Fj:0<j<i:gP)

Fj:j>0:9.PA(F:0<i<j:fPF)
= "." P; creciente, f y g monoétonas

y el transformador (f A g).X = f.X A g.X es continuo. Por otro lado es ficil
ver que el transformador f.X = (b = S.X) es continuo y monétono cuando
lo sea S; veamos por ejemplo la monotonia

[fX = fY]
= -.-definicion

(b = SX) = (b= SY)
= - CP

[S.X = S8Y]

De ello se concluye que el transformador [b — SOc¢ — T'] es continuo cuando
Sy T sean continuos y monétonos, ya que, ptle

b—SOc—T].X
= cpara fX :=b = SX,yparag.X :=c = T.X
(bVe)A(fAg)X

Para probar que la construccién bucle conserva la continuidad, basta verlo
para una guarda, ya que todo bucle se rescribe como un bucle con una guarda
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y cuerpo una selecctiva (Teorema 6.10:pag. 92), y la construccién selectiva con-
serva la continuidad. Sea pueselbucle R = x[b — S|, donde S es monétona
y continua. Veamos en primer lugar que la continuidad de R es consecuencia
de la continuidad de los predicados asociados H k. en efecto:

[R.(Ji:i>0:P)=Ji:i>0:R.P)]
= -.-semantica de R
[(Gk:k>0:H*(Fi:i>0:P)=Fi:i>0:3k:k>0: H.P)]
= -~cada H” es continuo
[(Gk:k>0:3:i>0:HP)=(3i:i>0:3k:k>0: H".P)]
= *.-intercambio de cuantificadores
Clierto

Para probar la continuidad de los transformadores H* probaremos, por in-
duccién sobre k, que cada H* es continuo:

Vk:k>0:[H*.(3i:i>0:P)=3i:i>0: H".P))

El caso base (k = 0) es consecuencia inmediata de la distributividad; el paso
inductivo es consecuencia de ser H**! composicién de operaciones continuas

H*' X =H°XV[b— S].H* X

Es decir, el transformador dado por el miembro derecho de la ecuacién anterior

es continuo silo son H°, H* y S.
EJEMPLO 8.2 (Un transformador no continuo: desastre) Estudiado en Ejem-
plo 3.8:45; definido como [ desastre.X = [X]]no es continuo; en efecto,
desastre.(Fi :1>0:x <1) Fi:i>0: desastre.(x < 1)
C[@iii>0:2<i C3i:i>0: [z <i
= *.x natural = “ya que z puede ser i + 1
Cierto Falso
y en consecuencia desastre no es continuo. Obsérvese que la incorporacién de
tal sentencia asignarfa a « un valor indeterminismo no acotado.

8.1. Consecuencias de la propiedad de continuidad

Primera consecuencia: Implementacién recursiva de los bucles
TEOREMA 8.3 Sea R el bucle x[b — S, entonces [ bAR.X =bAS;R.X |.

NOTA 8.4 Para un bucle genérico«[ O : 1 <i <n:b; — S;] aplicamos el Teorema
6.10:92 y el Teorema 8.3 para obtener [ OB A R.X = OB A S;R.X ].

Demostracion.— Tenemos, ptle

bAS;R.X

= "semdanticade ;yde R
bAS.(3k:k>0: HF.X)

= -+ S continua, y { H*. X} es una cadena
bAJk:k>0:SHFX
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= -~ distributividad
Jk:k>0:bAS.HFX

= [bAHYX =F]
I k>0:bA(HO.X VHASHEX)

= - +definicién de H*
k:k>0:bAHFHLX

= bAHYX = F]
Jk:k>0:bA HFX

= " semdntica de R y distributiva

bAR.X

El teorema anterior tiene la siguiente interpretacion interesante:

EN EL ENTORNO DE ALGUNA GUARDA LA EJECUCION DE UN BUCLE
EQUIVALE A LA EJECUCION DEL CUERPO SEGUIDA DEL BUCLE.

que permite implementar los bucles via la recursién ya que,
COROLARIO 8.5 Todo bucle verifica su ecuacion recursiva:
R=[b— S;RO-b— nada] (%)

Demostracion.—

[b— S;RO-b— nada] . X

= *.»semdantica seleccién binaria
bAS;RXV-bAX

= -, Teorema 8.3

bARXV-bAX
= [RX=-bAX VDA ...]y por absorcién

bARXV-bARX

- RX

2? consecuencia: Equivalencia entre indeterminismo acotado y continuidad

EJEMPLO 8.6 (La sentencia Azar,) Esta asigna a la variable  un niimero na-
tural arbitrario. Tal sentencia puede definirse con el transformador:

Azar,.Z =Vk:keN:zx:=kZ

y puede describirse con la selectivano acotada [0 : ¢ > 0:C — z :=1i],y
también puede ser caracterizada por las siguientes propiedades,

(a) [Azarg.(x € N) ]
(b) Vk:k>0:[Azar,.(0 <x < k)= Falso|

De (a) se desprende que la sentencia termina siempre, y asignando a = un
numero natural; la condicién (b) expresa que el valor final de = no estd acotado
por ningtin valor prefijado, y por tanto la sentencia presenta indeterminismo
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no acotado (unbounded nondeterminacy). Veamos que las dos condiciones (a) y
(b) son incompatibles con la continuidad:

Clierto

- )

_ Azarg.(z €N)

C Azar,.(Fk:k>0:2eNAO<z<k)

= .~ Azar, es continua, 0 < x < k es una cadena
Jk:k>0:Azar,.(x e NAO <z <k)

R0

B dk: k> 0: Falso

"~ Falso

Por tanto concluimos que la continuidad implica el indeterminismo acota-
do (esta conclusién aparece ampliamente discutida en [Dijkstra, 1976], paginas
7678 y 204-207). Sorprendentemente, como muestra [Dijkstra, 1982]:358-359,
el indeterminismo acotado es equivalente a la continuidad. El argumento de
Dijkstra esta basado en la siguiente propiedad

A PARTIR DE UN PROGRAMA NO CONTINUO PODEMOS CONSTRUIR
UN PROGRAMA CON INDETERMINISMO NO ACOTADO.

Para probarlo, sea S un programa no continuo; entonces existe una sucesion
{Cx} 1 de predicados tal que el siguiente predicado I no es idénticamente falso

1
Jk:k>0:5C,#S.(Fk:k>0:C)
= *.denominamos M y N los predicados de la desigualdad
M#N
= . definicién
-(M = NAN = M)
= " por ser S monétona, M = N
N AN-M

CS(Bk:k>0:C)A(Tk:k>0:S5.Ch) (%)
Sea + un estado verificando [ y sea el programa
S = S;z:=min{k:k>0ACy}
que puede implementarse en la forma S;k := 0;%[-Cy, — k := k+ 1].Si
S’ fuera indeterminista acotado, para cierto K tendriamos {I}5'{x < K}, de
donde, por ()
{I}S{3k : k>0:Cr};x:=min{k : k > 0A C}{z > 0}

y por ser {C } creciente, partiendo del estado ¢, S termina verificando Ck, que
es incompatible con el segundo miembro de la conjuncién (x); de aqui que el
indeterminismo es acotado.

De todo ello se deduce que la inclusién de una sentencia indeterminista no
acotada (tal como Azar,) conlleva la no-continuidad, y viceversa. Es decir,

TEOREMA 8.7 En el lenguaje de Dijkstra, la continuidad equivale a que todo pro-
grama proporciona indeterminismo acotado.
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8.2. Semadntica de los bucles via puntos fijos

Una consecuencia importante de la propiedad de continuidad (Teorema
8.3) es que todo bucle R = * [b — S verifica su ecuacion recursiva

R =[-b— nadab— S;R] (%)
Dicho de otro modo, R.X es solucién de la ecuaciéon en Y
Y:[Y=-DAXVDOASY] (%)

La ecuacién (*x) se llama la ecuacion caracteristica de R.X. Recordemos que la
ecuacién (x) permite dar una posible implementacién de los bucles. Sin em-
bargo, tal ecuaciéon no puede servir como definicién semantica de los bucles ya
que puede tener varias soluciones, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 8.8 La sentencia nada verifica la ecuaciéon en Y
T:YT=[-b— nadaOb— nada; Y] (")
ya que, para cada X, nada.X es solucion de la ecuacion en Y
Y:[Y=-bAXVbAnada.Y ] (")

Pero también es solucién de (x+') el valor *[b — nada].X, que equivale a
—-b A X. Luego la ecuacién (+') tiene al menos dos soluciones: nada y el bucle
*[b — nada]. Es facil ver que cualquier solucién de (*+’) no es menor que
-bAX

[Y=-bAXVbAnadaY ]
= " regla de oro
[-bAX = V]

y por tanto *[ b — nada ] es la menor solucién de (+’). De la misma forma, para
la ecuacién
R = [Falso — nada O Cierto — S; R ] (")

la menor solucién es «[ Cierto — S|, que equivale a aborta. Por tanto, parece
l6gico pensar que es la condicién de minimalidad junto a la ecuacién (x) lo que
caracteriza la semdntica de los bucles, como veremos en este capitulo.

Encontrad una sentencia S tal que la ecuacion (x) tenga varias soluciones.

Existencia de soluciones extremas Si quisiéramos definir la semantica del
bucle como la solucién minima debemos antes asegurar la existencia de tales
soluciones extremas. Sea entonces f : P — P un transformador de predicados;
denotemos con 1Y : f.Y la solucién mas fuerte de

Y:[Y = 1Y)

Es decir, el minimo punto fijo de f. El teorema de Tarski-Knaster (véase Teore-
ma 2.13:29) asegura la existencia de tal solucién y la caracteriza:
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TEOREMA 8.10 (Tarski-Knaster, 1955) Sea f : D — D una funcién monétona y
D un reticulo completo; entonces:

(i) existe Y : f.Y.
(ii) Sif.Z < Z entonces (uY : f.Y) < Z.

OBSERVACION.— (i7) caracteriza al minimo punto fijo ya que si Y; es un punto
fijo, satisface Y1 < f.Y7, y por (i), (uY : f.Y) < Y7. Ons

Olvidemos provisionalmente la definicién de semadntica de los bucles vista
hasta el momento y demos una nueva definicién; al final del capitulo vere-
mos que coinciden (Teorema 8.23). Queremos caracterizar el valor R.X como
el minimo punto fijo del transformador de predicados

Yr—gXY(=-bAXVbASY)

La existencia del menor punto fijo viene asegurada por el teorema de Tarski-
Knaster (o T—K para simplificar). Por ello es suficiente demostrar que el trans-
formador de predicados ¢g.X.Y es monétono en Y. Es mds, es conjuntivo en
ambas variables:

VP,Q,M,N :: [g.P.M A g.Q.N = g.(P A Q).(M A N))

siempre que S sea conjuntivo, lo cual ocurre si S es sano. En particular, g.X es
mondtono por ser conjuntivo.

DEFINICION 8.11 (Seméntica del bucle en términos de puntos fijos)
Seaelbucle R = x[b— S|, con S sano; se define su semdntica como

[RX = pY :=bAXVDOASY]

Para un bucle con varias guardas %S, siendo SI una selectiva genérica
(con varias guardas), definimos su seméantica como la seméantica del bucle con
una sola guarda x| OB — SI]. Por consiguiente, se seguird satisfaciendo la
equivalencia *SI = x[OB — SI].

NOTA 8.12 De la Definicién 8.11 anterior deducimos que

Sl =b A X ES SOLUCION DE LA ECUACION (x*), ENTONCES TAMBIEN ES LA
MENOR SOLUCION, Y POR TANTO [R.X = —b A X].

Este es el caso del Ejemplo 8.8, y del siguiente.
EJEMPLO 8.13 Sea el bucle estudiado en el Ejemplo 6.8
R = *x[b—x:=x+10b— b:= Falso]
para el que queremos probar [ R.X = —b A X |. Segtin la Nota 8.12 bastard de-
mostrar que —b A X es solucién de la ecuacién (xx). En efecto.

“DAXVbOA[b—x:=2+10b—b:= Falso].(-b A X)
= *."semdntica seleccion

“ObAXVOIAN(D = z:=24+1.(-bAX))A (b = b:= Falso.(-b A X))
— ...CP
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“OAXVOAz =2+ 1.(-bAX)Ab:= Falso.(-b A X)
= *.~def. sustitucién

-bAXVbA-bA ...
= - CP

-bAX

Observe el lector que no hemos utilizado la segunda guarda ni la segun-
da sentencia guardada. Por consiguiente, el bucle *[b — 2 := z +10 ...]
serd equivalente a la sentencia [ ~b — nada], siempre que la disyuncién de las

guardas sea b.

[300] Sea el bucle R = =« [b — S], donde [S.~b = Falso]. Probad utilizando la
Definicién 8.11, que [R.X = —b A X| ¢ Qué interpretacion tiene?

[300] (Febrero, 96) Sea el bucle R = *[b — nada] ¢Cudndo se da {b}R{Cierto}?
¢ Qué interpretacion tiene?

8.3. Salubridad de los bucles, determinismo y teo-
rema de invariantes en términos de puntos fijos

Los resultados aqui descritos estdn formulados para bucles con una sola
guarda; para varias guardas recordemos la equivalencia *SI = x[OB — SI].

Para que el lenguaje obtenido con la Definicién 8.11 sea sano hemos de pro-
bar que si S es estricto (LME) y conjuntivo, entonces R es estricto y conjuntivo.
La LME es facil ya que por ser S estricto, F' = b A S.F, luego F es el menor
punto fijo de ¢g.F'. La conjuntividad de R.X serd consecuencia del siguiente
lema extraido de [Morris, 1990]:90.

LEMA 8.16 Sea g un transformador conjuntivo en sus dos argumentos, por lo que
estd determinado el transformador h.X = pY : g.X.Y. Se verifican,

(i) h es conjuntivo.
(49) Si g es disyuntivo, entonces h es disyuntivo.

En particular, tomando ¢.X.Y = -bANX VDA S.Y, siendo S sano, y tomando el
bucleR = *[b— S],

(#9i) R es sano.
(tv) Si S es disyuntivo (determinista), entonces R es disyuntivo.

Demostracion.— Por Lema 1.9:15, basta probar [h.(P{ Q) = h.P{ h.Q] por do-
ble implicacién, donde { puede ser la conjuncién (A) o la disyuncién (V). La

implicacién = la hacemos en forma simultdnea:
[h.(P{Q) = h.P{hQ)]
WY :g.(P{Q)Y = h.P{hQ]

= *.- Teorema 8.10(4¢)

9.(P{Q).(h.P{h.Q) = h.P{hQ)
= *.* g es conjuntivo/disyuntivo
[g.P.(h.P)( 9.Q.(h.Q) = h.P{h.Q)]
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= "."h.Py h.Q son puntos fijos
[h.P{h.Q = h.P{h.Q)]

~ Clerto

La prueba anterior, asi como las siguientes, son validas por una coleccién
arbitraria de predicados Py Q{ .... Ahora terminamos de probar (i).

[h.PARQ = h(PAQ)
= " regla de intercambio
[h.P = —h.QVh(PAQ)
= " Teorema 8.10(4), (Y : g.P.Y) = h.P
[9.P.(mh.QV h.(PAQ)) = -hQVh(PAQ)
= " regla de intercambio
[h.QAg.P(-h.QVh(PANQ)) = h(PAQ)]
= "."h.Q) es punto fijo
[9.Q.(h.Q) AN g.P.(-h.QV h.(PANQ)) = h.(PAQ)]
= "." g es conjuntiva
[0.(PANQ).(h.QANRh(PAQ)) = h(PAQ)]
“"h.(P A Q) es punto fijo
[0 (PAQ).(RQAK(PAQ)) = g.(PAQ).h(PAQ)]
e *." g es monétona en segundo argumento por ser conjuntiva
Cierto

Por ser h conjuntivo, también es monétono, y la implicacién
[h(PVQV ...) < h.PVhQ...]

es trivial. Esto prueba (i7). La prueba de (iv) sigue de (i¢) teniendo en cuenta
que el transformador b A X V b A S.Y en disyuntivo en X e Y. Demos final-
mente, otra demostracién directa de (iv). Por ser R.(X V X'V ...) la menor
solucién de la ecuacion:

Y:[V=-bA(XVX'V...)VbASY]

basta probar que R.X V R. X’V ... verifica la ecuacién anterior:

RXVRX'V ...
".-semdntica de bucles segtin p.f.
“DAXVOASRXV-DANX'VOASRX'V ...
= *.» S determinista, calculo de predicados
DA (XVX'V .. )VIAS(RXVRX'V ...)

Luego hemos caracterizado el bucle en términos de puntos fijos y hemos
justificado que coincide con la seméantica operacional.

Veamos para finalizar algunas conclusiones que se deducen facilmente de la
semantica segtin puntos fijos, algunas de las cuales las hemos demostrado ya
anteriormente utilizando la semantica tradicional (inductiva). Las demostra-
mos nuevamente para que el lector compruebe la elegancia de las demostra-
ciones. Los enunciamos para una sola guarda ya que se verifica la equivalencia
*ST =*[OB — SI].

TEOREMA 8.17 Sea R = *[b— S]. Se verifican
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(i) [R.X =R.(X A-b).
(i7) Q@ = b = [QAR.X=QAX].
(i4i) Seaotrobucle R = x[¥ — S’]; entonces[t) = b] = [R;R' =R].

NOTA 8.18 (i) afirma que al terminar el bucle la guarda es falsa; (ii) dice que si en el
entorno Q la guarda es falsa, R equivale a la sentencia nada; (iii) tiene una interpre-
tacion operacional simple: puesto que al terminar R la guarda es falsa, sera también
falsa la guarda de R’ al comenzar éste, y por tanto R’ no ejecutara su cuerpo.

Demostracion.— (i).— Tenemos que g.X = g.(=b A X), luego tienen los mismos
puntos fijos.

(74).—si [@ = —b] entonces, (#41).—
QAb=Fly[QA-b=Q), RiR.X
luego, ptle: = *."semantica composicion
R.(R'.X
QARX . = ( '.'poz (1)
= "R.X es punto fijo R.(=b AR .X)
QN(-DAXVDASRX) _ -+ (ii) con R, Q == R/, —b
QAX = “por (7)
R.X

TEOREMA

Los siguientes ejemplos ilustran de nuevo cémo usar la técnica de los pun-
tos fijos para mostrar la equivalencia semantica de bucles.

EJEMPLO 819 En Teorema 6.14 vimos que los bucles R = «[b — S] vy
R’ = x[b— T] tienen el mismo comportamiento si los cuerpos son equiva-
lentes en el entorno de la guarda

VX 2 [bASX=bAT.X] (%)

Veamos una demostracion de esto dltimo en términos de puntos fijos (en la
solucién del Ejercicio 8.20 aparece otra demostracién alternativa en el caso en
que Sy T sean equivalentes en el entorno de un predicado invariante):

x[b— S].X
*."semdntica (minimo punto fijo)
puY i =bAXVbOASY
_ (%)
WY =bAXVOATY
*.’semdntica (minimo punto fijo)

#[b—T].X

[300] (Febrero, 93) Resuelva el Ejercicio 6.16 utilizando puntos fijos. AYUDA.- en el
Ejemplo 8.19 se prueba que los bucles tienen el mismo comportamiento si VX ::
bAS.X = bAT.X], pero en el presente ejercicio se prueba que tienen el mismo
comportamiento en presencia del invariante P; el lector debera observar la diferencia
importante entre los dos conceptos.

TEOREMA 8.21 (Teorema de Invariantes) Para fodo bucle R = «[b— S],

[PANb = S.P] = [PAR.C = R.P]
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Demostracion.— Adaptamos una prueba de [van Gasteren, 1990]:

[PAR.C = R.P]
= " regla de intercambio
[RC = -PVR.P]
= ‘. Teorema 8.10(i), R.C = puY : f.Y
[-bVOAS.(-PVR.P) = -PVR.P|
= " regla de intercambio
[-bAPVbOAPAS(-PVR.P) = R.P]
" calculo
[-bAP = R.P]
[bAPAS(-PVR.P) = R.P]
[RP=-bAPVbASRP|,[PAb = S.P], transitividad de =
Cierto
[bAS.PAS.(-PVR.P) = R.P]
" conjuntividad de S
[bAS(PAR.P) = R.P]
= . monotonia de S, transitividad de =
[bASR.P = R.P]
= [RP=-bAPVbASR.P

Clierto

s < |

Continuidad de la construccion bucle Con la nueva seméntica de bucles,
nuestro lenguaje sigue siendo continuo. Para probarlo bastard razonar por in-
duccién sobre las sentencias del lenguaje, y probar ademds que los bucles in-
troducidos con la Definicién 8.11 siguen conservando la continuidad.

LEMA 8.22 Si S es continuo, entonces tambiénloes R( = *[b— S]).
Demostracion.— Sea una cadena de predicados C}. Hay que probar, ptle
R(k:k>0:Cr)=Fk:k>0:R.Cy

La implicacién < es consecuencia de la monotonia. Veamos =

[RGk:k>0:C) = Tk:k>0:R.Cy]
= *.- Teorema 8.10(7)

[ OAN(Fk:k>0:RCy)VOAS.(Zk:k>0:R.C,) = Fk:k>0:R.Cy]
= *.*S es continuo

[ OA(FE:kE>0:RC)VOAN(TE:k>0:SR.C;) = Fk:k>0:R.Cy]
= - distrib., y conmutativa

[k k>0:bARCLVHOASRC, = Jk:k>0:R.Cy]
= "."R.C}, es un punto fijo

[Fk:k>0:R.C, = Fk:k>0:R.Cy|
= -CP

Cierto

TEOREMA 8.23 (Equivalencia entre las dos semdnticas) La semdntica de los
bucles en términos inductivos dada por la Definicién 6.2 coincide con la semdntica en
términos de puntos fijos de la Definicion 8.11.
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Demostracion.— Tendremos que probar, ptle
pY g XY=3Im:n>0: H".X

Ya que S es continuo, por el Lema 8.22, el transformador g.X es continuo, y
por el teorema de Kleene (Teorema 2.14):

pY :9.XY=3In:n>0:(¢gX)".F
ya que Falso es el infimo en el reticulo P, y siendo
(¢.X)°.F =F (9.X)""1.7Z = (9.X)".((9.X).Z)

Demostremos por induccién que [(g.X)""1.F = H" . X|; paran = 0 es trivial;
por otro lado, ptle, H™. X

= " definicién y semantica de la selectiva
“bAXVbASH" X

*.~definicién de g. X
g.X.(H"1.X)

" hipétesis de induccién
g.X.((¢.X)".X)

= *.definicién
(9.X)".X
Ejercicios

8.24 [301] Probad la igualdad «[b — nada] = *[b — aborta].

8.25 [301] Utilizando la semantica segun puntos fijos, probar S = aborta, siendo

R = «[b—oz:=2+10b— b:= Falso]
S = b:=Clierto;R

8.26 [301] Sea el operador infijo '«" definido en la forma b« S = *[b — S]. Probad o
refutad las siguientes propiedades:
(a) (bVe)xS = bxS;cx(S;b%9)
() (bAc)xS;bxS = bxS
8.27 [301]Seaelbucle R = *[q— nadaOq — q:=—q]

(A) Demostrad [R.C = —q] utilizando puntos fijos.
(B) Demostrad [R.C = —q] utilizando la semantica inductiva.
(C) Utilizando lo anterior probad R = [ ~q — nada] .

8.28 Probad las siguientes equivalencias utilizando puntos fijos y semantica inductiva:

*[ Cierto — S = aborta
*[b—SO-b—T] = aborta

8.29 [301]SeaR = =x[b — S] un bucle arbitrario. Probad [R.C = TR.—b] utilizando la
semantica inductiva y la semantica segun puntos fijos.



8.30

8.31

8.32

8.33

8.34

8.35

8.36

8.3 - Salubridad de los bucles, determinismo y teorema de invariantes 171

[302] Probad e interpretad, utilizando la semantica en términos de puntos fijos
[A = RC] = [SA = RC|
[302] (Marzo, 94) Probad que los bucles x[b — S verifican la ecuacion
X =[-b—nada0b— S;X] (%)

pero que tal ecuacion no sirve como definicion semantica de los bucles. AYUDA.- en-
contrad sentencias tales que la ecuacion (x) tenga varias soluciones.

[302] (Marzo, 94) Sea el bucle R = x[b — S]. La siguiente es una prueba de
{b}S{-b} = [R.C]. Completad los comentarios que faltan

{b}S{-b}

b = S-b]

=

b = SR.C]

b A SR.C = b]

[R.C = bV

[R.C]
[302] (Julio, 94) Probad [R.C = z < 1] utilizando puntos fijos, donde
R = x[z>l-z=c+10zx>2—>z:=0—4]
¢ Qué interpretacion tiene? ;Cambia el resultado si tomamos el bucle
R = x[z>1—z:=2+102x>2—8] ?
[303] (Diciembre, 94) Sea el bucle R = *[b— S].

(A) Probad, utilizando puntos fijos, VX :: [R. X = R.(-b A X)].

(B) Utilizando (A), probad la igualdad R;[b — AO-b— B] = R;B.
[303] (Enero, 95) Sean S y T' dos sentencias deterministas, p y q dos predicados in-
compatibles (p A q = Falso) y la sentenciaR = «[p— SOq—1T].

(A) Probad que R es determinista, utilizando la semantica segtn puntos fijos.

(B) Probad que si[p V q = Ciertol, entonces R = aborta.

(C) Calculad e interpretad el triple {C}R{C'}.

[304] (Noviembre, 96) Seaelbucle R = «[i#N —i:=i+1].
(A) ¢Cual es la ecuacion en términos de puntos fijos para la semantica de R.C'?
(B) Probad que i < N es un punto fijo.
(C) Probad, por induccion, que para cualquier punto fijo Y1 se tiene

VE:0<k:[N—-k<i<N = Y]

(D) Concluid que i < N es el menor punto fijo, y por tanto [R.C =i < NJ.

8.37 [304] (Setiembre, 02) Sea el bucle R = =[b— S].
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(A) Probad {b}S{—b} = [R.C] utilizando la semantica en términos de puntos fijos.
AYUDA.- Usad [R.C = R.(—b)] y un esquema como el siguiente, ptle,

R.C
= - [R.C=R.(-D)

R.(-b)
= " semantica en términos de puntos fijos
-bVbA SR(ﬁb)

~bV b A S.(=bVbA SR.(-b))

bV bAS—b

-bVb

Clierto
(B) ¢Qué interpretacion tiene la implicacion anterior?
(C) Dad un contraejemplo para el cual la implicacion reciproca sea falsa.

8.38 (Diciembre, 99) SeaelbucleR = [z <N —z:=z+10z2< N —z:=z+2].
(A) Encontrar un contador del bucle.
(B) Utilizando tal contador, probad, [R.C' = C].

(C) Probad, utilizando puntos fijos, que [R.(x = N) = (x = N)], y dad una interpre-
tacion de esto dltimo.

(D) Probad e interpretad que [R'.C' = x > N| si modificamos el bucle en la forma
R = #[z<N—-oz=z+10z<N-oz:=x-1]
8.39 [305] (Diciembre, 00) Sea S el cuerpo del bucle
R=x2#0—2z:=2+102#0— z:=2+2]

(A) Justificad (con una frase) que [(z = 0) = R.C)|

(B) Probad, y justificad que, para cualquier a, [S.(z = a) = Falso.

(C) Demostrad que S es indeterminista. AYUDA.- Calculad S.(z =2 V z = 3).
(D) Escribid la ecuacion que determina la semantica en TPF de R.C.

(E) Demostrad que =z = 0 es el menor punto fijo de la ecuacion del apartado (D).
(F) Calculad k para que se verifique el triplete {z = k}R{z = 0}.

8.40 [305] (Febrero, 01) Siendo x es una variable entera, sea el bucle
R=«z>0—-z:=zx—10z>0—-z:=x—2]

(A) Utilizando la semantica inductiva de los bucles, prueba que [C = R.C].
(B) Usando el apartado A, prueba [C = R.(z < 0)].

(C) Utilizando PF prueba [x =0 = R.(xz = 0)], asicomo [z < 0 = R.(z < 0)].
(D) Deduce de los apartados (B) y (C) que R es indeterminista.

8.41 [306] (Junio, 99) Sea la sentencia desastre definida en la forma [ desastre. X = [X]].
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(A) Estudiad bajo qué condiciones es indeterminista.
(B) Probad que si es indeterminista, tiene indeterminismo no acotado.
(C) Probad que el programa x := 8;x[x > 3 — desastre] nunca termina.

(D) Probad que el bucle «[z > 1 — z := 2 — 1 Azar, Oy > 1 — y:=y — 1]
siempre termina.

(E) ¢Qué ocurre si cambiamos en el bucle anterior la sentencia Azar, por la senten-
cia desastre?

8.42 (Enero, 95) Sea x una variable entera, y el bucle
R= ] z2<0 — z:=-x
d z>1 — z:==xz-1
O z2>2 — z:=z+2]

Utilizando la semantica via PF probad el triplete {z # 0} R{z = 1}.

8.4. El Teorema de los Contadores Generalizados
Concepto de contador generalizado Estudiemos la terminacién de

{m>0An>0}

,j:=m—1n-—1;

[ j#£0 —j=i—1

O j=0Ai#0 —i,j:=i—1n—1]

Se observa que el predicado I = n,m > 0A,j > 0 verifica {m > 0An >
0} 4,5 :=m —1,n —1{I}, siendo invariante,

INj#0 IN(G=0Ai#£0)
=
nm>0At>0A7>0 nm>0A1>0
=g =11 = i—1mn—11

Veamos que los valores de las parejas (4, j) generados por el programa cons-
tituyen una sucesion decreciente para la relacién de orden lexicografica:

(a,b) < (c,d)siia<cVa=cAb<d

En efecto: es facil ver que I A (3, j) = (a,b) = SI.(i,7) < (a,b) ya que

_j=j—1(,j) < (a,b) _igj=i—1,n-1(,j) < (a,b)
(6,5 1) < (a,b) C(i—Ln—1)<(aDb)
= *.-orden lexicografico = *.-orden lexicogréfico

(i,7) = (a,0) (,7) = (a,0)

y por tanto el programa genera una sucesion estrictamente decreciente. Pero
en el conjunto C(= N?) cualquier sucesién decreciente es finita. Ademads, de ser

[INOB = te(]

concluimos que el bucle debe terminar ya que si OB se da indefinidamente se
obtendria una sucesion estrictamente decreciente e infinita de elementos de C,
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lo que es imposible. Por el Teorema 1.23:23, un conjunto donde cada sucesién
estrictamente decreciente debe ser finita es bien construido (well-founded set).

Sea ahora ¢ la funcién con origen el espacio de estados y destino el conjunto
parcialmente ordenado Z? (¢ : £ — Z?) definida enla forma ¢ = (i, j). Diremos
que t es una estructura de tipo Z2. Entonces, hemos probado que para nuestro
programa se verifican las propiedades

(@) [INOB = SI.I] — I es un invariante
() [INOB = te(]
(C/) Vo i [I ANOBAt=ty = Slt< to]

Resumimos las tres condiciones anteriores diciendo que

t ES UN Z2~CONTADOR (O CONTADOR GENERALIZADO DE TIPO Z?)
ASOCIADO AL CONJUNTO BIEN CONSTRUIDO C Y RELATIVO AL IN-
VARIANTE 1.

Comparese (b')-(¢") con las condiciones del Teorema de los Contadores (Teore-
ma 6.38:105): un contador en sentido tradicional no es mds que un Z—contador.
Por tanto, los contadores que estudiaremos en las secciones siguientes son una
generalizacion de los contadores enteros.

Parece justificado conjeturar que si un bucle admite un contador generali-
zado relativo al invariante I entonces se tiene [I = R.C]. En muchos casos es
posible construir un contador entero a partir de uno generalizado; por ejemplo,

para el programa anterior tenemos que es un contador entero y
por el teorema de los contadores el bucle termina. En general esto no es posible

como veremos con algunos ejemplos en los que interviene el indeterminismo
no acotado.

El Teorema central de los bucles Un programa que termina a partir de cierto
estado ¢ se dice que termina fuertemente si existe una cota del tiempo de eje-
cucién (funcién del estado inicial ¢). La demostracién de la terminacién fuerte
de un bucle suele hacerse mediante el uso de contadores enteros ya que el va-
lor inicial de un contador da una cota del nimero de pasos del bucle. Por el
contrario, como veremos seguidamente, existen bucles que terminan pero no
fuertemente. Para ellos, en lugar de buscar contadores enteros vamos a demos-
trar un teorema para contadores generalizados.

TEOREMA 8.43 (Teorema Central de los bucles) Sea R = «x[b — S| y sea
t un D-contador asociado al conjunto bien construido C y relativo al invariante I; es
decir, t es una aplicacion t : £ — D y C C D verificando

(be)  C es un subconjunto bien construido,
(f) UANb=tel],
(id) Ve:zeC:[INbAt=2 = S.(IANt<z)].

Entonces en el entorno de I el bucle termina verificando I; es decir, [I = R.I].

NOTA 8.44 En la literatura existen numerosas demostraciones que podemos clasificar
en dos grupos, segun utilicen el teorema de invariantes o no. Aqui veremos una prueba
que unifica las anteriores y resulta ser una adaptacion de la demostracion de Dijkstra,
Feijen y van Gasteren (1986).
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Demostracion.— Consideremos que queremos probar el predicado mas gene-
ral I = @), donde Q es un punto fijo [) = ¢.X.Q)] de un transformador
monotono en su segundo argumento. En particular, por la semantica en térmi-
nos de puntos fijos de los bucles, R.X es el menor punto fijo del transformador
(enY),

g XY = bAXVDOASY (%)

Veamos qué condiciones debe cumplir g; tenemos

[l = Q]

= *."tercio excluido

Jintec = q (1)
[IAtgC = Q] (2)

(2) es inmediata si tomamos I < X para el caso particular (x) con @ = R.X,

IAntgC = Q]

= TQ=-bANXVbOASRX
IAtgC = -bAXVDOASQ]

= " regla de intercambio dos veces, transitividad
[IABYV-X) = te(]

= cparal < X secumple IANb=IA(bV -X)
(f)

Ahora vamos a utilizar la hipétesis ‘C es un conjunto bien construido’; recorde-
mos que por el Teorema 1.22:22, ello equivale a decir que es inductivo, es decir,
para cada predicado p, y ptle, se verifica:

Vr:xeC:px
= - Definici6én 1.21:22 (ci)
Ve:xeC:Vy:yeCAy<z:py) = px

Para utilizar (ci) en la demostracién de (1) debemos introducir el cuantifi-
cador Vz. Para ello utilizaremos la regla puntual vista como axioma del cuanti-
ficador V en la Seccién 1.4. Tomando A == I V @, por la regla de intercambio
modificamos (1) enla forma [t € C = A], que se debilita

teC = A
= " regla puntual —Definiciéon 1.16 -z ¢ A
Ve:x=t:[zreC = A
= " intercambio en rango
Ve:zeC:[zx=t = A
= *.*C es inductivo, (i)
Ve:xelC:Vy:yeCAhy<z:ly=t = A]) = [z=t = A]

= " intercambio cuantificadores
Ve:zxeC:[Vy:yeCAhy<z:y=t = Al = [z=t = A
<= *.intercambio rango

Ve:zeC:[Vy:y=t:yeCAhy<z = Al = [z=t = A]
= " regla puntual
Ve:zxeC:teCAht<z = Al = [x=t = 4]
= "~ definicién de A, regla de intercambio
Ve:zeC:[INteCAt<z = Q] = IAhz=t = Q]
= cpor (2),[IANtECAE<z = Q] calculo
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Ve:zeC:[INt<z = Q] = [[Ahz=t = Q] (3)
Para probar la implicacién (3), sea x € C; entonces,

IAt<z = Q]
= *." g es monétona en el segundo argumento
[g.X.INt<z) = ¢.X.Q
= |}, transitividad
g X.(INt<z) = Q]
= -, transitividad
IAt=z = Q]

En el tltimo paso necesitamos [/ At =2 = ¢.X.(I At < z)]. Obsérvese
que g puede ser mds general y hemos demostrado el siguiente resultado.

LEMA 8.45 Sea g un transformador de dos argumentos, y supongamos que se verifi-
can las siguientes condiciones, para ciertos predicados X, I y Q:

(ac) I<X

(be)  C es un conjunto bien construido,

(f)Y [IAtgC = ¢g.X.Z],

(id) Ve:zeC:[INt=z = gX.(INt<z)],
Epf) [9.X.Q = @],

m) g es monétona en el segundo argumento.

Entonces [I = Q).

Para terminar la prueba del Teorema Central utilizando el lema anterior
solamente hemos de comprobar la condicién segunda para el caso particular
de g dado por (*):

IAt=z = gX.(INt<zx)
. caso particular (x)
IAt=z = -bAXVOAS(IANt<z)
= " regla de intercambio
IADBV-X)Nt=2 = S(IANt<ux)]
IAbAt=2 = S(INt<z)

Si introducimos la funcional wdec definida en Definicién 6.42, asi como el
Teorema 5.16 fundamental de la sentencia selectiva, podemos rescribir el enun-
ciado del Teorema Central para varias guardas en la forma siguiente:

COROLARIO 8.46  Sea un bucle genérico R = +[ O :b; — S;] yseat una
aplicacién t : £ — Dy C C D verificando

(be)  C es un subconjunto bien construido,
(f) Vi:z[IANb = teCl],

Entonces [I = R.I|.

Si alguna sentencia guardada S; es composicién de asighaciones, podemos
utilizar el Lema 6.43, como mostramos en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 8.47 Volvamos al bucle del Ejemplo 6.47 que calcula los valores
maximo y minimo de cuatro enteros a través de un algoritmo de ordenacién:

11,92, G3, 1 = Q1,Q2,Q3, Q4;
[ a>¢—qae=0aq
O ¢ >¢g3—q2,93:=0q3,q2
O 3> q4— q3,q4 := 4,3 ]
{(h = mfn(Q17 QQa QSa Q4) Nqq = méX(Qla Q27 Q37 Q4)}

Vimos que I = /(q17q2,q3,q4) es una permutacién de (Q1, Q2, @3, Q4)" es in-
variante. Consideremos ahora el conjunto

C = {((J17(I2>QSaQ4) | (Q1>(I27CIS7Q4) €s una permUtaCién de (Q1>Q27Q37Q4)}

que resulta ser un subconjunto bien construido (por ser finito) de Z*; tomare-
mos el orden lexicogréfico. Sea ademds ¢ : ¢ — Z* la cuaterna definida por
¢ = (q1,92,3,q4). Probaremos que c es un Z*-contador asociado a C y relativo
a I. De entre las condiciones del Corolario 8.46, queda probar,

(f) Vi :: [I/\Qi>Qi+1 = CEC]
(id') Vi [INg > qiy1 = wdec(qi, ¢iy1 = Git1|¢)]

(f) es trivial; veamos (id') para el caso i = 1; wdec(g1, g2 := g2, ¢1 | ¢)

= " definicién de ¢, Lema 6.43(i")
(g2, 91,93, 94) < (41,42, 93,94)
= *.-orden lexicografico

@ >

EJEMPLO 8.48 (Un ejemplo de terminacién débil) Estamos ahora en condi-
ciones de probar que existen programas que terminan pero no fuertemente;
es decir, se sabe que terminan, pero no es posible acotar el nimero de pasos
del programa. El ejemplo que sigue estd extraido de [Dijkstra, 1982]:355-357,
On weak and Strong Termination.

OBSERVACION.— La prueba del Teorema 8.43 no hace uso de la continuidad.
Por tanto, el teorema sigue siendo valido si incorporamos a nuestro lenguaje
la sentencia no continua Azar,, que asigna a la variable y un ntimero natural
arbitrario con indeterminismo no acotado — véase Ejemplo 8.6:162. Ons

Sea el programa

r,y:=X,Y;
[ x>0—z:=2—1;Azar,
O y>0—yi=y—1]

Consideramos D = N? = C, que es un conjunto bien construido para el orden
lexicogréfico. Sea el predicado I = z,y € N, que es un invariante. Sea ademads
el candidato a contador ¢t = (z,y). Para probar la terminacion probaremos las
condiciones del Corolario 8.46; la condicién (f) es trivial y queda probar (id);
para ello probaremos

(tdy) IANx>0 = wdec(zr :=x —1;Azary | t)
(ide) INy>0 = wdec(y :=y—1]|t)
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La implicacién (id;) es inmediata ya que wdec(y :=y — 1|t)

= *.*definicién de ¢, Lema 6.43(¢")
(xay - 1) < (xay)

= *.-orden lexicografico
Cierto

Para probar la implicacién (id;) es necesario usar la seméntica de la senten-
cia Azary. Segin vimos en Ejemplo 8.6:162, sabemos que, ptle

Azary.Z =Vk:keN:y:=k.Z
Entonces, x := = — 1; Azar,.(t < to)

= " semantica de Azar,, definicién de ¢
xi=x—1Vk:k>0:y:=k((z,y) <to)

= " sustitucion
VE:k>0:(z—1,k) <t

= " -orden lexicografico
(1’, y) =t

de donde obtenemos directamente [wdec(x := x —1; Azar, | t)]. La terminacién
es débil ya que es imposible establecer una cota del nimero de pasos, debido
al uso de la sentencia Azar,. En efecto; para cualquier K entero existe una
ejecucion con mas de K pasos: elegir en el primer ciclo del bucle la primera
sentencia guardada que suponemos termina asignando a y el valor K + 1,y
después, en sucesivos ciclos, elegir la segunda sentencia guardada.

Si cambiamos la sentencia Azar, por Azar, cuya semantica es:

Azaryy Z =Vk:keN:y:=y+kZ

la prueba de la terminacién es muy parecida. Nétese que tal sentencia permite
incrementar una variable con indeterminismo no acotado. Obsérvese ademds
que el bucle resultante puede utilizarse para simular el siguiente juego

Una urna contiene inicialmente bolas rojas y blancas; si el nUmero
de bolas de la urna es inferior a uno termina el juego. En otro caso
se extrae una bola; si es roja anadimos a la urna un numero arbi-
trario de bolas blancas, pero no se afnade nada si la bola extraida
es blanca; a continuacion volvemos al primer paso.

(z captura el ntimero de bolas rojas, e y las bolas blancas).

Por consiguiente, hemos demostrado que existen programas no continuos
con terminacién débil. Por otro lado, dado un programa que termine pero no
fuertemente, podemos derivar un computo de Azar, (por ejemplo, el contador
del nimero de pasos). Por consiguiente, hemos demostrado:

TEOREMA 8.49 Las siguientes propiedades son equivalentes

(i) continuidad,
(it) indeterminismo acotado,
(144) terminacién = terminacion fuerte.
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Ejercicios
8.50 [307] Sea el programa
z,b:= 100, Cierto; *[b — z,b:=xz — 1,2 > 10b — b := Falso]

(A) Probad, utilizando la semantica inductiva de los bucles, que siempre termina.

(B) Justificad que tal programa asigna a x un entero indeterminista, pero con inde-
terminismo acotado; justificad lo anterior, utilizando la propiedad de continuidad.

(C) Probad que siempre termina utilizando el teorema de los contadores y el teorema
de invariantes; deducid de aqui que el indeterminismo es acotado.

8.51 (Enero, 91) Para el bucle R del Ejemplo 8.13, razonad los siguientes afirmaciones:
(a) R no termina en presencia de b porque nuestro lenguaje no permite milagros.

(b) Segun la propiedad de continuidad nuestro lenguaje no permite el indeterminis-
mo no acotado, y por tanto, R no termina por ser continuo.

8.52 [309] (Febrero, 95) Escribid un programa para encontrar el segundo menor elemento
del conjunto de constantes {A, B,C, D, E}.

8.53 [309] (Febrero, 92) Escribid un programa para calcular la mediana del conjunto de
constantes {A, B,C, D, E} (sia,b < ¢ < d, e entonces c es la mediana de {a, b, c,d, e}).

8.54 [311] (Febrero, 97) Sean A, B,C, D, E y F' seis valores de un conjunto totalmente orde-
nado D. Escribid un programa, con ayuda de un bucle, para encontrar el tercer menor
elemento del conjunto (es decir, un elemento no menor que dos de ellos y no mayor
que los tres restantes).

8.55 [311] Probad la correccion total del esquema

z,Y,:€ Z;
z,y = 1000, 2001;
[ y>2 —yi=y—2

O z2>1Ay<2 —zy=x—2z+1]
{z=0ny=1}

Cambiad alguna sentencia para transformarlo en un programa que termine débilmente.
8.56 [313] Probad la correccion total del esquema

xT,Y,2 € 7

Azar;

T,y i=2%2,2xz+1;

[ y>2 —y:i=y—2

O z2>1Ay<2 —zy=y—1lz+1]
{x=0Ay=1}

Cambiad alguna sentencia para obtener un programa que termine fuertemente.
8.57 [313] Probad la correccion total del esquema

T,y € Z;

z,y = 10, 10;

[ z>y — x,y:=y,x

O y>1 — y=y—1

O z2>2 — z,y:=z—2,2Y]
{x=1Ay=1}
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8.58 [314] Probad la correccién total del esquema

A TR </

z,y = 1000, 1000;

[ y>2 —yi=y—2

O z2#1Ay<2 —zy=z—1,2x2]
{fy=0vy=2}

Demostrad que termina fuertemente y dad una cota del nimero de operaciones arit-
méticas que realiza.

8.59 [314]SeaelbucleR = «S,dondeS = [z>0—z:=2—10z<0—z:=x+1].
(A) Probad que t(x) = |x| es un contador. AYUDA.- probad [z # 0 = wdec(S,t)].
(B) Probad que el bucle siempre termina, y fuertemente.
(C) ProbadVk :k>0:[H".C=-k<z<E.
(D) Concluir de (C) que [R.C = C].
(E) Modificad el bucle anterior en la forma

[ x>0—>x::m—1;
| x<0—>x:=ac+1;
O y>0—-y:=y—1]

de tal manera que el bucle termine sélo débilmente.

8.60 Se considera la sentencia x : — x+ Impar que incrementa la variable x con un numero
natural impar con indeterminismo no acotado.

(A) Definid su transformador de predicados y justificad que al anadir al lenguaje de
Dijkstra tal sentencia resulta un lenguaje no continuo.

(C) Utilizando la sentencia anterior y un bucle, escribid un programa para simular el
siguiente juego:

Una urna contiene inicialmente 3 bolas rojas y 3 blancas; si el nimero
de bolas de la urna es inferior a dos, termina el juego; si es mayor que
uno, se extraen dos bolas; si son de distinto color, anadimos a la urna
un namero arbitrario pero impar de bolas blancas; no se afiade nada si
son del mismo color, repitiendo en cualquier caso estos ultimos pasos
(hasta conseguir que el nimero de bolas sea menor que dos).

(D) Probad, utilizando el teorema de invariantes, que si el programa anterior termina
(o sea el juego termina), entonces, al final del juego la urna contiene exactamente
una unica bola blanca.

(E) Justificad, utilizando conjuntos bien construidos, que el juego termina. Es decir,
que efectivamente el programa también termina, pero solo débilmente.

8.61 [316] (Febrero, 01) Siendo b una variable entera, se considera la sentencia inc, con el
siguiente transformador de predicados, ptle:

incy.Z =Vi:1>0:b:=b+2i.7

(A) Prueba alguno de los siguientes tripletes, indicando a la derecha su significado
con una pequena frase:
{C}incy{C} significa: . . .
{b = k}tinc,{(b— k) par >0} significa: ...
(B) Prueba que inc, tiene indeterminismo no acotado, y por tanto no es continua.
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(C) Utilizando la sentencia incy, y un bucle, escribe un programa para simular el si-
guiente juego. Una urna contiene inicialmente 3 bolas rojas y 3 blancas; si el
numero de bolas de la urna es inferior a dos, termina el juego; si es mayor que
uno, se extraen dos bolas, y posteriormente se realizan las siguientes acciones,
hasta conseguir que el numero de bolas sea menor que dos:

a.— si son de distinto color, ahadimos a la urna un nimero impar de bolas blancas.

b.— no se anade nada si son del mismo color.

(D) Utilizando el teorema de los contadores, prueba que el programa anterior termina
solo débilmente (o sea, que el juego termina) y al final del juego, la urna contiene
exactamente una unica bola blanca.

8.62 [317] (Setiembre, 01) Utilizando un contador generalizado, probad (todas las variables
son naturales)
*[ x>0— Azaroi2;y :=y"
y>0—-y:=y—1] {r =y =0}
donde Azarg12 = [t >0—2z:=00z>1—z:=10x>2—z:=2].
8.63 [317] Dad un ejemplo de un programa que termine débilmente pero no fuertemente,
utilizando unicamente sentencias del lenguaje de Dijkstra (asignaciones, bucles y se-
lectivas indeterministas)

8.64 [317] (Setiembre, 95) Probad la correccion parcial débil del programa:

Ty, 2 € 7
Azar;
z,y:=2z4+1,2|2|+ 1;
[ <0 —x:i=—z
O y>2 -y =y—2

O z>1Ay<2 —zy:=x-2,y+2]
{r=1Ay=1}
8.65 [318] (Enero, 96)
(A) ¢Qué se entiende por terminacién débil ? Poned un ejemplo.

(B) ¢Es posible escribir un programa con transformador de predicados continuo que
termine débilmente pero no fuertemente?

(C) Consideremos el siguiente juego:
Una urna contiene bolas blancas, verdes o rojas. Se extrae una bola;
si es blanca se anaden bolas rojas o verdes en numero arbitrario; si

es roja se anaden verdes en un numero arbitrario; si es verde no se
anade nada. Se repite el paso anterior hasta que la urna quede vacia.

Partiendo de una urna inicial con 20 bolas de cada color, escribid un programa
que simule el juego y probad que termina débilmente pero no fuertemente.
¢ Existe alguna contradiccion con el apartado (B)?

8.66 [319] (Enero, 91) Probad o refutad las siguientes afirmaciones:
(A) Toda sentencia sana es continua.
(B) Toda sentencia con indeterminismo no acotado es continua.
(C) Toda sentencia estricta es conjuntiva.

(D) Si S es sana y disyuntiva, entonces dado un estado inicial para el que S termina,
el estado final es unico.
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(E) Existe una sentencia indeterminista verificando {C}S{z = 1}.

8.67 (Febrero, 93) Sea el programa

z,y € Z;
z,y := 1000, 1001;
[ y>3 — yi=y—2

O 2#£0Ay<3 — z,y=z—2,x+1]
{y=1vy=3}

(A) Probad que termina fuertemente.

(B) Sicambiamos la segunda sentencia guardada por x := x—2;y : —Impar, siendo
esta dltima una sentencia que asigna a y un natural impar con indeterminismo
no acotado, probad que entonces solo termina débilmente.

8.68 [319] (Enero, 91) Escribid, con la ayuda de la sentencia indeterminista no acotada
Azar, un programa que termine débilmente ;Esta en contradiccion esto ditimo con
el hecho de que, en ausencia de continuidad

terminacion # terminacion fuerte ?
8.69 [319] (Febrero, 93) Dad ejemplos de cada uno de los casos siguientes:
(A) Una sentencia que no sea conjuntiva.

(B) Una sentencia indeterminista verificando {Cierto}S{Cierto}.
(C) Una sentencia A no continua verificando {Cierto} A{x es par}.

8.70 (Febrero, 98) Sea el programa S = z,y := 10,10; R, donde
R = x[z>y—z,y:=y,z0y>1—y:=y—1]

(A) Buscad un invariante I para probar {I N R.C}R{zx =1Ay =1}

(B) Encontrad un valor de o para quet = «ax+y sea un contador entero; demostrad
que en ese caso {C}S{x =1 Ay =1}, y ademas, S termina fuertemente.

(C) Cambiad la sentencia x,y := y,x por otra de forma que el bucle resultante ter-
mine solo débilmente.

8.71 [320] (Febrero, 97) Definimos la relacién S =, S’ en la forma:
S=p,8 =YX :[pASX=pAS.X]
que se lee: S y S’ tienen el mismo comportamiento en el entorno p.
(A) Utilizando la semantica de los bucles en términos de puntos fijos, probad
S=,8 = x[p— 8] =*[p— 9]
(B) Probad S =, S ANT=,T = [p—S0q—T] =[p—50q¢—>T1].
(C) Probad que siVi:1<1i<mn:S; =, T;, entonces
[OD0:1<i<n:b—8]=[0:1<i<n:b—1T]
(D) Probad S =, S’ N\T =, T = *[p—S0q—>T] =x[p— S 0q—T'].
(E) Utilizando los apartados anteriores probad

zi=zx+1=s0z>0—-z:=c+102x<-3—-z:=x—1].
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(F) Simplificad la sentencia

[t>0—c:=c+102<0—a:=c—1];
[t>0—2:=z—-10zx<0—z:=z+1].

(G) Probad que la sentencia anterior equivale a la sentencia nada calculando direc-
tamente su transformador de predicados.
(H) Probad lo anterior utilizando el céalculo de Hoare.
(I) Sea ahora el bucle R = x SI, siendo

SI = z>0—-z:=c—10x<0—-z:=x+1].
Probad: x := x — 1 =450 SI, asicomo x := x + 1 =, SI, y, siendo
Ri = *xJz>0—>z:=z—1] Re = #[z<0—z:=x+1]

demostrad R = [z # 0 — nada Oz > 0 — R1 Oz < 0 — R2] para concluir
finalmente, que el bucle R siempre termina.
8.72 [321] (Diciembre, 96) Seaelbucle R = x[i< N —i:=1i+ 2]
(A) ¢Cual es la ecuacion en términos de puntos fijos que define a R.C'?

(B) Probad, por induccién, que para cualquier solucién Y1 de la ecuacién anterior se
tieneVk : k> 0:[N —2k <i = Yi]

(C) Concluid de lo anterior que [R.C = C].
(D) Si modificamos el bucle en la forma R’ = xS’, siendo el cuerpo

S'=[i<N—i=i+20i<N—i:=i—1]
probad, a partir de la ecuacion que determina la semantica en términos de PF

de R'.C, quei > N es el menor punto fijo ; Qué interpretacion tiene?

8.73 [322] (Junio, 99) Sea R el bucle

*[ b— z:=az4+1;b:=(z<10)

O b— z:=z—1;b:=(x>0)]
(A) Probad [R.C = —b] utilizando la semantica inductiva de los bucles.
(B) ¢Qué interpretacion tiene lo anterior?

(C) ¢Se obtiene el mismo resultado si reemplazamos la sentencia x := x+ 1 por una
sentencia de la formax == x+ N?

(D) Probad, a partir de la ecuacion que determina la semantica en términos de pun-
tos fijos de R.C, que —b es el menor punto fijo.
8.74 [323] (Diciembre, 98)

(A) Escribid una sentencia indeterminista Extrae que verifique
{C}Eztrae{z =1V =3Vz=>5}

¥y que solamente realice asignaciones sobre la variable x. Probad que efectiva-
mente es indeterminista.

(B) Utilizando la sentencia anterior y un bucle, escribid un programa para simular el
siguiente juego:
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Una urna contiene inicialmente 3 bolas rojas y 3 blancas; si el nimero
de bolas de la urna es inferior a dos, termina el juego; si es mayor que
uno, se extraen dos bolas; si son de distinto color, afiadimos a la urna
un numero impar de bolas blancas menor que 6; no se afiade nada si
son del mismo color, repitiendo en cualquier caso estos ultimos pasos
(hasta conseguir que el nimero de bolas sea menor que dos).

(C) Probad, utilizando el Teorema de Invariantes, que si el programa anterior termina
(o sea el juego termina), entonces, al final del juego la urna contiene exactamente
una unica bola blanca.

(D) Encontrad un contador entero para el bucle y probad que el programa termina
fuertemente.

(E) Utilizando conjuntos bien construidos, justificad que el juego termina.

8.75 [323] (Setiembre, 99) Se considera el bucle
R = *x[z>y—z,y:=c—lLy+10z<y—z,y:=z+1,y—1]

(A) Escribid la ecuacion que determina la semantica en términos de PF de R.C.

(B) Via el teorema de Tarski-Knaster, probad que el predicado Z = (z — y) par
verifica [R.C = Z].

(C) Demostrad que si se cumple el triplete { A}YR{C'}, entonces [A = Z].
(D) Probad que Z es un invariante del bucle.

(E) Probad quet = |x — y| es un contador relativo al invariante Z .

(F) Concluid de los apartados anteriores que, ptle, R.C' = (z — y) par.
(G) Interpretad lo anterior.

8.76 (Febrero, 99)
(A) Describid la sentencia N at_impar y en términos de transformadores de predica-
dos si su funcionamiento informal es: ‘asignar a la variable y un numero natural
impar con indeterminismo no acotado’.

(B) Se considera el bucle R

[ <0 — z:=-2
O y>2 — y:=y—2
O z2z>1 — x:=z—2;Natimpary]

donde todas las variables son enteras. Encontrad un invariante I que permita
probar {I N RC}YR{z =1 Ay =1}.
(C) Sise considera Z> con el orden lexicogréfico ¢la funcién u(z,y) = (z,y) puede
ser un contador?
(z,y), sSiz>0 i
(), siz<O0 , y un subcon
junto C (de Z?) bien construido, de forma que t sea un contador.

(E) Utilizando lo anterior probad el triplete {impar xz}y := 1001;R{z = 1 Ay = 1},
pero la terminacién es débil, y por tanto el programa no es continuo.

(D) Describid una funcién de la forma t(x,y) = {

8.77 Seaelbuclex]|xz >y — z,y:=x—1,y+10zx <y — z,y :=x+1,y—2] . Aplicando el
teorema de los contadores, probad que el bucle termina siempre. AYUDA.- Encontrad
un contador de la forma t = ax + By. ;Qué se puede decir del valor final de x si al
principio y=x+3p+27?



Capitulo 9

Recursion y Procedimientos

9.0. Ecuaciones, Recursién y Puntos Fijos

Consideremos el siguiente lenguaje £ con programas variables en sus frases

P = x:=e|nada | P;P|[O0:1<i<n:b — F]
| V —programas variables

donde cada variable V representa un programa a determinar. No aparecen bu-
cles ni la sentencia aborta (estaes [ F' — nada]).

Sea ¢ un programa escrito con el lenguaje anterior. Si ¢ no tiene programas
variables su semdntica esta bien definida. Si ¢ tiene programas variables, es
necesario asignar un transformador de predicados a cada programa variable.
Usualmente, ello se consigue a través de ecuaciones.

EJEMPLO 9.0 Sea el par de ecuaciones formales:

T = | n<6—-n:=n+1Sn:=n+1
O n>6—n:=1 |
S = nada

S es una variable programa, cuyo significado viene dado por la segunda ecua-
cién. Es obvio que la semdntica de T se obtiene reemplazando en ¢ la letra S
por el transformador nada; en términos de sustituciones, [S := nada.¢.

EJEMPLO 9.1 Sea ahora la ecuacion:

S =] n<6—n:=n+18n:=n+1
O n>6—-n:=1]

S aparece descrita a partir de S. Es decir, existe recursion.

Elbucle #[b — T'] puede ser representado en nuestro lenguaje a través de
la ecuacion:
S=[b—T;S0-b— nada]

EJEMPLO 9.2 Sean las ecuaciones:

S =1 n<6—-on:=n+1T;n:=n+1
O n>6—-n:=1]
T =] n<8—mn:=n+1,5

O n>8—n:=1]

Existe recursion doble. Su seméntica serd estudiada més tarde.

185
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Sea 7 el conjunto de transformadores continuos. Cada ecuacién S = ¢,
donde en ¢ aparece S como tnico programa variable, determina la transfor-
macién continua ¢ : 7 — 7 dada por ¢.t = [S := t]¢. E]l minimo punto fijo
de ¢, si existe, lo denominaremos ©.S : ¢, y determina la semantica de S. Para
asegurar la existencia basta aplicar el teorema de Kleene; i.e., que las frases de
L son funciones continuas de sus programas variables.

TEOREMA 9.3  Sea ¢ un programa con una variable S y sea ¢.t = [S = t]¢.
Entonces ¢ hereda las siguientes propiedades.

() t conjuntivo = ¢.t conjuntivo,
t estricto = ¢.t estricto,
t mondétono = ¢.t monétono,

t continua = ¢.t continua.
(it) ¢ : T — T es mondtono.
(7i1) ¢ es continuo.

NOTA 9.4 Para el dominio de los predicados sobre un espacio de estados (P, <) la
relacion de ordenes P < Q = [P = Q). En el conjunto T la relacion de orden es

t<r =VX:XeP:t.X<rX

No confunda el lector la tercera implicacién de (i) con la propiedad (ii), que afirma: si
t < q entonces ¢.t < ¢.q.

Demostracion.— Las implicaciones de (i) se demuestran por induccién estructu-
ral sobre ¢; veamos la primera. Sea ¢ conjuntivo. Probaremos

Vo : ¢ € L : ¢.t conjuntivo

(a) Los casos base corresponden a ¢ = nada y ¢ = x := e, que al ser constan-
tes (no tienen programas variables) son conjuntivos; por otro lado, si ¢ es
la propia variable S, entonces ¢.t =ty ¢.t es conjuntivo silo es .

(b) Hay dos pasos inductivos. Sea la HI: Vi) : < ¢ : .t es conjuntivo
(donde < se lee: ‘es una subfrase de ’); entonces

v Sig =1
(3 6)t.(X NY)
= .- definicién de sustitucién y seméntica composicién
(.t).(Et(X ANY))
= ~.-por HI, £.t es conjuntivo
(). (EtX NELY)
= *.-por HI, 9.t es conjuntivo
(.t).(£6.X) AN (.t).(LY)
= . definicién

(10; )t X A (¥:€) 1Y
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vV Sig=[0Ob; — ¢;], definamos
(O0b; = 8).X = (Fiz1<i<n:b)ANM:1<i<n:b = S;.X)

([Bbi —¢i] 1).(XAY)
= *.~definicion de sustituciéon
[Ob; — ¢ t] (X AY)
*.»semdntica de la condicional
(Ob; — ¢t (X AY))
= ~HI
(Ob; — ¢i.t. X A ¢;.1.Y)
= " = es conjuntiva en el consecuente
(Ob; — ¢;.t. X) A (Ob; — ¢;.2.Y)
= *.-definicién
([Ob;— ;] ).XA([Ob; — ¢;].1).Y

Para demostrar (ii) procedemos también por induccién estructural sobre ¢:

(a) Los programas z := e y nada son constantes (no tienen programas varia-
bles) y por tanto son monétonos: si ¢ == S es la variable,

t<r = (pt=)t <r(=or)

(b) Supongamos (Vi : 1) < ¢ : 1) es mondtona en S) At < r en 7; entonces,
VSig =g
(1;6) . X < (5 6).r. X
= " definicién de sustituciéon y seméntica composicién
P.t(Et.X) <. (Er.X)
= " transitiva
P8t X) <y (§t.X) <r(ErX)
= *.»1p monétona (HI) y ¢.r mondtona ((z))
t<rA&tX <&rX
= "¢ monétona (HI)
t<r
VSig=[0b — ¢i]
[Ob —¢; ]t X<[Ob — ;] rX
= " definicién y semdntica
(Ob; — ¢i.t.X) < (Ob; — ¢;.1.X)

= " = es conjuntiva en el consecuente
= -HI

t<r
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Probemos finalmente (iii) también por induccién estructural:

(a)

(b)

nada y x := e son constantes (no tienen programas variables) y son con-
tinuas; si ¢ == S es la variable, ¢.t(= t) es continua en ¢ (ya que es la
identidad).

Supongamos (V1) : ¢ < ¢ : ¢ es continua en S) y sea {t;} una cadena en
T ; entonces,

v Sig =g
Hm (¢ ).t X
= . definicién de sustitucién y semantica composicion
lim .ty (.4 X)
= - propiedad del limite doble — véase después *
. lim ty,. Hm (.8, X)
= ‘€ es continua
. lim ity (€ lim ¢y, X)
= *.-definicién de sustituciéon y semantica composicién
;€. limtg. X

VSig=[0Ob — ¢]
lm[ Ob; — ¢; ] tp. X
= " definicién y seméntica
lim(Ob; — ¢t X)
= " propiedad de la condicional — véase después (**
(Ob; — lim ¢;.t.X)
= *.~cada ¢; es continua
(Ob; — ¢;. lim . X)
= " definicién y semdntica
[Ob; — ¢;] . limt,. X

Queda por demostrar () y (*x); probaremos que si ¢ es continua, {t,} C Ty
{Xir} C P, entonces:

lim 1/)th1€ = 77/1 lim tk. lim Xk

La desigualdad < es trivial por monotonia; veamos la otra desigualdad solo en
el caso de que cada t;, sea continuo; tenemos, 1. lim ¢;,. lim X, < lim.t;. X},

P

vk

P

*.»1) continua
o ’lﬁ.tk. Hka S h'mwthk
..ty es continua

Vk', n: w.tk.Xn < h’mwthk

=

vk

~=

',"l,/}.tk.Xn < 1/).tl.Xl, donde | = HlEiX(k,’n)
o ’L/J.tk.Xk S lfIni/}.tk.Xk
" por monotonia

Clierto
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¢ Es cierto el razonamiento anterior si los ti. no son necesariamente continuos?

Veamos ahora («x); se demuestra facilmente (por doble implicacién ), si Ay T,
By 1,...,Ck 1 son N cadenas, entonces (A A Bx A ...C) 1,y ademas:

lim(Ak ANABg N ... A Ck) =limAx A lim B A ... A lim Cy,
Ahora basta observar que (0 b; — lim ¢;.£.X)

= -~ definiciéon
(Fi:1<i<n:b)AM:1<i<n(b = lime¢;.tx.X))

= *.por lo anterior, ya que para cada 4, (b; = lim¢;.tx.X) 1
(Fi:1<i<n:b)ANlmVi:1<i<n(b = ¢itr.X))

T lim(Ob; — it X)

El Teorema 9.3 tiene varias consecuencias; (1) el modelado de la recursion;
y (2) dado un programa con una sentencia distinguida u, ésta es una funcién
monoétona de u:
t<t = [u:=t¢ <[u:=t]¢p

Es decir, si reemplazamos u por una sentencia v’ més determinista (v < u')
entonces se obtiene una programa mads determinista. De aqui tendremos:

{PHu:=t]¢p{R} = {P}u:="t]o{R}

Por ejemplo aborta < nada = [b — aborta] < [b — nada]. Esto tiene
aplicaciones en sintesis de programas por refinamientos.

9.1. Entornosy Semantica de la Recursion

Sea la ecuacioén formal S = ¢, donde en ¢ aparece S. El minimo punto fijo de
¢ (que existe por el teorema de Tarski-Knaster), 115 : ¢, es limite de la sucesion
creciente de transformadores ¢* dada por

¢" = aborta oF = ¢.pt !

NOTA 9.6 Si no incluimos continuidad, sino solamente la monotonia (es decir, T =
{t : P — P |t mondtono}) entonces ¢ solamente es mondtono, existe el minimo punto
fijo, y existe también lim ¢*, pero solamente podemos afirmar, lim ¢* < ¢.1im ¢*.

Al admitir las ecuaciones podemos considerar el nuevo lenguaje

P = x:=e|nada|P;P|pS: P
| [O:1<i<n:b — F]
| vV — programas variables

Veamos qué ocurre en el caso de varias definiciones mutuamente recursi-
vas. Sea D un conjunto finito de definiciones formales

D:{51:¢17~-~;S7L:¢’VL}

donde en cada ¢; solamente aparecen las variables Si,...,S,; en otro caso,
para cada variable X que no aparezca se considerard la definicion X = X;
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esto, como se verd mds tarde, equivaldra a asociar a cada variable indefinida
el transformador aborta. Ahora identificamos cada ¢; con una funcién sobre
tuplas de transformadores de predicados y escribimos:

(j)i(tl,‘..,tn) = [Sl,...,Sn Z:tl,...,tn]d)i

Veamos que es posible definir la semantica de cualquier sentencia en el sis-
tema de definiciones D; antes hay que dar la seméantica de los programas va-
riables de D. Para ello hay que construir un punto fijo de la transformacién
¢ :T" — T" definida en la forma

¢(tla e 7tn) = (¢l(t17 e 7tn)a e 7¢n<t17 e 7tn>)
donde 7" es el dominio producto con el orden producto:

(t1, o ostn) < (S1,.0058) = Vit 1<i<n:t;<s)

y con elemento minimo (L,..., L) = (aborta,...,aborta). En ese caso ¢ es
continua y tendrd un minimo punto fijo, que denotaremos con
/14517"'7Sn:¢

Este punto fijo es limite (lim ¢*) de la sucesién de transformadores

¢ = (L...,1)
d)k = (¢1 O¢k71a"'7¢)n O¢k71)

donde indicamos, para simplificar ¢'o¢p = ¢'(p10¢p, p20@,...,p,0¢) (p; indica
la proyeccién i—ésima). Ahora basta asignar la proyeccién i—ésima para obtener
la semantica de cada variable S;:

Si = piO,uSlv"'aSn:()b

Para denotar la dependencia del entorno podemos escribir S;[D] = p; o uD. Si
ahora P es un programa con variables S,...,.S,, su significado se obtiene al
cambiar los valores de las variables por los valores dados por el entorno

P[D] = P(S,[D],...,S.[D)])

Asi, por un teorema andlogo al Teorema 9.3, obtenemos que los transforma-
dores P[D] son estrictos, conjuntivos, continuos, etc., siempre que lo sean los
transformadores S1[D], ..., S,[D]; pero esto es también cierto: los programas
sin variables son estrictos, conjuntivos y continuos, y al ser los transformado-
res de las variables también sanos, lo serdn todos los programas.

EJEMPLO 9.7 Sea el sistema de definiciones:

D={ A = n:=n+1,
B = r:=1,
C = y:=0,
S = [b— A;TO-b— B]
T = S;C
U = U}
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entonces
¢° = (L, L,L,1,1,1)
¢t = (A,B,C,[b—L O-b—1],L1;C 1)

A partir de ¢', las tres primeras componentes no cambian —son los transforma-
doresn :=n+ 1,z :=1yy := 0-y latltima que corresponde a la definicién
U = U tampoco cambia y siempre es aborta. Por ejemplo,

¢2 = (A,B,C,H—‘bHB]],J_,J_)
¢ = (A,B,C,[b— A;1L O-b— B],[-b— B;C], 1)

COROLARIO 9.8 (El problema de Turing) Sea T' un transformador de predicados
con una variable P, verificando para todo programa p

[P := p|]T.(u = p.Cierto).
Entonces T no es un programa.

NOTA 9.9 Obsérvese que si T fuera un programa implementable resolveria el famoso
problema de la parada: existe un algoritmo que tiene como entrada un programa p y
responde si tal programa es util; es decir, si es posible garantizar que siempre termina.

Demostracion.— Al igual que en [Hehner, 1984]:148, razonamos por reduccion al
absurdo. Supongamos que T sea un programa; en particular serd monétono en
la variable P, conjuntivo y estricto para cada programa estricto y conjuntivo.
Entonces:

[P := nada)T.(u = nada.Cierto)
= -, semantica de nada, CP
[P := nada]T.(u) (1)

[P := aborta]T.(u = aborta.Cierto)
= *.-semantica de aborta, CP
[P := aborta]T.(—u)
= - 'monotonia, aborta < nada
[P := nada]T.(—u) (2)

y de aqui llegamos a un absurdo en la forma que sigue

Cierto
(1), (2) y conjuntividad de [P := nada|T
[P := nada]T.(u A —u)
= - CP
[P := nada]T.Falso
" ley del milagro excluido

Falso

9.2. Ejemplos de Procedimientos sin pardmetros
EJEMPLO 9.10 (Setiembre, 99) Consideremos el procedimiento recursivo

m=[z>10—-x:=z—1ymjz:=2—20x < 10 — nada]
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Un primer estudio consiste en trazar las ejecuciones para valores préximos a
x = 10; completemos pues la siguiente tabla de valores de x después de la
ejecucion del procedimiento m, en funcién de los valores iniciales

valor inicialdex | ... |9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14
valor después de ejecutar m | ... | 9 | 10 | 8

Tracemos el procedimiento para el valor inicial z = 11, escribiendo en una tabla
los sucesivos valores de x en una columna y la sentencia que queda pendiente
de ejecutar en otra columna:

x | sentencia pendiente de ejecutar
11 | m
MN|lz=x—-—1mz:=x—2
10| myz:=2—2
10|z:=2—-2

8| O

La linea ‘11 | m’ indica indica que para x = 11, queremos ejecutar m; en la
siguiente linea sustituimos m por la sentencia guardada que corresponde a
x > 10. La siguiente linea indica que hemos ejecutado = := = — 1 quedando
pendiente de ejecutar la sentencia m;x := x — 2 en un entorno donde = = 10;
pero, para x = 10, el procedimiento m equivale a la sentencia nada, por lo
que obtenemos la siguiente linea donde eliminamos m sin alterar el valor de
x, para pasar a la situacién de la pendltima linea; la dltima linea dice que no
queda ninguna sentencia por ejecutar (hemos acabado) con = = 8.

La traza anterior es un proceso informal pero de gran utilidad. Podemos
describir el mismo célculo con todo rigor utilizando el calculo con transforma-
dores de predicados. La primera observacién que hacemos es que utilizando
la semantica en términos de puntos fijos de la recursién, m es solucién de su
ecuacion, lo que viene a decir que se verifica la ecuacién, VZ, y ptle:

mZ=[z>10—-z:=x—1;myz:=2—20x <10 — nada].Z
que conduce facilmente a las dos siguientes ecuaciones, VZ, y ptle:

z>10 A m.Z
r<10Am.Z

z>10A Nz :=z—1ymyz:=2—2.27 (%)
2 <107 Z (%)

Estas equivalencias permiten escribir el siguiente célculo, VZ, y ptle:

r=11A"m.Z2

= " semdntica de m en términos puntos fijos; e.d., ()
z=11ANz:=x—1mx:=0—22

= *.semantica asignacion
x:i=x—1(x=10 Am.ax:=x—2.2)

= "ecuacion (xx)
zi=x—1(x=10 Nz:=2—2.2)

= ".’semantica asignacion
r=11Nz:=c—-1lox:=2x—-227

= *.lema de sustitucién — Lema 4.7 (%)
r=11Nz:=2-32
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Hemos obtenido, ptle:
(x=11Am2Z)=(x=11Nz:=2—-3.7) (211)

que significa: m equivale a la sentencia « := = — 3 en el entorno z = 11; en
particular, [z =11 = m.x = §]

= " regla de oro
[r=11 Amax=8=x=11]

= *.ecuacion (z11)
[r=11Az:=2—-3.(x=8)=z=11]

= -CP
[z=11Az=11=2=11]
= -CP
Cierto

y llegamos al triplete {z = 11}m{z = 8} que habiamos obteniendo por el méto-
do de las trazas. Modifiquemos la tabla anotando las sentencias ejecutadas:

x | sentencia pendiente de ejecutar | sentencia ejecutada
11| m O

M|z=x—1imx:=2x—2 O

10 | myz =2 —2 r:=x—1

10|z:=x—2 T :=1x — 1;nada

8| 0O r:=x— l;nada;x :=x — 2

donde observamos que en resumen se realiza la sustitucién = := = — 3. Trace-
mos ahora el programa para = = 12 (eliminamos la sentencia nada final):

x | sentencia pendiente de ejecutar | sentencia ejecutada

12 | m O

12|x=c—1mz:=x—2 O

11 | myz =2 —2 rz=x—1

8|lx:=a—2 r=x—liz:=x—-3

6|0 ri=r—lLizi=x—-3)x:=x—2

Obsérvese que la pendltima linea es posible obtenerla ya que ejecutaremos m
en el entorno x = 11, que sabemos que termina con z = 8, y que ademas realiza
la sustitucién = := x — 3. El cédlculo con transformadores para este caso serfa,
VZ,y ptle:

r=12A"m.Z
= )
r=1R2ANz:=x—-1ymx:=x—27
= *."semantica asignacion
z:i=x—1(x=11Amax:=x—2.7)

" ecuacion (z11)
ri=x—1(r=11Az:=x—-3x:=x—2.2)
= *.-seméntica asignacion

r=12ANz:=rx—-lx:=c—-3zx:=2x—-27
= *.lema de sustitucién — Lema 4.7(%)
r=12Nz:=2—-62
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A la vista de lo obtenido podemos conjeturar que la tabla de valores compu-
tados por m sera:

valor inicialde» | ... |9 [ 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
valor después de ejecutarm | ... |9 | 10| 8| 6| 4| 2| O

Observando la tabla podemos buscar una funcién casi-lineal f(z) que veri-
fique el triplete {z = a}m{z = f(a)}, como la siguiente

fz) = T, six <10
) ar+B, siz>10

Los valores de o y 3 pueden obtenerse sustituyendo: all+3 = 8y o124 3 = 6,
de donde oo = —2y 3 = 30. Luego:

x, sixz <10
f(”””)_{ 30 — 2z, siz> 10

Lo anterior es una conjetura ya que ha sido obtenido a partir de la tabla.
Podemos probar con todo rigor que m satisface, VZ, y ptle:

Vn:n>1l:[(z=nAmZ)=(x=nAz:=z—3(n—10).2)] (zn)

Lo anterior se prueba por induccién sobre n. El caso base correspondean = 11,
y sigue de (z11). El paso inductivo seria, ptle, y paran > 11,

r=nAm.Z
= (%), n > 11
r=nAzx:=x—1imx:=x—2.27
= ".-semantica asignacion
r=zx—1l(r=n—1Amz:=c—-22)
= - HI
zi=zx—1l(r=n—-1Az:=2-3n—-1-10).0:=2 —2.2)
= " semdntica asignacion
r=nAz=z—lax:=2-3n—-1-10)x:=2—-2.27
= *.lema de sustitucién — Lema 4.7(7)
r=nAz:=z—3(n-10).7Z

Ahora es facil demostrar que se verifica:
Yn:n>10:{z =n}m{z = f(n)}
En efecto, calculemos, ptle, = n A m.(z = f(n))

r=nAz:=2—3n+30.(x= f(n))
*.-definicién de f, n > 10
r=nAz—3n+30=30—-2n
- CP

r=nNxTr=mn

De aqui, por la regla de oro, [t = n = m.(zx = f(n))], o lo que es igual,

{z=n}m{z = f(n)}.
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EjEMPLO 9.11 (Enero, 95) Estudiemos ahora el procedimiento recursivo
m = [i>100 - nada 0 <100 — i: =i+ 1;m;m]

La diferencia mas importante con el procedimiento del ejemplo anterior es que
aparecen dos llamadas a m en la segunda sentencia guardada; las trazas pue-
den realizarse de forma parecida. En primer lugar, utilizando la seméntica en
términos de puntos fijos encontramos las ecuaciones, V7, y ptle:

1 <100 Am.Z = i<100Ai:=i+1;m;m.Z (%)
1>100Am.Z = +>100ANZ (k)

Comencemos viendo la traza para el primer valor no trivial, 7 = 100,

x | sentencia pendiente de ejecutar | sentencia ejecutada

100 | m =]

100 | i:=24+ 1;m;m O

101 | m;m 1:=i+1

101 | m i:=1+ 1;nada

101 | O 1 :=1 4+ 1;nada; nada

donde eliminamos la sentencia nada del final de la secuencia. Podemos probar
la correccidn de la traza anterior a través de un calculo con transformadores,

1 =100 Am.Z

-

1=100AN7 =i+ 1mm.Z

".semantica asignacion

i:=1i4+1.(i = 101 Am.(m.Z))

= (%), para Z == m.Z
i:=1i+1.(i =101 Am.Z)
i:=1i+1.(i=101 A Z)

= ".semantica asignacion
1=100Ai:=i+ 1.2

= *. por la regla de Leibniz: i = kA Z(i) =i =k A Z(k)]
i =100 Ai:=101.Z

de donde obtenemos, ptle
(i =100 Am.Z) = (i = 100 A i := 101.2) (1100)

Estudiemos la traza para el valor 99:

i | sentencia pendiente de ejecutar | sentencia ejecutada

9 |m O

9 |i:=1+1;m;m O

100 | m;m i:=14+1

101 | m =1+ 1Li:=i+1
101 | O ti=1+11:=1+1

cuya correccién sigue facilmente:
1=99Am.Z
- )



9.12

196 9 - Recursion y Procedimientos

1=99Ni:=i+1mm.Z

= *.-semantica asignacion
i=1i+41.(i = 100 A m.(m.Z))

= *.(¢100), para Z == m.Z
i=i+1.(i=100 Ai:=i+ 1.m.Z)

= *.semantica asignacion
i=i+li=i+1.(i=101 Am.2)
i=i+li=i+1.(i=101A2)

= " semantica asignacion, y lema de sustitucién — Lema 4.7(%)
1=99Ni:=1+2.2)

de donde concluimos, ptle:
(=99 AmX)=(i=99Ni:=i+2.X) (199)
y de aqui, {i = 99}m{i = 101}

= " regla de oro y definicién de triplete
[i =99 = (i =99 A m.i=101)]

= *.(499)
[(=99=(i=99Ai:=i+2.(i=101))]
= - CP
[i=99=1i=99
= -CP
Clierto

Ya podemos conjeturar el comportamiento de m:
Vn:n<100:[i=nAmZ=i=nAi:=i+101 —n.Z | (in)

cuya demostracion sigue facilmente por induccién sobre n. El caso base es n =
100 y ya ha sido estudiado, mientras que el paso inductivo serfa, para n < 100:

t=nAm.Z

t=nAi:=1+1mm.Z

= " semdntica asignacion
i=i+1.(i=n+1Am.(m.2))

= +HI
i:=i+1(i=n+1Ai:=i+101 - (n+1).m.2)
= *.rsustitucién
i:=i+1i:=4i4+100 — n.(: = 101 A m.Z)

i=i+41i:=1i+100—n.(i = 101 A Z)
= " semdntica asignacién, y lema de sustitucion — Lema 4.7(¢)

t=nAi:=1+101 —n.Z
[324] (Setiembre, 03) Para el procedimiento m del Ejemplo 9.11, pruebe que, Vk,
[i =k Am.(X Ai>100)=i=kAm.X]
distinguiendo para k < 100 y k > 100. Deduzca entonces:

m.(X Ai>100) =m.X (mX)
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y de aqui m;m = m. Deduzca ademas que m es el bucle x[i < 100 — ¢ := i + 1]
probando que m verifica la ecuacion

m=1[i>100 — nada 03 <100 — i:=i+ 1;m].

EJEMPLO 9.13 (La forma recursiva del problema de McCarthy) En este ejem-
plo estudiaremos la versién recursiva del programa visto en el Ejercicio 7.36
para el célculo de la funcién 91. Sea pues el procedimiento recursivo:

m= [ >100—i:=¢—10
O i<100—i:=i+11;m;m]

Se trata de probar que tal procedimiento calcula sobre la variable i la funcién 91
de McCarthy:

z—10 si  z>100
f91'z_{91 siz z<100

Para ello hay que demostrar:
[i =2z = m.(i = f91.2)] (%)

En primer lugar deducimos, segtin las semanticas de la condicional y la recur-
sién (punto fijo), las ecuaciones, VZ, y ptle:

<100 Am.Z = xz<100Ai:=¢+1l;m;m.Z (*)
r>100Am.Z = x>100A%:=7—10.Z (k)

Estudiemos el comportamiento de m para el primer valor no trivial, ¢ = 100,

1=100 A m.Z

=
1=100AN7:=i+11l.m.m.Z

= " semdntica asignacion
i:=14+11.(i = 111 Am.(m.2Z))

= (%), para Z == m.Z
i:=i4+11.(i =111 Ai:=i—10.m.Z)

= *.-lema de sustitucion
t:=i+1.(i=101 Am.Z)
t:=i+1.(i=101Ai:=i—10.2)

= *.-lema de sustituciéon
1=100N71:=1—9.7Z

Finalmente encontramos:
(=100 Am.Z=i=100A1:=i—9.7| (i100)
Veamos el valor anterior, 7 = 99,
1 =99 Am.2Z
- )
1=99ANt: =i+ 11l.mm.Z

= *.semantica asignacion
i:=1+11.(i = 110 A m.(m.2))
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= o (xx), para Z == m.Z
i:=i4+11.(i=110 A i:=4—10.m.Z)

= *.-lema de sustitucion
=i+ 1.(i =100 A m.Z)

= *.-(4100)
i=i+1.(i=100Ai:=i-9.2)

= *."lema de sustitucion
1=99AN1:=7—8.27

Podemos pues conjeturar el comportamiento de m:

Vn:n<1l00:[i=nAmZ=i=nAi:=i—n+91.7] (in)

que probaremos en dos fases. (Observe antes el lector que, para i = 91, el
comportamiento de m seria igual que el de la sentencia nada).

— FASEI: para 90 < n < 100, lo haremos por induccién sobre n. El caso base
n = 100 ya ha sido probado. Veamos el paso inductivo, para n < 100:

i=nAm.Z
= n < 100,(x)
i=nAi:=1+1l.m.m.Z

= *.semdntica asignacion

i:=i+11.(i=n+11 Am.(m.Z))

= 101 <n+ 11, (xx), para Z == m.Z
i:=i4+1l.(i=n+11Ai:=i—10.m.2)

= *.-lema de sustituciéon
i:=i+1l.(i=n+1Am.2)
= n+1 <100, HI

i=i+1l(Gi=n+1Ai:=i—(n+1)+91.2)

= *.lema de sustitucién
i=nANi:=i—n+91.7

— FASE II: para n < 90, lo haremos por induccién sobre n. El caso base
n = 90 ha sido establecido en la fase anterior. Consideremos pues n < 90,
y la siguiente prueba del paso inductivo:

i=nAm.Z
n < 90,(x)
i=nAt: =i+ 1l.m.m.Z

= *."semadntica asignacion
i:=i+1l.(i=n+11 Am.m.Z)

= *Sin+11 < 90 usamos HI; si 90 < n+ 11 < 101, usamos la Fase I
i=i4+11.(i=n+11Ai:=i—(n+1)+91.m.2)

= *.-lema de sustitucion
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i=i—n+9L(3i=91Am.Z)
= " Fase I

i:=i—n+91.(i=91Ai:=4.72)
= *."lema de sustituciéon

i=nAi:=1—n+91.7

Finalmente calculemos, para z < 100, la expresién

i=zAm.(i=91)

i=zANi=i—z+9L(i=91)
= "’ sustitucién
1=z
de donde tendremos {i = z < 100}m{i = 91}.

EJEMPLO 9.14 (Caélculo del factorial) Sea la siguiente definicién para el calculo
del factorial, donde todas las variables son enteras

pfact= | n=0—-2x:=1
O n>0—-n:=n—-1;pfact;n:=n+1l;z:=x%+n]

Nos planteamos probar la correccién del esquema
{N > 0}n:= N;pfact{zr = N} (%)

Una primera forma es utilizar la definicién de pfact como limite de los trans-
formadores de predicados pfact™ descritos en la Seccién 9.1; para estos es po-
sible probar (es engorroso pero ficil), si N € N,

n:= N;pfact'.(xt=N!) = N=0
n:= N;pfact’.(x=N!) = N=0VN=1
n:= N;pfactt.(x=N!) = 0<N<k-1 (1)

de donde tendriamos

n:= N;pfact.(x = N!)
= . n := N es continuo
limg (n := N;pfact®).(x = N!)
= " definicién de limiteen 7, y (1)
Jk:keN:0<N<Ek
= -CP
NeN

Veamos otra forma de probar la correccién del triplete (). Comencemos
viendo algunos valores de los predicados n = k A pfact.Z para distintos valo-
res de k:

n=0Apfact.Z
= *.’semdntica puntos fijos y condicional 0)
n=0ANz:=17
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n=1Apfact.Z
= *.-semdntica p.f. y condicional
n=1An:=n—-Lpfact;n:=n+ lL;x:=x*n.z
= *."semdantica composicién, conjuntividad
n:=n—1(n=0Apfact;n:=n+ 1,z :=x*n.2)

= *.por (0)
n:=n—1n=0Az:=1ln:=n+lz:=zxxn2)
= .- sustitucién

n=1An=n—-lz:=1ln=n+lzx:=xxn”2

= "z := 1 conmuta con n := n — 1 — Ejercicio 6.30 o Lema 4.7(i1)
n=1ANz:=1ln=n—-1n=n+lzx:=x*n”2

= ‘'n:=n— 1esinversa den := n + 1 — Definicién 6.24) o Lema 4.7(7)
n=1ANz:=1lz:=x*xn”2

= *.-lema de sustitucién — Lema 4.7(7)
n=1Nz:=n2

= *.-semdntica sustitucion (pruébese por induccién sobre Z)
n=1ANz:=127

Vamos a demostrar, por induccién sobre N € N, que
n=NApfact.Z = n=NASN.Z (N)
donde los programas S}, se definen en forma inductiva

SO = r:=1
Sy = Sy_uyzi=xzxN

Obsérvese que los programas Si no dependen de la variable n. De la definicién
de Sj, podemos probar, por induccién sobre V:

VN :N eN: Sy.(x =N (1)
de donde obtendremos

{n = N}pfact{x = N}

= " definicién de triplete, y (V)
{n = N}Sy{x = N!}

= "~ definicién de triplete, (1)
C’zerto

Queda entonces probar (1) y (N). Veamos (1) por induccién:
— CASO BASE: trivial.

— PASO INDUCTIVO:
Snt1-(z = (N+1))
= "~ definicion de Sy 11
Sny.(z:=xx(N+1).(x=(N+1)!)
= "’ semantica asignacion
Sny.(zx(N+1)=(N+1)}
= N >0
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SN.((E = N')
— ... HI
Cierto
Vemos (V) por induccién, para N > 1:
— CASO BASE (IV = 1). Estudiado anteriormente.

— PASO INDUCTIVO; supongamos N > 1
n=N Apfact.Z
= *.’semdntica puntos fijos, n > 0
n=NAn:=n-—1;pfact,n:=n+1,z:=xxn.2
= " conjuntividad, semantica composicién
n:=n—1(n=N-=-1Apfact.(n:=n+ 1,2 :=xxn.2))
- HLN-1>0
ni=n—1.m=N-1ASy_1.(n:=n+1z:=x%xn.2))
= -~ definicion de sustitucién
n=NAn:=n—1,Sy_;n:=n+Lzr:=x*xn2
= "."Sn—1 no depende de n y conmuta con n := n — 1 — Ejercicio 6.30
n=NASy_1;n:=n—1Lin=n+Lz:=x*xn2
= 'n:=n—1lesinversaden:=n+1
n=NASy_1;z:=xxN.Z
= -.-definicion de S;,
n=NASN.Z
9.15 [325] (Setiembre, 92) (pongamos C' = Cierto)
(A) Siendo SI ==[C —-UDOC — V], probad [SI.X =U.X A V.X]
(B) Probad, utilizando (A),
[e—-U0b—-VOb—-W] X=[a—=UOb—[C—-VOC—-W]].X
(C) Sea m el procedimiento definido con la ecuacion recursiva
m=[i>10—>nada0i <10 —i:=i+2;m;mOi<10 - i:=i+ 2;m]
Probad mMX=i>10ANXVi<10Ai:=1i4+2;m.(X A m.X)].
(D) Probad  {i =10}m{X} = {i = 10}i := i + 2{X}.
9.16 (Febrero, 99) Sea el procedimiento
m = [ i>6 — nada
O i<6 — i:=i+1m;i:=i+2]
(A) Siendo X un predicado arbitrario, probad

[i=6Am.X
[i=5Am.X

i=6NAi:=i+3.X]
i=5Ai:=i+6.X]

(B) Deducid la validez de los tripletes: {i = 6}m{i = 9}, {i = 5}m{i = 11}.
(C) ¢Es correcto el triplete {i = 2}m{i = 17}?
(D) ¢Qué expresion tiene f (k) si debe verificar {i = k}m{i = f(k)}, parak <57
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9.3. Procedimientos con parametros. Llamadas por
valor y por nombre

Un procedimiento andnimo se describe con la sintaxis
{pardmetros : ... — programa}

donde el programa puede contener sentencias variables, pero en ese caso da-
das en un entorno; si el procedimiento es recursivo serd un entorno adecuado
donde aparezca nombrado tal procedimiento.

EJEMPLO 9.17 Comenzamos estudiando el procedimiento nombrado
mix={x,y:€Z—-Ja<y—-m:=yOx>y—m:=z]}

Los procedimientos son ttiles cuando aparecen en sentencias en forma de 1la-
madas; una tal sentencia, bien nombra al procedimiento describiendo la susti-
tucion a realizar (es una llamada nombrando al procedimiento y la asignacién
de pardmetros, como por ejemplo méx(3,4)), o bien, puede aparecer el proce-
dimiento completo

{r,y:€Z—[z<y—-m:=yOz>y—m:=2x|(3,4)

Demos en primer lugar la semantica en ausencia de recursién. Una llamada
queda capturada por una sustitucién de parametros; asi, la llamada méx(3, 4)
esencialmente se interpreta como la sustitucién x,y := 3, 4 sobre el cuerpo del
procedimiento, resultando la condicional (obsérvese que desaparece el simbolo
7" de la expresion de tipo z, y :€ Z)

{3,4cZ—[3<4—->m:=403>4—->m:=3]}
cuya semdntica la definimos en la forma
3,4€ZN[3<4—-m:=403>4—->m:=3].X

y cuyo resultado final es m := 4.X, que el lector podra interpretar facilmente:

la llamada méax(3, 4) tiene como efecto asignar 4 a la variable m.
En general, la llamada {p : ... — ¢}(a) tiene por semdntica
[p:=dltp(p) A ([p == al¢). X (llamada por nombre)

Obsérvese que primero realizamos la sustitucién de pardmetros [p := a] y des-
pués aplicamos sobre el predicado X; de aqui se concluye que la semdntica
que estamos utilizando es llamada por nombre; si lo hacemos al revés se obtiene
la llamada por valor

[p:= altp(p) A [p := a](¢.X) (llamada por valor)

En ambos casos aparece [p := a]tp(p). Es decir, la semantica del paso de pardme-
tros es estricta ya que si la evaluacién del parametro da error el resultado es
aborta; si suprimimos tal predicado se obtienen semanticas rno estrictas; por
ejemplo la llamada por necesidad es la llamada no estricta y por valor

[p:=a](¢.X) (llamada por necesidad)
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EJEMPLO 9.18 Sea el procedimiento
yal={x:€Z— [Cierto—y:=10Falso —y:=z]}
y evaluemos de varias formas la llamada y_-a_1(1/0):
— por necesidad

[z :=1/0]([ Cierto — y := 10 Falso — y :==z ] .X)

[z:=1/0](y :==1.X)
= "."si  no aparece en X
y:=1X
y de aqui, [ y-a_1[1/0].(y = 1) = Cierto .

— por valor o por nombre
[z:=1/0]tp(z) A ...

1/0€Zn ...
Falso
de donde y_a_1(1/0) = aborta.

9.19 Probad que si la sentencia ¢ no asigna ninguna variable de la expresion a entonces:
[p:=al¢.X = [p:=al(¢.X)
y la semantica por valor y por nombre coinciden. Este no es el caso general, como
muestra el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 9.20 Dado el procedimiento (z,y :€ Z)
curioso = {i : € Z — x:=14;y:=1i}

parece obvio el predicado curioso(a).(z = y). Pero esto no es cierto en todos
los casos; en particular si la expresién a contiene alguna variable asignada por
el cuerpo del procedimiento; como por ejemplo en

curioso(x + 1).(z = y)
= *.’semdntica por nombre

f=x+1i:€cZ Ni:=xc+1](z:=%y:=1).(z=y)
Cz+leZAzi=x+Liy=x+1(z=y)

z€ZANzi=z+l(z=2+1)
~ Falso

mientras que si evaluamos por valor

curioso(x + 1).(z = y)
*."semdntica por valor
fi=ac+1)i:€eZ N[i:=z+1)(z:=d4y:=i(x=1y))
z+1€ZANi:=x+ 1.Cierto

L
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Si p es una variable, entonces el programa p := a; ¢ tiene por semdntica
_ pi=a ¢.X

p:=a.(¢.X)
= "."p es una variable, semantica estricta de la asignacién (pagina 55)

[p := altp(p) A [p := a](¢.X)

Es decir, la misma semadntica de la llamada por valor {p : ... — ¢}(a); por
tanto, y operacionalmente, ello significa primero evaluar el valor a, asignarlo a p
y después ejecutar ¢; es decir, la informacién relativa al pardmetro se pasa por
valor ;Cuadl es en ese caso la diferencia? En el cuerpo del procedimiento

TR

p es una variable local, mientras que en

pi=a;¢

p debe ser una variable global en el contexto del programa. ;Cudl de las dos
semdnticas tiene més sentido? Es evidente que las dos, y de hecho cada len-
guaje tiene su propio mecanismo de paso de pardmetros; nosotros considera-
remos siempre la semdntica en el paso de pardmetros por nombre, por lo que
el predicado

{i:€Z—x:=4y:=ifz+1).(z=1y)

es falso; obsérvese que realmente el problema es que el procedimiento provoca
efectos laterales sobre variables globales (z,y :€ Z) y sabemos que los efectos
laterales no son bien recibidos.

EJEMPLO 9.21 Sean las definiciones

A,B,C,D € Z; — constantes enteras
m € Z;
mix={x,y:€Z—Jza<y—m:=yOx>y—m:=z]}

Vamos a demostrar la correcciéon del esquema

m = A;
méx(m, B); méx(m, C); max(m, D)
{m = méximo(A4, B,C, D)}

Para ello basta calcular (con seméantica por nombre)

m := A;méx(m, B).(m = maximo(A, B))
= *.’semdntica por nombre
m:=A.(m,BeZ
[m<B—m:=BOm>B—m:=m].(m=méiximo(A4, B)) )
= *."semadntica selectiva
m:=A.(m,Be€ZAN(m<B = m:= B.m=maximo(4, B))
(m > B = m:=m.m =maximo(A4, B)))
= ".semdntica asignacion
A= A.(m,B€ZAN(m<B = B=maximo(4, B))
(m > B = m =maximo(4, B)))

A

A
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= *.semantica asignacion
A BeZ
(A< B = B=maximo(A4,B)) A (A> B = A= maximo(4, B))
ABez

El siguiente ejemplo modela el paso de resultados.
EJEMPLO 9.22 Considérense las definiciones

A, BeZ; — constantes enteras
z € Z;
max2 ={z,yym:€Z—z<y—m:=yOdz>y—m:=x]}

donde hemos sustituido la variable m del ejemplo anterior por un pardmetro.
En este contexto tiene sentido una llamada tal como max2 (A, B, z) y el signi-
ficado serd recoger en la variable z el valor del maximo; en efecto:

max2 (A, B, z).(z = médximo(A, B))
*."semdntica por nombre
[z,y,m := A, B, z|(z,y,m :€ Z) A
[z,ym:=A B, z][t<y—m:=y
Oz >y —m:=z].(2 = miximo(4, B))
= *.ssustitucion, z :€ Z
A BEZAN][AL<B—z:=BOA>B—z:=A].(2 =méximo(4, B))
*.’semadntica selectiva y asignacion
/\A,B S/
(A<B = B=mix(A,B))N(A>B = A=miximo(4, B))
= - CP
ABeZ

9.4. Semantica para llamadas recursivas

Como en el caso de procedimientos o sentencias nombradas (sin parame-
tros), podemos incluir un entorno o contexto donde declarar cada programa
variable, sea ésta del procedimiento con parametros o sin ellos; si el cuerpo ¢
de un procedimiento

... — 6}

no tiene programas variables, entonces esta perfectamente definida la semanti-
ca (por nombre) de las llamadas. Consideremos ahora ¢ un programa con una
variable S, y sea la declaracion

S={p:... > ¢}

donde ¢ puede contener llamadas a S con pardmetros; en ese caso, para cada
expresion a y para cada transformador ¢ € 7, tenemos un transformador

[S:=t]lp:=a{p:... = ¢} = [p:=dltp(p) N [S :=1][p:=alé

y la aplicacién
t — [p = altp(p) A [S :==t][p := alp
es continua y tiene un minimo punto fijo, que es la seméntica de S(a).
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EJEMPLO 9.23 Sea la definicién del factorial

z:€N
zfact ={n:eN—->[n=0—-2z:=10n>0— zfactin —1);z:=x*n]}

vamos a demostrar, por induccién, VN : N € N : [zfact(N).(x = N!)].

— CASO BASE: para N = 0 tenemos, ptle
x fact(0).(x = 0!)
= *.-semdntica por nombre y punto fijo
0eNAJO=0—2:=100>0— afact(-1);z:=z*0].(x =0!)
*.’semdntica condicional
x:=1.(z=0!

Clierto

— PASO INDUCTIVO; supongamos [z fact(N).(x = N!)], entonces, ptle

zfact(N +1).(x = (N + 1)1

= *.-semdntica por nombre, punto fijo y condicional
zfact(N);z =z (N +1).(x = (N + 1)}

= ".semantica composicién y asignacion
zfact(N).(x*(N+1)=(N+1)!)

= *.~definicion de p!
xfact(N).(x = N)

= "HI

Clierto

Ejercicios
9.24 [326] Sean las definiciones

u:€N
zfact = {z,n:€N—
[n=0—2:=10n>0—zfact(n —1,z);z:=x*n]}

Demostrad que se cumple VN : N € N: zfact(N,u).(u = N!).

9.25 Sean las definiciones

u:€N
eucl = {z,y,z:€ N—
[y=0—z:=2z0y>0— eucl(y,xrmody, z)] }

Demostrad por induccion
Va,b:a,b€N:a>b = [eucl(a,b,u).(u=MCD(a,b))]

AYUDA.- El conjunto C = N x N es un conjunto bien construido para la relacion de
orden lexicografica.
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[326] Sea T el procedimiento definido con la ecuacion recursiva
T=25;[b—T0O=b— nada]

donde S es una sentencia sana y continua.

(A) Dad la semantica de T en forma inductiva.

(B) SeaelbucleR = x[b— S];probad [ T.X = SR.X].

(C) Probad, utilizando la semantica inductivade R, [ SR.X = T.X |.
(D) Deducid de (B) y (C') que T = S; R ¢Qué interpretacion tiene?

Escribid los primeros términos de la sucesion de transformadores que aproximan al
transformador de A para el sistema formal de definiciones recursivas

A=[b— B] B=[b— A]
Probad que VX :: =({b}A{X})
[327] Siendo x una variable entera, sea T el procedimiento recursivo

T= [ z>0—-z:=z-1T
O z<0-—-1T]

Demostrad via puntos fijos que T': T = aborta.
[328] Siendo x e y variables enteras, sea el procedimiento
asig={i:€Z—Jz#i—zx:=yOz=i—y:=1i]}

(A) ¢Es cierto el triplete {Cierto}asig(x + 1){xz = y} Segun que consideremos
semantica por valor o por nombre?
(B) Escribid una llamada de la forma asig(E) que tenga semantica por valor y se-
mantica por necesidad distintas.
[328] Sea el procedimiento

euc={z,y,z:€e N— [ x>y — euc(r—y,y,z2)
O z<y — euclz,y—x,z2)
O z=y — z:=z |}

Demostrad: Va,b € N:a,b>0: euc(a,b,u).(u = MCD(a,b)).
AYUDA.- SiP = N — {0}, el conjunto C = P x P es un conjunto bien construido para la
relacién de orden lexicografica.

[329] (Diciembre, 92) Sea el procedimiento recursivo (véase también el Ejemplo 9.11
de pagina 195):

m=1[7>100 — nada O3 <100 — i := i+ 1;m;m]
Completad los comentarios de la siguiente demostracion del triplete

{i = 100}m{i = 101}

[i =100 = m.i = 101]

[(i = 100 A m.i = 101) = i = 100]

Pero, ptle
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1 =100 A m.2. = 101

1 =100 A7 :=1¢4+ 1L.m.m.c =101

t:=1+ 1.(: = 101 A m.m.i = 101)

i:=1i+1.(i =101 A m.i = 101)

i=1i+1.(i =101 A i = 101)

1 =100

9.32 [329] (Junio, 99) Sea el procedimiento recursivo (z :€ N)

f={y,q,u:eN— [ y>0 — fly—1l,z*au)
O y<0 — wu:=a]}

(A) ProbadVa,z,y: a,z,y € N:[f(y,a,u).(u=az")].
(B) Probad el triplete {Cierto}a := 1; f(p, a,u){u = 2"}, siendo p, a,u :€ N.
9.33 (Junio, 00) Sea el procedimiento (z :€ 7 es una declaracion global):

mul = {z,y:€Z —| z=0—2:=0
O z#0—mul(z—1,9);2:=2+Yy]

Probad Va,b:a € NAb€EZ:[mul(a,b).(z =ab)].

9.34 [329] (Setiembre, 01) Probad el triplete {i = 100}m{i = —101}, siendo
m= [ i<0—i=i+1
O i>20—i:=i—1;m;i:=i—1]
9.35 [330] Sea Azarzo12 = [z >0—z:=00z>1—z:=10z>2—z:=2].
(A) Estudiad los tripletes:

{z =a > 0}Azary012{0 <z < a} {z > 1}Azarzoi2{z = ¢}

(B) Estudiad el bucle x[x > 0 — Azarzoi2]

(C) Estudiad el procedimiento recursivo definido como:
m= z <3 — Azarzoi2
O z>3—z:=z—-2;mjz:=x+2]
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