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10.6. Semántica paso a paso para el lenguaje de Dijkstra . . . . . . . . 235
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Capı́tulo 7

Diseño de Programas con Invariantes

En este capı́tulo desarrollamos técnicas para la sı́ntesis de programas con
bucles; en éstas se trata de modificar la poscondición final del bucle con objeto
de obtener un predicado candidato a invariante; a partir de éste se forzará el
diseño para obtener la invariabilidad y la terminación. La corrección final se
derivará del teorema de invariantes. Las técnicas que desarrollamos son esen-
cialmente las expuestas en [Dijkstra, 1976]:

X SUSTITUCIÓN DE UNA CONSTANTE POR UNA VARIABLE, o más general,

X SUSTITUCIÓN DE UN TÉRMINO POR UNA VARIABLE, y

X DEBILITACIÓN DE LA POSCONDICIÓN.

7.0. Sustitución de una constante por una variable

EJEMPLO 7.0 Consideremos una tabla o función entera f con dominio el sub-
conjunto de los naturales [0, 1, . . . , n − 1]; se trata de encontrar un programa
para calcular el máximo de la función; es decir, diseñar un mecanismo tal que,
al terminar su ejecución, haga cierta la siguiente poscondición:

R
.= (0 ≤ k < n) ∧ (∀i : 0 ≤ i < n : f.k ≥ f.i)

Podemos intuir que tal mecanismo puede realizarse con un bucle para el cual
trataremos de encontrar un invariante; una estrategia general en la búsqueda
de invariantes es sustituir una constante por una variable y añadir condiciones
adicionales a la variable introducida para obtener un predicado consistente.
Ası́, en el segundo miembro de R aparecen dos constantes: 0 y n; la elección de
la constante a reemplazar conduce a distintos invariantes y por tanto a distintos
programas; por ejemplo, al sustituir la constante n por j, podemos considerar
como invariante:

I
.= (0 ≤ k < j ≤ n) ∧ (∀i : 0 ≤ i < j : f.k ≥ f.i)

del cual obtenemos [ I ∧ j = n ⇒ R ] y el problema se reduce a encontrar una
sentencia S de forma que el siguiente esquema sea correcto:

k, j := 0, 1; {I}
∗[[ j 6= n → S ]]
{I ∧ j = n}{ ⇒ }{R}

127
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Si recordamos el Teorema de Invariantes para bucles, la corrección es conse-
cuencia de

[ I ⇒ R.C ] — el bucle termina
[ I ∧ j 6= n ⇒ S.I ] — I es un invariante

Podemos aplicar el modelo de bucles con contadores y considerar el contador
t

.= n− j . Busquemos S; llama la atención la sentencia j := j +1 que verifica

wdec(j := j + 1, t)
= ∵ Lema 6.43

(j := j + 1.t) < t
=

n− j − 1 < n− j
=

Cierto

Estudiemos la invariabilidad de I bajo la sentencia j := j + 1; ptle

j := j + 1.I
=

(0 ≤ k < j + 1 ≤ n) ∧ (∀i : 0 ≤ i < j + 1 : f.k ≥ f.i)
= ∵ Busquemos el invariante

(0 ≤ k < j + 1 ≤ n) ∧ (∀i : 0 ≤ i < j : f.k ≥ f.i) ∧ (f.k ≥ f.j)⇐
I ∧ j 6= n ∧ f.k ≥ f.j

y obtenemos para el cuerpo de la sentencia S la secuencia con guarda:

[[ f.k ≥ f.j → j := j + 1 . . . ]]

Esta única guarda no garantiza la terminación correcta del bucle; si ocurre
f.k ≤ f.j debemos modificar el valor de k por j; es fácil comprobar:

[ I ∧ j 6= n ∧ f.k ≤ f.j ⇒ k, j := j, j + 1.I ]

y por tanto tenemos una primera versión de nuestro programa:

k, j := 0, 1;
∗[[ j 6= n → [[ f.k ≥ f.j → j := j + 1

f.k ≤ f.j → k, j := j, j + 1 ]] ]]

Aunque el programa anterior es correcto, no es eficiente: es necesario calcular
f.k y el correspondiente valor de f.j dos veces en cada iteración; podemos
formular una versión más eficiente si utilizamos variables adicionales:

k, j, máx := 0, 1, f.0;
∗[[ j 6= n → h := f.j;

[[ máx ≥ h → j := j + 1
máx ≤ h → k, j, máx := j, j + 1, f.j ]]

]] {máx = máximo (f.0, . . . , f.(n− 1)} EJEMPLO

7.1 Si sustituimos en R la constante 0 por j obtenemos:

I
.
= (0 ≤ j ≤ k < n) ∧ (∀i : j < i ≤ n : f.k ≥ f.i)

Deducid un programa para tal candidato a invariante.
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EJEMPLO 7.2 Tratemos de escribir un programa para comprobar si todos los
elementos de una tabla A son iguales a 6; es decir, para la poscondición:

R
.= t s ≡ (∀i : 0 ≤ i < n : A[i] = 6)

siendo t s (todos seis) una variable booleana. De nuevo aparecen dos constan-
tes en la poscondición: 0 y n (6 es constante pero no tiene sentido cambiarlo por
una variable). La sustitución de una de ellas conduce a distintos programas; si
sustituimos n se obtiene el candidato a invariante:

I
.= t s ≡ (∀i : 0 ≤ i < j : A[i] = 6) ∧ 0 ≤ j ≤ n

El predicado I se puede satisfacer de forma simple tomando j = 0 y t s =
Cierto (ya que en ese caso la expresión cuantificada es cierta):

j, t s := 0, Cierto.I
= ∵ semántica asignación

Cierto ≡ Cierto ∧ 0 ≤ 0 ≤ n
=

0 ≤ n

y el teorema de invariantes conduce al esquema:

{n ≥ 0}j, t s := 0, Cierto; {I}
∗[[ j 6= n → S ]]
{I ∧ j = n} { ⇒ } {R}

La guarda puede ser también j < n ya que j ≥ n ∧ I ⇒ j = n. La sentencia
j := j + 1 permite considerar el contador t

.= n− j. Estudiemos la invariabili-
dad bajo j := j + 1

j := j + 1.I
= ∵ semántica asignación

t s ≡ (∀i : 0 ≤ i < j + 1 : A[i] = 6) ∧ 0 ≤ j + 1 ≤ n
= ∵ descomponemos el campo 0 ≤ i < j + 1 para buscar el invariante

t s ≡ (A[j] = 6 ∧ ∀i : 0 ≤ i < j : A[i] = 6) ∧ 0 ≤ j + 1 ≤ n⇐
I ∧ A[j] = 6 ∧ j 6= n

Un esquema (todavı́a incompleto) serı́a:

j, t s := 0, Cierto;
∗[[ j 6= n → [[ A[j] = 6 → j := j + 1

A[j] 6= 6 → . . . ]] ]]

Si A[j] 6= 6 debemos cambiar el valor de t s a Falso y forzar la terminación
cambiando la variable de iteración j al último valor:

j, t s := 0, Cierto;
∗[[ j 6= n → [[ A[j] = 6 → j := j + 1

A[j] 6= 6 → t s := Falso; j := n ]] ]]

Solo tendremos que probar que la segunda sentencia guardada conserva la
invariabilidad y decrementa el contador; en efecto:

wdec(t s := Falso; j := n | t)
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= ∵ Lema 6.43, t no depende de t s
j := n.(n− j) < n− j

=
j < n

⇐ ∵ I ≡ 0 ≤ j ≤ n ∧ . . .
I ∧ j 6= n

t s := Falso; j := n.I
=

Falso ≡ (∀i : 0 ≤ i < n : A[i] = 6)) ∧ 0 ≤ n ≤ n⇐
A[j] 6= 6 ∧ I

Curiosamente podrı́amos haber tomado directamente dos asignaciones

j := 0; t s := cierto;
∗[[ j 6= n → t s := t s ∧ (A[j] = 6); j := j + 1 ]]

En efecto

t s := t s ∧ (A[j] = 6); j := j + 1 . I
=

t s ∧ (A[j] = 6) ≡ (∀i : 0 ≤ i < j + 1 : A[i] = 6) ∧ 0 ≤ j + 1 ≤ n
=

t s ∧ (A[j] = 6) ≡ (∀i : 0 ≤ i < j : A[i] = 6) ∧ (A[j] = 6)∧
0 ≤ j + 1 ≤ n⇐
t s ≡ (∀i : 0 ≤ i < j : A[i] = 6) ∧ 0 ≤ j < n⇐
I ∧ j < n

Pero esta solución recorre toda la tabla incluso aunque se haya detectado
un valor distinto de 6. EJEMPLO

EJEMPLO 7.3 Tratemos de escribir un programa para encontrar el n–ésimo nú-
mero de Fibonacci; es decir, para la poscondición R

.= a = fn, donde

f0 = 0, f1 = 1, fn = fn−1 + fn−2 (n ≥ 2). (∗)

Puesto que el cómputo de fn necesita dos valores previos, al menos son nece-
sarias dos variables, y modificamos la poscondición

R
.= a = fn ∧ b = fn−1

y consideramos la precondición n > 0. Cambiando la constante n por una
variable se obtiene el candidato a invariante:

I
.= 1 ≤ i ≤ n ∧ a = fi ∧ b = fi−1

y completaremos el esquema:

{n > 0}
i, a, b, := 1, 1, 0; {I}
∗[[ i < n → S ]]
{a = fn ∧ b = fn−1}

(trivialmente se deduce [n > 0 ⇒ i, a, b, := 1, 1, 0.I]). La sentencia i := i + 1
asegura la terminación tomando el contador t

.= n− i, pero las variables a y b
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.

.

Figura 7.0: Llanos en una tabla ordenada.

deben ser modificadas conjuntamente con el incremento i := i + 1. Probemos
que la sentencia S

.= i, a, b, := i + 1, a + b, a es suficiente:

i, a, b, := i + 1, a + b, a.I
=

1 ≤ i + 1 ≤ n ∧ a + b = fi+1 ∧ a = fi

⇐ ∵ definición de sucesión de Fibonacci, (∗)
I ∧ i < n EJEMPLO

EJEMPLO 7.4 (El problema de los llanos) [Gries, 1981] Sea b[0..n − 1] una ta-
bla de números enteros ordenada en orden ascendente; un llano (plateau) es
una secuencia de elementos consecutivos iguales; puesto que la tabla está or-
denada, b[k..j] es un llano sii b[k] = b[j]. Se trata de escribir un programa para
la poscondición:

R
.= p es la longitud del llano más largo de b[0..n− 1]

Por ejemplo, si b == [1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 5, 6], entonces p será 3 (véase la Figura
7.0). R puede escribirse en la forma:

— existe un llano de longitud p:
∃k : 0 ≤ k ≤ n− p : b[k] = b[k + p− 1]

∧
— no existen llanos de longitud p + 1:
∀k : 0 ≤ k ≤ n− p− 1 : b[k] 6= b[k + p]

Si sustituimos n por i obtenemos el candidato a invariante

I
.= (∃k : 0 ≤ k ≤ i− p : b[k] = b[k + p− 1]) ∧

(∀k : 0 ≤ k ≤ i− p− 1 : b[k] 6= b[k + p]) ∧ 0 ≤ i ≤ n

Es decir, I ⇒ ’p es la longitud del llano más largo de b[0..i − 1]’. Por tanto
completaremos el esquema:

i, p := 1, 1; {I}
∗[[ i < n → S ]]
{I ∧ i ≥ n} { ⇒ } {R}

La sentencia S deberá decrementar n− i con invariabilidad de I ; tomemos la sen-
tencia más simple
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i := i + 1.I
=

(∃k : 0 ≤ k ≤ i + 1− p : b[k] = b[k + p− 1])∧
(∀k : 0 ≤ k ≤ i− p : b[k] 6= b[k + p]) ∧ 0 ≤ i + 1 ≤ n

= ∵ busquemos el invariante
b[i + 1− p] = b[i] ∨ (∃k : 0 ≤ k ≤ i− p : b[k] = b[k + p− 1])∧
(b[i− p] 6= b[i] ∧ ∀k : 0 ≤ k ≤ i− p− 1 : b[k] 6= b[k + p]) ∧ 0 ≤ i < n⇐
b[i− p] 6= b[i] ∧ I ∧ i < n

Si b[i− p] = b[i] se ha localizado un llano de longitud p + 1; es fácil probar

i < n ∧ I ∧ b[i− p] = b[i] ⇒ p, i := p + 1, i + 1.I

de donde el programa:

i, p := 1, 1;
∗[[ i < n → [[ b[i] = b[i− p] → p, i := p + 1, i + 1

b[i] 6= b[i− p] → i := i + 1 ]] ]]

7.5 [285] Escribid un programa para encontrar el número de llanos de una tabla ordenada.

7.1. Debilitación de la poscondición

Otra estrategia para derivar invariantes consiste en eliminar parte de la pos-
condición R debilitándola; este método es particularmente útil si la poscondi-
ción R aparece descompuesta en forma natural como conjunción, R ≡ R1 ∧ R2,
de forma que si queremos aplicar el Teorema de Invariantes, podemos tomar
una de las partes como ¬OB y la otra como el invariante: R ≡ I ∧ ¬OB.

Un ejemplo tı́pico es la estrategia seguida en el Ejemplo 6.47 para la orde-
nación de cuatro constantes (Q1, Q2, Q3 y Q4) utilizando cuatro variables au-
xiliares (q1, q2, q3 y q4) de forma que la poscondición R se escribe en la forma
R1 ∧ R2, siendo

R1 ≡ (q1, q2, q3, q4) es una permutación de (Q1, Q2, Q3, Q4) ≡ I
R2 ≡ q1 ≤ q2 ≤ q3 ≤ q4 ≡ ¬OB

y obtuvimos el programa de la página 109. La estrategia a tratar se basa en la
descomposición ‘natural’ de la poscondición; a veces ésta no es tan simple.

EJEMPLO 7.6 (Cálculo del resto y cociente de una división entera) Sean a y
d enteros verificando a ≥ 0 ∧ d > 0; busquemos los números c (cociente) y r
(resto) tales que:

a = dc + r, 0 ≤ r < d

Comencemos estudiando el cálculo del resto; tenemos como poscondición:

R
.= d | (a− r) ∧ 0 ≤ r ∧ r < d

que puede ser debilitada fácilmente de dos formas: eliminando alguno de los
últimos predicados. Si eliminamos el último obtenemos el candidato a inva-
riante y la guarda siguientes

I
.= d | (a− r) ∧ 0 ≤ r b

.= r ≥ d
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y derivamos el siguiente esquema:

r := a; {I}
∗[[ r ≥ d → S ]]
{I ∧ ¬OB} {≡} {R}

Al definir la secuencia S debemos asegurar la invariabilidad de I tras S y la
terminación; para utilizar el modelo de bucles con contador tomaremos como
función monótona decreciente t

.= r . Puesto que d es un entero positivo, éste
puede servir para decrementar el valor de t:

wdec(r := r − d, t)
= ∵ Lema 6.43

r − d < r
=

d > 0

r := r − d.I
= ∵ semántica

0 ≤ r − d ∧ d | (a− r + d)⇐
I ∧ r ≥ d

Luego, si tomamos S
.= r := r − d, la parte izquierda prueba la terminación

del bucle y la derecha la invariabilidad.

7.7 [285] El programa anterior es ineficiente si el cociente es grande; probad que:

{a ≥ 0 ∧ d > 0}
r := a;
∗[[ r ≥ d → dd := d;

∗[[ r ≥ dd → r := r − dd;
dd := dd + dd ]] ]]

es más eficiente y además es correcto (obsérvese que en el bucle interior se decre-
menta r en múltiplos de d).

Veamos ahora el cálculo del cociente. En la expresión a = dc+r observamos
que para el valor r = a, se tiene c = 0; por otro lado debe ocurrir:

{a = d(c− 1) + r}r := r − d{a = dc + r}

Por consiguiente:

{a = dc + r}r, c := r − d, c + 1{a = dc + r}

y podemos calcular el cociente modificando ligeramente el bucle anterior:

{a ≥ 0 ∧ d > 0}
r, c := a, 0
{a = dc + r, 0 ≤ r}
∗[[ r ≥ d → r, c := r − d, c + 1 ]] EJEMPLO

EJEMPLO 7.8 (Búsqueda lineal) Sea la tabla b[0..m− 1] y x un elemento suyo:
∃i : 0 ≤ i < m : x = b[i]. Tratemos de escribir un programa para encontrar el
menor ı́ndice i tal que b[i] = x. Si formulamos la precondición y la poscondi-
ción en la forma:

P
.= m > 0 ∧ x ∈ b[0..m− 1]

R
.= 0 ≤ i < m ∧ x 6∈ b[0..i− 1] ∧ x = b[i]
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vemos que la poscondición es conjunción de tres predicados. El problema esen-
cial es seleccionar el predicado para debilitar R, ya que hay tres. Cualquier can-
didato a invariante que contenga el tercero (x = b[i]) necesitará unas sentencias
de asignación que permitan su verificación y, curiosamente ¡éste es el problema
inicial! En consecuencia si eliminamos éste obtenemos el candidato

I
.= 0 ≤ i < m ∧ x 6∈ b[0..i− 1]

que, para el ı́ndice i = 0 es cierto; en consecuencia tenemos el esquema:

{P}i := 0; {I}
∗[[x 6= b[i] → ? ]]
{I ∧ x = b[i]}{R}

El contador t
.= m− i es decrementado por i := i + 1; pero

i := i + 1.I ≡ 0 ≤ i < m ∧ i + 1 < m ∧ x 6∈ b[0..i− 1] ∧ x 6= b[i]

y no podemos probar [ I ∧ x 6= b[i] ⇒ i := i + 1.I ] ya que el subpredicado
(i + 1 < m) no es deducible. Este inconveniente se solventa si incluimos la
precondición en el invariante

I
.= 0 ≤ i < m ∧ x 6∈ b[0..i− 1] ∧ x ∈ b[0..m− 1]

ya que x ∈ b[0..m− 1] ∧ x 6= b[i] ⇒ i + 1 < m. EJEMPLO

EJEMPLO 7.9 (Búsqueda lineal en una tabla ordenada) Sea una tabla b[1..n]
(n > 1) y sea x tal que se satisface P ,

P
.= a ordenada ∧ b[1] ≤ x < b[n].

Trataremos de escribir un programa para encontrar el valor i tal que

R
.= 1 ≤ i < n ∧ b[i] ≤ x < b[i + 1].

La eliminación de algún término final (b[i] ≤ x, o x < b[i + 1]) conduce a un
posible invariante. Si eliminamos el primero I

.= 1 ≤ i < n ∧ x < b[i + 1], y el
programa:

{P}i := n− 1; {I}
∗[[ b[i] > x → i := i− 1 ]]
{R}

cuya corrección es elemental:

i := i− 1.I
=

1 ≤ i− 1 < n ∧ x < b[i]⇐
x < b[i] ∧ I ∧ i ≥ 2

⇐ ∵ b ordenada y b[1] ≤ x < b[n]
x < b[i] ∧ I EJEMPLO

7.10 [286] En el Ejemplo 7.8 buscamos la primera aparición de un item en una tabla or-
denada b[0..m − 1] en el supuesto que x ∈ b. Modificad el programa si el item no
necesariamente está en la tabla; es decir, escribid un programa para la precondición y
poscondición siguientes:

P
.
= m > 0

R
.
= x ∈ b[0..m− 1] ∧ 0 ≤ i < m ∧ x 6∈ b[0..i− 1] ∧ x = b[i]

∨ x 6∈ b[0..m− 1] ∧ i = m
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EJEMPLO 7.11 Tratemos de escribir un programa para calcular en la variable x
el cardinal del conjunto {i : 0 ≤ i < n : par b[i]}:

R
.= x = (Ni : 0 ≤ i < n : par b[i])

donde la expresión Ni : 0 ≤ i < n : α(i) representa el número de elementos
del subcampo 0 ≤ i < n de los naturales que verifican el predicado α(i). Si
sustituimos la constante n por una variable obtenemos

I
.= x = (Ni : 0 ≤ i < j : par b[i]) ∧ 0 ≤ j ≤ n

Pero, x, j := 0, 0.I

=
0 = (Ni : 0 ≤ i < 0 : par b[i]) ∧ 0 ≤ n⇐
n ≥ 0

de donde el esquema:
{n ≥ 0}x, j := 0, 0{I};
∗[[ j < n → S ]]
{I ∧ j ≥ n} { ⇒ } {R}

La sentencia j := j + 1 conserva el invariante bajo cierta guarda:

j := j + 1.I
=

x = (Ni : 0 ≤ i < j + 1 : par b[i]) ∧ 0 ≤ j < n
= ∵ propiedades del cardinal

x = (Ni : 0 ≤ i < j : par b[i]) ∧ impar b[j] ∧ 0 ≤ j < n⇐
I ∧ j < n ∧ impar b[j]

Para la guarda par b[j] debemos incrementar x:

x, j := x + 1, j + 1.I
=

x + 1 = (Ni : 0 ≤ i < j + 1 : par b[i]) ∧ 0 ≤ j < n
=

x + 1 = (Ni : 0 ≤ i < j : par b[i]) + 1 ∧ par b[j] ∧ 0 ≤ j < n⇐
I ∧ j < n ∧ impar b[j]

de donde el programa:

x, j := 0, 0;
∗[[ j < n → [[ par b[j] → x, j := x + 1, j + 1

impar b[j] → j := j + 1 ]] ]]

Veamos otros ejemplos de estrategia de debilitación de la poscondición.

EJEMPLO 7.12 Sean tres tablas a[0..m], b[0..n], c[0..p] ordenadas en orden ascen-
dente. Se sabe que existe un item x común a las tres tablas. Se trata localizar la
primera aparición de x. Si mi,mj y mk son los menores ı́ndices tales que:

a[mi] = b[mj ] = c[mk]

el problema se escribe

{P}( .= ∃mi,mj , mk ∧ las tablas a, b, c estan ordenadas)
S
{R}( .= i = mi ∧ j = mj ∧ k = mk)
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y tenemos la poscondición descompuesta en forma natural como conjunción,
por lo que completaremos el esquema:

{P}
i, j, k := 0, 0, 0;
{I}( .= 0 ≤ i ≤ mi ∧ 0 ≤ j ≤ mj ∧ 0 ≤ k ≤ mk)
∗[[ i < mi ∨ j < mj ∨ k < mk →

decrementar t ( .= mi + mj + mk − i− j − k)
con invariabilidad de I ]]

{R}
La sentencias más simples que decrementan t son

i := i + 1 j := j + 1 k := k + 1

Por simetrı́a es suficiente estudiar la primera

i := i + 1.I
=

0 ≤ i + 1 ≤ mi ∧ 0 ≤ j ≤ mj ∧ 0 ≤ k ≤ mk⇐
i < mi ∧ I

En el código del programa no deben aparecer referencias a mi, mj y mk,
ya que son los valores que queremos calcular. Por tanto la guarda i < mi es
inadmisible. Pero

a[i] < b[j] ∧ i ≥ mi ∧ j ≤ mj

⇒ ∵ la tabla b es ascendente
a[i] < b[j] ∧ b[j] ≤ b[mj ] = a[mi] ≤ a[i]⇒
a[i] < a[i]

=
Falso

de donde el predicado a[i] < b[j] ∧ i ≥ mi ∧ j ≤ mj es Falso, y ya que I
asegura j ≤ mj , debe tenerse I ∧ a[i] < b[j] ⇒ i < mi, y de aquı́:

a[i] < b[j] ∧ I ⇒ i := i + 1.I

y por simetrı́a

b[j] < c[k] ∧ I ⇒ j := j + 1.I c[k] < a[i] ∧ I ⇒ k := k + 1.I

Pero la negación de las guardas es

¬(a[i] < b[j] ∨ b[j] < c[k] ∨ c[k] < a[i])
=

a[i] ≥ b[j] ≥ c[k] ≥ a[i]⇒
a[i] = b[j] = c[k]

de donde [I ∧ ¬OB ⇒ R], y de aquı́ el siguiente programa correcto:

{P}i, j, k := 0, 0, 0; {I}
∗[[ a[i] < b[j] → i := i + 1

b[j] < c[k] → j := j + 1
c[k] < a[i] → k := k + 1 ]]

{R}
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EJEMPLO 7.13 (Cálculo de la raı́z cuadrada) Consideremos el problema del
cálculo de la raı́z (cuadrada) entera de un entero n(> 0). La poscondición:

R
.= a2 ≤ n ∧ n < (a + 1)2 ∧ n > 0

admite dos descomposiciones naturales, bien:

I
.= a2 ≤ n ∧ n > 0 OB

.= (a + 1)2 ≤ n
o bien

I
.= n < (a + 1)2 ∧ n > 0 OB

.= a2 > n

En ambas descomposiciones podemos establecer el invariante inicialmente vı́a
una asignación; cada elección de la forma de debilitación conduce a un es-
quema distinto (suprimimos el predicado n > 0 para simplificar, aunque lo
consideramos universalmente):

{n > 0} {n > 0}
a := 0; a := n;
{a2 ≤ n} {(a + 1)2 > n}
∗[[ (a + 1)2 ≤ n → S ]] ∗[[ a2 > n → S ]]
{a2 ≤ n ∧ (a + 1)2 > n} {a2 ≤ n ∧ n < (a + 1)2}

Completemos en primer lugar el esquema de la izquierda; se observa que par-
timos del menor valor de a y cada paso del bucle debe aumentarlo; algo que

decrece cuando crece a es t
.= K − a2 donde K debe ser tal que

I ∧ OB ⇒ t > 0 ≡ K > a2

y el propio n sirve como constante K; o sea, t
.= n − a2. Por otro lado es fácil

comprobar

wdec(a := a + 1, t) ≡ n− (a + 1)2 < n− a2 ⇐ a ≥ 0
a := a + 1.I ≡ (a + 1)2 ≤ n

y ambas condiciones son implicadas por a ≥ 0 ∧ (a + 1)2 ≤ n; luego una sen-
tencia que asegura la terminación del esquema de la izquierda es a := a + 1.

Para el esquema de la derecha debemos decrementar el propio a, de donde

el candidato a contador t
.= a2 + 1 trivialmente verifica t > 0; la sentencia

más simple que decrementa el contador es a := a− 1; además

a := a− 1.I ⇐ a2 > n

Por consiguiente podemos tomar S == a := a− 1. EJEMPLO

7.2. Sustitución de un término por una variable

EJEMPLO 7.14 (Cálculo de la raı́z cuadrada) Los programas del Ejemplo 7.13
tienen una eficiencia pésima si n es grande. Obsérvese que da lo mismo comen-
zar por el mayor valor de a que por el menor. Si en la poscondición

R
.= a2 ≤ n ∧ n < (a + 1)2 ∧ n > 0
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cambiamos el término a+1 por otra variable b, podemos considerar dos varia-
bles a y b, una que aproxime la raı́z por debajo y la otra por arriba:

I
.= a2 ≤ n ∧ b2 > n ∧ 0 ≤ a < b ∧ n > 0

Tenemos la implicación [I ∧ a + 1 = b ⇒ R], de donde el esquema

{n > 0}a, b := 0, n + 1; {I}
∗[[ a + 1 6= b → S ]] {R}

Realmente se trata de estrechar el intervalo [a, b) (de los enteros) donde se en-
cuentra la raı́z. Para ello podemos, o aumentar a, o disminuir b, o ambas cosas;
las sentencias más simples que podemos considerar son

a := a + d1 b := b− d2

Podemos usar un valor común d1 = d2 = d, y tendremos el esquema:

{n > 0}a, b := 0, n + 1;
∗[[ a + 1 6= b → d := ? ;

[[ ? → a := a + d

? → b := b− d ]] ]]

La elección de d deberá verificar dos condiciones:

1. La terminación del bucle. Queda asegurada si d > 0 tomando t
.= b− a.

2. La invariabilidad de I .

Veamos el comportamiento de I frente a tales sentencias

a := a + d.I ≡ (a + d)2 ≤ n < b2 ∧ 0 ≤ a + d < b
b := b− d.I ≡ a2 ≤ n < (b− d)2 ∧ 0 ≤ a < b− d

de lo cual
I ∧ (a + d)2 ≤ n ⇒ a := a + d.I
I ∧ (b− d)2 > n ⇒ b := b− d.I

y obtenemos el nuevo esquema

{n > 0}a, b := 0, n + 1;
∗[[ a + 1 6= b → d := ? ;

[[ (a + d)2 ≤ n → a := a + d
(b− d)2 > n → b := b− d ]] ]]

Para que la ejecución de la sentencia selectiva no aborte el programa debemos
asegurar la disyunción de las guardas:

(a + d)2 ≤ n ∨ (b− d)2 > n
=

n < (a + d)2 ⇒ n < (b− d)2

⇐ ∵ transitividad de <
(a + d)2 ≤ (b− d)2⇐
0 ≤ a + d ≤ b− d⇐
2d ≤ b− a ∧ I

y el mejor valor de d es el mayor que verifica la desigualdad anterior; es decir,
d = (b− a)÷ 2. EJEMPLO
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7.15 [287] Si introducimos en el programa anterior la variable c = b − a, el hecho de tomar
d = c÷ 2 induce a tomar como valores de c las potencias de 2; utilizando el invariante:

I
.
= a2 ≤ n < (a + c)2 ∧ (∃i : i ≥ 0 : c = 2i)

deducid el programa:

{n ≥ 0}a, c := 0, 1;
∗[[ c2 ≤ n → c := 2 ∗ c ]] ;
∗[[ c 6= 1 → c := c/2;

[[ (a + d)2 ≤ n → a := a + c
(b− d)2 > n → nada ]] ]]

EJEMPLO 7.16 (Cálculo de raı́ces por el método de Newton-Raphson)

Caso real El cálculo aproximado de la raı́z real p
√

N (N entero > 1) por el
método de Newton-Raphson (o de la tangente) consiste en obtener una suce-
sión {xn} monótona convergente al cero de la función

F (x) = xp −N

donde x0 es cierto valor inicial y, para n > 0, xn es la abscisa del punto de corte
de la tangente a la curva y = F (x) en el punto xn−1. La ecuación de la tangente
en el punto (a, F (a)) es (si q = p− 1)

y − F (a) = (x− a)pxq

que corta al eje de abscisas en x = 1
p ( N

aq + qa), y por consiguiente, la sucesión
se obtiene con la recurrencia

xk
.= f(xk−1), k > 0 f(z) .=

1
p
(
N

aq
+ qz)

Puesto que

a− f(a) =
ap −N

paq

la sucesión es estrictamente decreciente si tomamos, por ejemplo, el valor ini-
cial x0 = N .

El método en el campo de los enteros Podemos intentar el cálculo de p
√

N
tomando la misma sucesión recurrente pero en el campo de los enteros:

x0 = N xk = f(xk−1), k > 0

El siguiente lema permite tomar f(z) = b 1
p (bN

aq c+ qz)c.

LEMA 7.17 Si x es real y n > 0, se verifica

bbxc+ m

n
c = bx + m

n
c
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Demostración.– Si y = b bxc+m
n c, entonces,

bxc+ m = yn + r, con 0 ≤ r < n, x = bxc+ α, con 0 ≤ α < 1

luego
x + m

n
= y +

r + α

n

y además

0 ≤ r + α

n
≤ n− 1 + α

n
= 1− 1− α

n
< 1

y por tanto

bx + m

n
c = y LEMA

Al tomar abscisas enteras surge un problema: la sucesión no necesariamen-
te es monótona; por ejemplo, para N = 7 y p = 3 se obtiene una sucesión
oscilante a partir del tercer término

7, 4, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, . . .

También es un hecho conocido que podemos considerar solamente aquel tra-
mo de la sucesión hasta el primer valor que verifique xp

n ≤ N ; en ese caso la
secuencia ¡finita! de términos x0 = N, x1, . . . , xn es estrictamente decreciente:

xp
n ≤ N < xp

n−1 < . . . < x1 < x0 = N

ya que a− f(a) ≥ 1
paq (ap −N), de donde el siguiente bucle termina

a := N ;
∗[[ N < ap → a := b 1

p (bN
aq c+ qz)c ]]

Por otro lado, no es trivial que tal bucle calcule la raı́z entera, es decir, que

xp
n ≤ N < (xn + 1)p

Demostraremos un hecho más sorprendente:

LEMA 7.18 Sean p,N y a enteros, p > 1, N > 1, a > 0 y sea

b = b1
p
(bN

aq
c+ qa)c

donde q = p− 1; entonces N < (b + 1)p.

OBSERVACIÓN.– El lema prueba que el predicado I
.= N < (a + 1)p es un

invariante del bucle anterior, y de aquı́ la corrección. OBS

Demostración.–

(b + 1)p > N
= ∵∃k : 0 ≤ k < aq : N = bN/aqcaq + k

(b + 1)p > bN/aqcaq + k
= ∵ q = p− 1

qap + (b + 1)p > (bN/aqc+ qa)aq + k
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= ∵ ∃j : 0 ≤ j < p : pb + j = bN/aqc+ qa
qap + (b + 1)p > (pb + j)aq + k

=
qap − p(b + 1)aq + (b + 1)p > (j − p)aq + k⇐
qap − p(b + 1)aq + (b + 1)p ≥ 0 ∧ 0 > (j − p)aq + k

Pero

0 > (j − p)aq + k
⇐ ∵ p− j ≥ 1

k − aq < 0
=

Cierto

y queda probar
qap − p(b + 1)aq + (b + 1)p ≥ 0

o lo que es igual, que p(a) ≥ 0, siendo p el polinomio qxp − pαxq + αp, con
α = b + 1. Pero este polinomio admite la raı́z doble x = α

p(x) = (x− α)2s(x)

obteniéndose por la regla de Ruffini:

s(x) = qxq−1 + α2(q − 1)xq−2 + . . . + αq−1, para p > 2, q > 1
s(x) = 1, para p = 2, q = 1

El resultado sigue trivialmente si observamos que todos los coeficientes del
polinomio s(x) son positivos. LEMA

EJEMPLO 7.19 (Búsqueda binaria) En el Ejemplo 7.9 hemos resuelto el proble-
ma de la búsqueda lineal en una tabla b[1..n] ordenada; trataremos ahora de
encontrar con una complejidad θ(log n) la misma poscondición

R
.= 1 ≤ i < n ∧ b[i] ≤ n < b[i + 1]

La poscondición puede debilitarse con la introducción de una variable j:

I
.= 1 ≤ i < j ≤ n ∧ b[i] ≤ x < b[j]

de forma que obtenemos [I ∧ i = j − 1 ⇒ R], y el esquema:

i, j := 1, n; {I}
∗[[ i 6= j − 1 → decrementar j − i con invariabilidad de I ]]

Para obtener un programa con complejidad logarı́tmica necesitamos decre-
mentar rápidamente j − i; la solución es clásica:

∗[[ i 6= j − 1 → c := (i + j)÷ 2;
{I ∧ i 6= j − 1 ∧ c = (i + j)÷ 2}
[[ x < b[c] → j := c

x ≥ b[c] → i := c ]] ]]

La terminación viene asegurada por el contador t
.= j− i ya que, por ejemplo,

para la sentencia j := c tendremos:
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(j := c.t) < t
=

c− i < j − i
=

c < j⇐
I ∧ i 6= j − 1 ∧ c = (i + j)÷ 2

La invariabilidad también es fácil

j := c.I
=

1 ≤ i < c ≤ n ∧ b[i] ≤ x < b[c]⇐
I ∧ i 6= j − 1 ∧ c = (i + j)÷ 2 ∧ x < b[c] EJEMPLO

7.3. Problemas de recuento

En esta sección analizaremos una estrategia genérica para resolver proble-
mas de conteo o recuento. Supongamos que queremos determinar el número
de elementos de un conjunto A vı́a cierto bucle:

. . .
∗[[ ? →? ]]
{k = card A}

Seguiremos la siguiente variante de la estrategia de sustitución de variables,

AÑADIR A LA VARIABLE QUE CUENTA PARTE DEL PROBLEMA

de forma que podemos derivar el invariante:

I
.= k + card A′ = card A ∧ Q

siendo Q un predicado que conserva la consistencia, y A′ ⊆ A. Supongamos
además que cierta sentencia Init permite inferir {. . . }Init{A′ = A} mientras
que cierto predicado ¬OB asegura que el conjunto A′ es vacı́o. En ese caso
seguiremos el siguiente esquema

Init; {A′ = A}
k := 0; {k + card A′ = card A}{I}
∗[[ OB → ? ]]
{¬OB} { ⇒ } {A′ = ∅}
{I ∧ A′ = ∅} { ⇒ } {k = card A}

Aplicaremos este esquema a un par de ejemplos tı́picos.

EJEMPLO 7.20 (Búsqueda en una tabla bidimensional ordenada) Sea una ta-
bla a[0..m− 1, 0..n− 1], (n,m > 0) ordenada, es decir:

a[i, j] < a[i, j + 1], a[i, j] < a[i + 1, j]

Tratemos de contar el número de veces que aparece x en la tabla. Sea

n o(p, q, r, s) .= número de apariciones de x en la subtabla
a[p..q − 1, r..s− 1]



7.3 - Problemas de recuento 143

.
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p q − 1

a[q − 1, r]

ª

Figura 7.1: Localización del elemento a[q − 1, r] a estudiar

O lo que es igual:

n o(p, q, r, s) .= (Ni, j : p ≤ i < q, r ≤ j < s : x = a[i, j])

De la poscondición R
.= k = n o(0,m, 0, n) inferimos un invariante

AÑADIENDO A LA VARIABLE QUE CUENTA PARTE DEL PROBLEMA

I
.= k + n o(p, q, r, s) = n o ∧ 0 ≤ p ≤ q ≤ m ∧ 0 ≤ r ≤ s ≤ n

donde n o
.= n o(0,m, 0, n) para simplificar. Si p = q la tabla a[p..q−1, r..s−1]

es vacı́a, e igualmente para r = s. Por tanto

p = q ∨ r = s ⇒ n o(p, q, r, s) = 0

y tomaremos OB = q 6= p ∧ r 6= s. El invariante puede obtenerse con una
inicialización simple, de donde el esquema

p, q, r, s, k := 0, m, 0, n, 0; {I}
∗[[ q 6= p ∧ r 6= s → S ]]
{R}

La subtabla a[p..q−1, r..s−1] debemos estrecharla hasta hacerla vacı́a, tal como
muestra la Figura 7.1. La sentencia S deberá disminuir el valor del contador
t

.= q − p + s− r y tomamos para ello las sentencias más elementales

q := q − 1 s := s− 1 p := p + 1 r := r + 1

Como es de esperar la elección de una de ellas condiciona el resto del diseño;
por ejemplo, si estudiamos la última

r := r + 1.I
=

k + n o(p, q, r + 1, s) = n o ∧ 0 ≤ p ≤ q ≤ m ∧ 0 ≤ r + 1 ≤ s ≤ n
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⇐ ∵ busquemos el invariante
I ∧ r 6= s ∧ n o(p, q, r + 1, s) = n o(p, q, r, s)

Pero la tabla a[p..q−1, r..s−1] coincide con la tabla a[p..q−1, r +1..s−1] salvo
la fila r–ésima:

a[p, r], a[p + 1, r], . . . , a[q − 1, r]

cuyo máximo es a[q − 1, r]; por tanto

a[q − 1, r] < x ⇒ n o(p, q, r + 1, s) = n o(p, q, r, s)

de donde
I ∧ q 6= p ∧ r 6= s ∧ a[q − 1, r] < x ⇒ r := r + 1.I

y tenemos el esquema incompleto

∗[[ q 6= p ∧ r 6= s → [[ a[q − 1, r] < x → r := r + 1
a[q − 1, r] = x → ?
a[q − 1, r] > x → ? ]] ]]

Si a[q − 1, r] = x entonces, por la misma razón, podemos abandonar la fila r-
ésima incrementando el valor de k. Además, ya que en cada columna no hay
elementos repetidos, podemos abandonar la columna (q − 1)–ésima ya que
a[q − 1, r] es el menor de esta columna. Es decir

k, q, r := k + 1, q − 1, r + 1.I
=

k + 1 + n o(p, q − 1, r + 1, s) = n o∧
0 ≤ p ≤ q − 1 ≤ m ∧ 0 ≤ r + 1 ≤ s ≤ n

⇐ ∵ busquemos el invariante
I ∧ q 6= p ∧ r 6= s ∧ n o(p, q − 1, r + 1, s) = n o(p, q, r, s)− 1⇐
I ∧ q 6= p ∧ r 6= s ∧ a[q − 1, r] = x

De la misma forma

I ∧ q 6= p ∧ r 6= s ∧ a[q − 1, r] > x ⇒ q := q − 1.I

y el programa final será

p, q, r, s, k := 0, m, 0, n, 0;
∗[[ q 6= p ∧ r 6= s → [[ a[q − 1, r] < x → r := r + 1

a[q − 1, r] = x → r, k := r + 1, k + 1
a[q − 1, r] > x → q := q − 1 ]] ]]

Si hubiéramos elegido inicialmente la sentencia p := p+1 el elemento a estudiar
hubiera sido el de la esquina superior izquierda: a[p, s− 1]. Por el contrario, el
lector puede comprobar que el estudio de las esquinas a[p, r] y a[q−1, s−1] no
conduce a ningún programa eficiente. EJEMPLO

EJEMPLO 7.21 Sean a[0..m − 1] y b[0..n − 1] dos tablas ordenadas en sentido
estricto. Calculemos el número de elementos comunes; es decir, la poscondi-
ción:

R
.= k = (Ni, j : 0 ≤ i < m ∧ 0 ≤ j < n : a[i] = b[j])
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Conjeturamos un invariante utilizando la técnica anterior:

AÑADIR A LA VARIABLE QUE CUENTA PARTE DEL PROBLEMA

Para ello introducimos los conjuntos

A(p, q) .= {(i, j) | 0 ≤ i < p ∧ 0 ≤ j < q ∧ a[i] = b[j])
A

.= A(m, n)

de forma que la poscondición se escribe k = card A y añadimos el subproble-
ma ‘Car A(p, q)’ a k para obtener el candidato a invariante

I
.= k + card A(p, q) = card A ∧ 0 ≤ p ≤ m ∧ 0 ≤ q ≤ n

junto al esquema

k, p, q := 0,m, n; {I}
∗[[ p 6= 0 ∧ q 6= 0 → S ]]
{p = 0 ∨ q = 0} { ⇒ } {A(p, q) = ∅} { ⇒ } {k = card A}

De nuevo se trata de reducir la cardinalidad de A, y las sentencias más simples
son q := q − 1 y p := p− 1. Pero

p := p− 1.I
=

k + card A(p− 1, q) = cardA ∧ 0 ≤ p− 1 ≤ m ∧ 0 ≤ q ≤ n
⇐ ∵ buscamos el invariante

p 6= 0 ∧ I ∧ A(p− 1, q) = A(p, q)
⇐ ∵ A(p, q) = A(p− 1, q) ∪ {(p− 1, j) | 0 ≤ j < q ∧ a[p− 1] = b[j])}

siendo b[0..n− 1]estrictamente creciente
p 6= 0 ∧ I ∧ a[p− 1] > b[q − 1]

y por tanto la sentencia S tendrá la forma

[[ a[p− 1] > b[q − 1] → p := p− 1
a[p− 1] = b[q − 1] → ?
a[p− 1] < b[q − 1] → ? ]]

7.22 Completad la sentencia anterior.

7.4. El conjunto de Dijkstra

Enunciado del problema Sea D el menor subconjunto de N verificando los
axiomas:

Ax1 : 1 ∈ D
Ax2 : h(D,D) ⊆ D, es decir,

∀x, y : x, y ∈ D : h(x, y) ∈ D
donde la función h : N× N→ N verifica las propiedades

p1 : ∀x, y : x, y ∈ N : h(x, y) > x
p2 : h es monótona creciente en el segundo argumento; es decir,

∀x, y, y′ : x, y, y′ ∈ N : y > y′ ⇒ h(x, y) > h(x, y′)
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Se trata de escribir un programa para calcular a[0..N − 1]: los N primeros ele-
mentos de la sucesión creciente de elementos de D.

El problema anterior aparece propuesto en [Dijkstra, 1976]:134 y también en
[Dijkstra y Feijen, 1988]:170; en el primero se formula como una curiosa mo-
dificación de un problema atribuido a R.W. Hamming (véase Ejercicio 7.35).
Dijkstra dice, pero no justifica, que el problema puede no tener solución si no
se imponen ciertas condiciones a las funciones que generan el conjunto D. Ve-
remos que las propiedades p1 y p2 son suficientes para resolverlo.

Si se considera (P(N),≤) el dominio de las partes de N con la relación par-
cial A ≤ B sii A ⊆ B, entonces, para cada función h : N2 → N, la función
inducida g : P(N) → P(N) dada por

g(X) .= {h(x, x′) |x, x′ ∈ X} .= h(X, X)

es monótona y, según el Teorema de Kleene admite un mı́nimo punto fijo; es
más, éste es el conjunto vacı́o. Es decir, el menor subconjunto de N verificando
el axioma Ax2 es el conjunto vacı́o. Por otro lado, dado un natural a0, la función
inducida

g(X) = h(X, X) ∪ {a0}
también es monótona y el mı́nimo punto fijo es precisamente el conjunto de
Dijkstra D. En consecuencia D es la menor solución de la ecuación

D = h(D,D) ∪ {a0}

Una propiedad esencial del conjunto de Dijkstra

LEMA 7.23 Sea h una función verificando (p1)+(p2) y seaD = {an}n≥0 la sucesión
que describe el conjunto de Dijkstra correspondiente a h; entonces:

(i) ∀p, q : p ≥ 0, q ≥ 1 : ap+q ≤ h(ap, aq−1).
(ii) Si consideremos la sucesión creciente de conjuntos Dn,

Dn
.= {h(ai, aj) | i + j ≤ n} ∪ {a0}

entonces, ∀n : n > 0 : an ∈ Dn−1.
(iii) ∀n : n > 0 : n + 2 ≤ cardDn ≤ 1 + (n + 1)(n + 2)/2.
(iv) (ĺımDn ≡) ∪n≥0 Dn = D.

Demostración.– Partiendo de las propiedades (p1) + (p2) obtenemos:

ap < h(ap, a0) < h(ap, a1) < . . . < h(ap, aq−1) < h(ap, aq)

luego h(ap, aq−1) tiene delante como mı́nimo p+q elementos de la sucesión, de
donde (i). Ya que D = h(D,D) ∪ {a0}, entonces, para n > 0, existen términos
ap y aq tales que an = h(ap, aq), y por (i) + (p2):

ap+q ≤ h(ap, aq−1) < h(ap, aq) = an

⇒ ∵ transitividad de ≤
ap+q < an

⇒ ∵ an es creciente
p + q < n

⇒ ∵ p, q, n ∈ N
p + q ≤ n− 1

⇒ ∵ definición de Dn−1
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an = h(ap, aq) ∈ Dn−1

La segunda desigualdad de (iii) es trivial puesto que

(Ni, j : 0 ≤ i, j ≤ n : i + j ≤ n) = (n + 1)(n + 2)/2

La primera desigualdad sigue por tener la fila {h(a0, ai) : 0 ≤ i ≤ n}(⊆ Dn)
n + 1 elementos distintos (por ser h creciente en el segundo argumento).
(iv) se demuestra por doble inclusión:

(1) ∪n≥0Dn ⊆ D, ya que (∀n : n ≥ 0 : Dn ⊆ D) (D verifica Ax1 + Ax2)
(2) ∪n≥0Dn verifica los axiomas Ax1 + Ax2; y por ser D el menor conjunto

verificando tales axiomas se tiene D ⊆ ∪n≥0Dn. LEMA

NOTA 7.24 cardDn puede tomar el valor mı́nimo n + 2; por ejemplo para la función
h(x, y) = x + y, ya que en ese caso h(ai, aj) = i + j + 2. Es más, para tal función el
conjunto de Dijkstra D es N∗; en efecto, se tiene trivialmente D ⊆ N∗; por otro lado,

a ∈ D
⇒ ∵ 1 ∈ D

a, 1 ∈ D
⇒ ∵ Ax1

h(a, 1) ∈ D
= ∵ definición de h

a + 1 ∈ D
de donde N∗ ⊆ D, por definición de N∗: el menor subconjunto verificando 1 ∈ N∗ ∧ ∀n :
n ∈ N∗ : n + 1 ∈ N∗.

Un algoritmo para el cómputo de D Las propiedades (ii)-(iv) del lema per-
miten dar un método para el cómputo de D. En efecto; puesto que a0 ∈ D0 y
ya que a1 ∈ D0, a1 6= a0,

a1 = mı́n(D0 − {a0})
De hecho D0 = {a0, h(a0, a0)} y h(a0, a0) > a0. De aquı́ se concluye que

a2 = mı́n(D1 − {a0, a1})

En general, se prueba por inducción que

an+1 = mı́n(Dn − {a0, a1, . . . , an}) (∗)

EJEMPLO 7.25 Veamos con un ejemplo que la cardinalidad de los conjuntosDn

puede ser maximal, es decir:

cardDn = 1 + (n + 1)(n + 2)/2

Para ello basta encontrar una función h tal que Dn contenga todos los números
naturales positivos hasta el 1 + (n + 1)(n + 2)/2; ası́, si

Dn = {1, 2, . . . , 1 + (n + 1)(n + 2)/2}

de aquı́ se obtendrı́a, por (∗), an = n + 1. Una posible función es la correspon-
diente a la tabla
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1 2 3 4 5 . . .
1 2 3 5 8 12 . . .
2 4 6 9 13 j-1
3 7 10 14 . . . j
4 11 15 . . . j+1

5 16
. . .

...

que viene dada por

h(n, k) =
(n + k)(n + k − 1)

2
+ 2− k

De aquı́ es fácil probar

n ≥ 1 ⇒ h(n, k)− h(n− 1, k + 1) = 1
h(1, n + 1)− h(n, 1) = 1

Probemos por inducción que, en efecto, se tiene

Dn = {1, 2, . . . , 1 + (n + 1)(n + 2)/2}
Para n = 0 es trivial; supongamos

∀k : 0 ≤ k ≤ n− 1 : Dk = {1, 2, . . . , 1 + (k + 1)(k + 2)/2}
De aquı́ se concluye, por (∗),

∀k : 0 ≤ k ≤ n, ak = k + 1

y en ese caso

Dn

= ∵ definición
Dn−1 ∪ {h(ai, aj) | i + j = n, i, j ≥ 0}

= ∵ HI
{1, 2, . . . , 1 + n(n + 1)/2} ∪ {h(i + 1, j + 1) | i + j = n, i, j ≥ 0}

= ∵ definición de h
{1, 2, . . . , 1 + n(n + 1)/2} ∪ {2− (j + 1) + (n + 2)(n + 1)/2 | 0 ≤ j ≤ n}

= {1, 2, . . . , 1 + n(n + 1)/2} ∪ {2 + n(n + 1)/2, . . . , 1 + (n + 1)(n + 2)/2} EJEMPLO

Por la ecuación (∗) podemos definir en forma recurrente la sucesión solu-
ción a través de una sucesión de conjuntos Un:

{
a1 = h(a0, a0)
U1 = {a1}

{
an+1 = mı́nUn

Un+1 = (Un − {an+1}) ∪ {h(ai, aj) | i + j = n + 1}
Obsérvese que Un = Dn−{a0, a1, . . . , an}. Para generar an+1 necesitamos cono-
cer Un, y para ello debemos conocer Un−1 y los elementos a0, . . . , an para con
ellos formar la diagonal:

{h(a0, an), h(a1, an−1), . . . , h(an, a0)}
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Ilustremos el método para la función:

h(x, y) =
{

3x + 2y, si x 6= 13 ∨ y 6= 1
14, si x = 13 ∧ y = 1

Ya que U1 = {h(a0, a0)}, en nuestro ejemplo la situación de partida es:

1
1 5

y el mı́nimo será 5 (a1), de forma que U2 son los elementos de la siguiente tabla:

1 5
1 5 13
5 17

Aparece en un cuadro el elemento eliminado. El siguiente mı́nimo es 13, que lo
encuadramos y añadimos la diagonal:

1 5 13
1 5 13 29
5 17 25
13 14

Obsérvese que en el siguiente paso se extrae el mı́nimo de la tercera fila:

1 5 13 14
1 5 13 29 31
5 17 25 41
13 14 49
14 44

OBSERVACIÓN.– [UNA CURIOSIDAD] En general an 6∈ Dn−2 y es necesario
utilizar todos los términos deDn−1 para computar an; es más, dado un N arbi-
trario, existe una función tal que el término aN+1 se calcula precisamente en la
iteración N (es decir, no habı́a sido calculado anteriormente). Por ejemplo, sea,
para N natural > 1, la función

h(x, y) =
{

2(x + y), si x 6= 6N − 2 ∨ y 6= 1
6N − 1, si x = 6N − 2 ∧ y = 1

Si la función fuera h(x, y) = 2(x + y), vamos a demostrar que

∀n : 1 ≤ n ≤ N : an = 6n− 2

por inducción. Para n = 1 es trivial; supongamos

∀k : 1 ≤ k ≤ n < N : ak = 6k − 2

entonces estudiemos el mı́nimo del conjunto:

Dn − {a0, . . . , an}
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Si i > 1, j ≥ 1 tenemos, por hipótesis de inducción que

h(ai, aj) = h(ai−1, aj+1) = 12(i + j)− 8

luego:
{h(ai, aj) | i + j ≤ n}⊆ {h(a0, aj) | 0 ≤ j ≤ n} ∪ {h(a1, aj) : 0 ≤ j ≤ n− 1}

= {4} ∪ {h(a0, aj | 1 ≤ j ≤ n} ∪ {10} ∪ {h(a1, aj) | 1 ≤ j ≤ n− 1}
= {12j − 2 : 1 ≤ j ≤ n} ∪ {12j + 4 : 0 ≤ j ≤ n− 1}
de donde:

Dn = {1} ∪ {bj ≡ 12j − 2 : 1 ≤ j ≤ n} ∪ {cj ≡ 12j + 4 : 0 ≤ j ≤ n− 1}

y teniendo en cuenta que

cj−1 < bj < cj < bj+1

la sucesión ordenada de elementos de Dn es:

a0, c0, b1, c1, b2, c2, . . . , bn−1, cn−1, bn

y de aquı́ sigue fácilmente que,

si n par > 1, an+1 = cn/2 = 12(n/2) + 4 = 6(n + 1)− 2
si n impar, an+1 = b(n+1)/2 = 12(n + 1)/2− 2 = 6(n + 1)− 2

y hemos probado an = 6n− 2 (1 ≤ n ≤ N ). Pero el valor 6N − 2 solamente se
alcanza en el término an, de donde también es cierto lo anterior para la función
modificada h(6N − 2, 1) = 6N − 1. Ahora bien,

Dn
= {h(ai, aj) | i + j ≤ N}
= {h(ai, aj) | i + j < N} ∪ {h(ai, aj) | i + j = N}
= {h(ai, aj) | i + j < N} ∪ {12N − 8, 12N − 2, 6N − 1}
= {a0, c0, b1, c1, b2, c2, . . . , bN−1, cN−2, bN−1} ∪ {6N − 1}
= {1, 4, . . . , 6N − 2, 6N + 4, 6N + 10, . . . , 12N − 14} ∪ {6N − 1}
de donde

Dn − {a0, . . . , an} = {6N − 1, 6N + 4, 6N + 10, . . . , 12N − 14}
aN+1 = 6N − 1

y también

DN+1 = Dn ∪ {12N, 12N + 4}
DN+2 = Dn ∪ {12N, 12N + 4, 12N + 10}
...
a2N+2 = 12N OBS
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Un programa para el cómputo de D Utilizaremos tres tablas

a[0..n] f [0..n, 0..n] m[0..n]

La primera memoriza los elementos de la sucesión: a[k] = ak. La segunda me-
moriza las imágenes de h de los ya calculados: f [k, l] = h(ak, al). La tercera
memoriza qué elementos de la tabla ya aparecieron en la sucesión, de forma
que cada m[k] indica el ı́ndice del primer elemento de la fila k–ésima

f [k, 0], f [k, 1], . . . , f [k, i− k]

que no ha sido incluido todavı́a en a. Con tales tablas podemos formar el pre-
dicado invariante:

I.i ≡ A.i ∧ F.i ∧M.i

donde

A.i = i ≤ n ∧ (∀k : 0 ≤ k ≤ i : a[k] = ak)
F.i = i ≤ n ∧ (∀k, l ≥ 0 : 0 ≤ k + l ≤ i : f [k, l] = h(ak, al))
M.i = i ≤ n ∧ (∀k : 0 ≤ k ≤ i : m[k] = mı́n{j|j ≥ 0 ∧ ai < f [k, j]})

y el siguiente esquema resolverá el problema

a[0] := a0; {A}
f [0, 0] := h(a0, a0); {F}
m[0] := 0; {M}
i := 0; {I}
∗[[ i < n → incrementar i con invariabilidad de I ]]

Al estudiar la sentencia i := i + 1, obtenemos

i := i + 1.A = A ∧ i + 1 ≤ n ∧ a[i + 1] = ai

i := i + 1.F ⇒ F ∧ i < n ∧ (∀k, l ≥ 0 : k + l = i + 1 : f [k, l] = h(ak, al))

pero:
I ∧ i < n ⇒ ai+1 = mı́nimo {f [0,m[0]], . . . , f [i,m[i]]}

de donde:

{I ∧ i < n}
mı́n := f [0,m[0]];
k := 1; ∗[[ k ≤ i → mı́n := mı́nimo(f [k,m[k]],mı́n) ]] ;
{mı́n = mı́nimo {f [0,m[0]], . . . , f [i, m[i]]}
a[i + 1] := mı́n;
{AÑADIENDO LA NUEVA DIAGONAL}
k := 0; ∗[[ k ≤ i + 1 → f [k, i + 1− k] := h(a[k], a[i + 1− k]) ]] ;
{A.i + 1 ∧ F.i + 1}
i := i + 1;
{A.i ∧ F.i}

Finalmente queda restablecer el predicado M ; para ello, naturalmente, hay
que reajustar la tabla de mı́nimos m[k]; comenzamos viendo i := i + 1.M , que
se descompone en tres predicados

M.(i + 1)(≡ i := i + 1.M)
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=
i + 1 ≤ n ∧ (∀k : 0 ≤ k ≤ i + 1 : m[k] = mı́n{j|j ≥ 0 ∧ ai+1 < f [k, j]

=
i + 1 ≤ n ∧ (1)
(∀k : 0 ≤ k ≤ i : m[k] = mı́n{j|j ≥ 0 ∧ ai+1 < f [k, j]} ∧ (2)
m[i + 1] = mı́n{j|j ≥ 0 ∧ ai+1 < f [i + 1, j]} (3)

Para restablecer (1) basta con i ≤ n ∧ i < n; por las propiedades de la
función h,

ai+1 < h(ai+1, a0)

pero
F.(i + 1) ⇒ h(ai+1, a0) = f [i + 1, 0]

de donde tendremos

F.(i + 1) ⇒ mı́n{j|j ≥ 0 ∧ ai+1 < f [i + 1, j]} = 0

y es necesario que m[i + 1] = 0 para restablecer (3); es decir

{F.(i + 1)}m[i + 1] := 0; {(3)}
El predicado (2) es más complicado; sea k fijo (≤ i), y

Ji+1 = {j|j ≥ 0 ∧ ai+1 < f [k, j]}
y comparemos con el conjunto que aparece en el predicado M.i

Ji = {j|j ≥ 0 ∧ ai < f [k, j]}
Basta con que los dos conjuntos sean los mismos para no tener que alterar
el valor m[k]; por ser la sucesión ai creciente tenemos Ji+1 ⊆ Ji, de donde
mı́nJi+1 ≥ mı́n Ji. Además

f [k,m[k]] 6= ai+1

⇒ ∵ ai creciente
m[k] ∈ Ji+1

⇒ ∵ propiedades del mı́nimo
m[k] ≥ Ji+1

y de aquı́

m[k] = mı́n Ji ∧ f [k, m[k]] 6= ai+1 ⇒ m[k] = mı́n Ji+1

y en definitiva tenemos el siguiente cuerpo para el bucle (casi completo)

{A.(i + 1) ∧ F.(i + 1) ∧M.i ∧ i < n}
m[i + 1] := 0;
{(3) ∧ (1)}
{i < n ∧M.i ∧ a[i + 1] = ai+1}
k := 0;
∗[[ k ≤ i →

[[ f [k, m[k]] = a[i + 1] → ?
f [k, m[k]] 6= a[i + 1] → nada ]] ;

{m[k] = mı́n Ji+1}
{(1) ∧ (2) ∧ (3) ≡ M.i + 1}
i := i + 1{M.i} ]]
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y solo queda encontrar la sentencia ? ; tenemos:

A.(i + 1) ∧ a[i + 1] = f [k, m[k]]⇒
a[i] < a[i + 1] = f [k, m[k]] < f [k,m[k] + 1]⇒
m[k] + 1 = Ji+1

de donde
{A.(i + 1) ∧M.i ∧ a[i + 1] = f [k, m[k]]}
{m[k] + 1 = Ji+1}
m[k] := m[k] + 1;
{m[k] = Ji+1}

y finalmente nuestro programa será:

a[0] := a0; m[0] := 0; f [0, 0] := h(a0, a0);
i := 0;
∗[[ i < n → mı́n := f [0,m[0]];

k := 1; ∗[[ k ≤ i → mı́n := mı́nimo(f [k, m[k]], mı́n) ]] ;
a[i + 1] := mı́n;m[i + 1] := 0;
k := 0; ∗[[ k ≤ i + 1 → f [k, i + 1− k] := h(a[k], a[i + 1− k]) ]] ;
k := 0;
∗[[ k ≤ i → [[ f [k, m[k]] = a[i + 1] → m[k] := m[k] + 1

f [k, m[k]] 6= a[i + 1] → nada ]] ]] ;
i := i + 1 ]]

7.5. La criba de Eratóstenes

Se trata de obtener el conjunto de números primos no superiores a N :

primos.N
.= {k | k es primo ≤ N}

a través del método más antiguo que se conoce y descubierto por Eratóstenes.
Utilizaremos una variable (de tipo conjunto) criba que verifique el siguiente
predicado P invariante:

P
.= primos.N ⊆ criba ⊆ [2..N ]

Una primera acción a definir es: cribar tal conjunto quitando en cada paso los
múltiplos de cierto elemento. Nos interesarán los siguientes predicados:

cri con.q
.= ∀n : n ∈ criba ∧ q | n : n = q

— el conjunto criba ha sido cribado con el número q

cri d de.p
.= ∀q : q ∈ primos.(p− 1) : cri con.q

— el conjunto criba ha sido cribado
con todos los primos menores que p

LEMA 7.26 P ∧ p2 > N ∧ cri d de.p ⇒ criba = primos.N

Demostración.– Si s ∈ criba\primos.N y q es el menor factor primo de s,
q2 ≤ s ≤ N < p2

⇒
q ≤ p− 1
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⇒
q ∈ primos.(p− 1)⇒
cri con.q

y por tanto s = q, que es imposible; luego criba = primos.N . LEMA

El lema anterior conjetura la existencia de un bucle cuyo invariante se obtie-
ne por debilitación de la poscondición, de forma que tengamos:

{I}( .= I ∧ cri d de.p)
∗[[ p2 ≤ N → . . . ]] {I ∧ p2 > N} { ⇒ } {criba = primos.N}

Para que el predicado P ∧ cri d de,2 sea cierto es suficiente que el conjunto
inicial criba contenga únicamente números impares junto con el 2; es decir,
podemos escribir:

criba, k := {2}, p;
∗[[ p ≤ N → criba := criba ∪ {p}; p := p + 2 ]]
{criba = {2} ∪ {k | 2 < k ≤ N, k impar}}

Un invariante para el bucle anterior puede ser:

A
.= criba = {2} ∪ {k | 2 < k < p, k impar} ∧ p ≤ N + 2 ∧ p impar

Partimos entonces del invariante I
.= P ∧ cri d de.p y consideremos una ope-

ración: cribar.p que verifique la poscondición:

{I} cribar.p {cri con.p}

LEMA 7.27 p2 ≤ N ∧ cri d de.p ∧ cri con.p ⇒ cri de d.(spa.p), donde spa.p es
el siguiente primo a p.

Demostración.– Sea q ∈ primos.(spa.p− 1). Entonces puede ocurrir:

— q ≤ p− 1; luego por ser cierto cri d de.p. ⇒ cri con.q.

— q = p; cri con.q ≡ cri con.p.

— q > p es imposible, ya que se tendrı́a p < q ≤ spa.p − 1 < spa.p, que es
absurdo por ser q es primo. LEMA

Por otro lado tenemos el siguiente lema:

LEMA 7.28 I ∧ p2 ≤ N ⇒ spa.p = s(p, criba), donde s(p, criba) es el menor
elemento del conjunto criba mayor que p.

Demostración.– Sea p′ = s(p, criba); es suficiente probar que p′ es primo, ya que

p < p′ ≤ spa.p primos.N ⊆ criba

Sea q el menor factor primo de p. Si q < p′ ≤ spa.p, entonces se da cri con.q, de
donde debe tenerse q = p′ y p′ es primo. LEMA
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Por consiguiente tenemos el siguiente esquema correcto

{criba = {2} ∪ {k | 2 < k ≤ N, k impar} }
p := 3; {I}
∗[[ p2 ≤ N → {I ∧ p2 ≤ N}

cribar.p
{cri d de.p. ∧ cri con.p}
{cri d de.(spa.p)}
p := spa.p
{I ∧ cri d de.p}(⇒ I) ]]

{criba = primos.N}

Falta especificar dos operaciones: cribar y spa; la operación p := spa.p se
obtiene calculando el primer elemento impar de criba mayor que p:

p := p + 2;
∗[[ p 6∈ criba → p := p + 2 ]]

¿Existe s(p, criba)? Ello se deduce de ser p2 ≤ N y de que entre un primo p y
su cuadrado p2 existe siempre un número primo.

Queda por especificar la operación cribar.p. Si se verifica el invariante I , se
tiene cri d de.p, y por tanto, de entre los múltiplos de p:

p, 2p, 3p, 4p, . . . , (p− 1)p, pp, (p + 1)p, (p + 2)p, . . . , (p + α)p, . . .

no es necesario suprimir los múltiplos kp, con k < p; por otro lado, al ser p
impar, p + α es par cuando α sea impar, por lo que solamente tenemos que
suprimir los múltiplos de la forma (p + α)p, con α par, y hemos demostrado el
siguiente lema:

LEMA 7.29 Si q | p con q > p > 2, y además se cumple cri con.p, entonces las dos
condiciones siguientes son equivalentes:

(a) q mod2p = p
(b) q = (p + α)p, con α impar ≥ 0.

Por consiguiente tenemos el siguiente esquema para la operación cribar.p

{I ≡ cri d de.p ∧ I ∧ p > 2}
dosp, q := p + p, p ∗ p;
{A}( .= q mod2p = p ∧ I ∧ p | k > p ∧ (k ∈ criba ⇒ k ≥ q) )
∗[[ q ≤ N → criba := criba\{q};

q := q + dosp ]]
{cri con.p}
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para lo cual es suficiente probar que A es un invariante (hágase como ejercicio).
En definitiva el programa completo es:

criba, k := {2}, p;
∗[[ p ≤ N → criba := criba ∪ {p}; p := p + 2 ]]
{criba = {2} ∪ {k | 2 < k ≤ N, k impar} }p := 3;
{I}( .= cri d de.p ∧ p > 2 ∧ )
∗[[ p2 ≤ N → dosp, q := p + p, p ∗ p;

∗[[ q ≤ N → criba := criba\{q}; q := q + dosp ]]
p := p + 2;
∗[[ p 6∈ criba → p := p + 2 ]] ]]

{criba = primos.N}

Ejercicios
7.30 [288] Escribid un programa para invertir una tabla a[1..n]; es decir, para la precondición

y poscondición:
P

.
= ∀i : 1 ≤ i ≤ n : a[i] = Ai

Q
.
= ∀i : 1 ≤ i ≤ n : a[i] = An−i+1

7.31 (El problema de la Partición) Sea una tabla b[m..n−1] con valores iniciales B[m..n−
1]; escribid un programa para la poscondición:

R
.
= m ≤ p < n ∧ b contiene una permutación de los valores B ∧

b[p] = B[m] ∧
(m ≤ i ≤ p ⇒ b[i] ≤ B[m]) ∧ (p < i ≤ n− 1 ⇒ b[i] > B[m])

7.32 (La regla de Horner) Demostrad la corrección del siguiente programa que calcula el
valor de un polinomio

P
0≤i≤n−1 aiz

i en el punto x por la regla de Horner:

i, y, z := 1, a0, x;
∗[[ i 6= n → i, y, z := i + 1, y + aiz, zx ]]

7.33 Escribid un programa para encontrar las formas posibles en que puede descompo-
nerse un entero r ≥ 0 como suma de dos cuadrados: x2 + y2 = r (que genere las
soluciones enteras de x2 + y2 = r ∧ 0 ≤ y ≤ x).

7.34 [288] (El problema de la secuencia ascendente más larga) [Dijkstra, 1976] Dada una
tabla a[0..n−1], encontrad la longitud de la secuencia a[i..j−1] ascendente más larga.
Ası́, si definimos el predicado:

as(i, j)
.
= a[i..j − 1] es ascendente (≡ ∀r : i < r < j : a[r − 1] ≤ a[r])

la poscondición vendrá dada por m = Msa(n) donde

Msa(n)
.
= máx{j − i | 0 ≤ i < j ≤ n ∧ as(i, j)}

o lo que es igual

m = máx{Mj | 0 < j ≤ n}, donde Mj
.
= máx{j − i | i < j, as(i, j)}.

7.35 [289] (El problema de Hamming) Escribid un programa para generar una tabla orde-
nada a[0..n− 1] que contenga el 1 y los primeros números divisibles solamente por los
primos 2, 3 y 5. Es decir, los n primeros términos de la secuencia H que verifica los
únicos axiomas:
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(a) 1 ∈ H,

(b) x ∈ H ⇒ 2x, 3x, 5x ∈ H.

7.36 [290] (El problema de McCarthy) Demostrad que el programa

u, v := x, 1;
∗[[ u ≤ 100 ∨ v 6= 1 → [[ u > 100 → u, v := u− 10, v − 1

u ≤ 100 → u, v := u + 11, v + 1 ]] ]] ;
z := u− 10

calcula la función 91 de McCarthy: z = if x > 100 then x− 10 else 91.
AYUDA.- si consideramos el caso x ≤ 100 (si x > 100 es trivial) se observa que el
número de pasos es 2(101− x). Podemos pues considerar tres variables auxiliares

np ≡ número de pasos que realiza el bucle
k ≡ número de veces que se ejecuta u, v := u + 11, v + 1
q ≡ número de veces que se ejecuta u, v := u− 10, v − 1

e introducir ası́ mismo sentencias apropiadas para mantener tales variables. Demostrad
que el siguiente predicado es un invariante del bucle:

I
.
= x ≤ 100 ∧ np = 2(101− x)− k − q ≥ 0 ∧

u = x + 11k − 10q ∧ v = 1 + k − q

y que además se verifica I ∧ u > 100 ∧ v = 1 ⇒ u = 101.

7.37 [291] Sea {f(k) : 0 ≤ k < n} una tabla de enteros positivos, es decir, verificando
la precondición P

.
= ∀k : 0 ≤ k < n : 0 ≤ f(k) ∈ Z. Escribid un programa S con

complejidad mı́nima verificando el triplete {I}S{t = (
P

0≤i<n f(i) < 1000)}.

7.38 Sean a[0..m− 1] y b[0..n− 1] dos tablas de números enteros estrictamente crecientes
con algún elemento común; es decir, verificando

P
.
= ∃p, q : 0 ≤ p < m, 0 ≤ q < n : a[p] = b[q]

Encontrad un programa para el triplete

{P}S{x es el mayor entero común a las tablas a y b}

7.39 Sean a[0..m− 1] y b[0..n− 1] dos tablas de números enteros estrictamente crecientes
siendo a[0] = b[0] = 0; escribid un programa para encontrar el menor natural que no
está en ninguna de las tablas.

7.40 [292] Se define la sucesión de Simon en la forma

a0 = a1 = a2 = 1, ∀k : k ≥ 0 : ak+3 = ak+1.ak+2 + ak.

Escribid un programa para calcular el término a1000.

7.41 Un número natural es perfecto si es la suma de sus divisores propios. Por ejemplo, 6
y 28 son perfectos. Por consiguiente los números perfectos verifican el predicado

n =
X

1≤x<n,x|n
x

(A) Escribid un programa para la poscondición R
.
= p ≡ n es un número perfecto.

(B) Escribid un programa parcialmente correcto para encontrar el menor entero per-
fecto de tres cifras.
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7.42 [293] Sea a[0..n− 1] una tabla creciente de enteros verificando

P
.
= n > 1 ∧ a[0..n− 1] ↑ ∧ a(n− 1) = 300.

Escribid un programa para localizar el menor múltiplo de tres.

7.43 [294] Sean a[0..m− 1], b[0..n− 1] y c[0..s− 1] tres tablas ordenadas en sentido estric-
tamente ascendente; escribid un programa que cuente los elementos comunes.

7.44 [294] (Febrero, 96) Probad la corrección del programa

x, y :∈ Z;
{x, y > 0}
∗[[ x < y → x, y := y, x

x > y → x := x− y ]]
{x, y > 0 ∧ x = y}

7.45 [294] (Setiembre, 95) Sea a[0..n − 1] una tabla creciente de enteros verificando la
precondición:

P
.
= n > 1 ∧ a[0..n− 1]↑ ∧ a(n− 1) = 200

Escribid un programa para localizar el menor número par de la tabla.
AYUDA.- Sea P el conjunto de enteros pares. Escribamos la precondición en la forma

P ≡ a[0..n− 1] ⊆ Z ∧ a↑ ∧ a(n− 1) ∈ P ∧ n > 0.

y la poscondición en la forma R
.
= a(x) ∈ P ∧ (a[0..x− 1] ∩ P) = ∅ ∧ 0 ≤ x < n ∧ P ,

de donde R ⇒ a(x) es el menor par de a[0..n− 1].

7.46 [295] (Diciembre, 94) Dada una tabla de enteros a[0..n− 1], con al menos dos elemen-
tos distintos, escribid un programa para encontrad un elemento distinto de su mı́nimo.

7.47 [296] (Diciembre, 92) Sea a[0..n − 1] una tabla de n números enteros no necesaria-
mente ordenada; escribid un programa para encontrar el segundo menor elemento.
AYUDA.- Considere la poscondición

Q
.
= n ≥ 2 ∧ x = mı́n a[0..n− 1] ∧ y = mı́n(a[0..n− 1]− {x})

de la cual se puede obtener un invariante introduciendo una variable en lugar de n.

7.48 [297] (Enero, 96) Sea a[0..n − 1] una tabla de números enteros. Escribid un programa
EFICIENTE para la poscondición R

.
= q = algún elemento de la tabla es 6.

7.49 [297] (Diciembre, 00) Sea n > 0, A[0..n − 1] una tabla de números enteros no de-
creciente, B(p, q)

.
= {i | p ≤ i < q, A[i] = 6}, y supongamos el predicado R

.
= k =

Card B(0, n). Deducid un programa correcto para la poscondición R. AYUDA.- Se trata
de un problema de conteo, por lo que podemos utilizar la técnica añadir a la variable que
cuenta parte del problema vista en la Sección 7.3.

7.50 [298] (Febrero, 92) Sean a[0..m−1] y b[0..n−1] dos tablas de números enteros, siendo la
tabla a estrictamente decreciente y la tabla b estrictamente creciente; sea el predicado

P
.
= ∃p, q : 0 ≤ p < m, 0 ≤ q < n : a[p] = b[q]

Escribid un programa S tal que {P}S{x es el mayor entero común a las tablas a y b}.
7.51 [298] (Diciembre, 96) Sea a[0..n − 1] una tabla de valores sobre un conjunto donde

hay definida una igualdad; escribid un programa para comprobar si existen objetos
diferentes en la tabla; por ejemplo, el programa devolverá en una variable q el test:
existen dos elementos de la tabla que son distintos.

7.52 [299] (Julio, 94) Sea a[0..n− 1] una tabla creciente de enteros verificando la precondi-
ción: P

.
= n > 1 ∧ a[0..n−1]↑ ∧ a(0) = 2. Escribid un programa para la poscondición

R
.
= i es el mayor número par de la tabla.



Capı́tulo 8

Continuidad, Puntos Fijos y Semántica de
Bucles

8.0. La propiedad de continuidad

En un retı́culo completo D (Definición 2.0, página 27), una función f : D →
D se dice continua si lo es por cadenas; es decir, si para toda cadena xn ↑ (su-
cesión no decreciente) se tiene: f(sup{xn}) = sup{f(xn)} (véase Teorema 2.11,
página 28). Consideraremos el retı́culo completo P de los predicados sobre un
espacio de estados, con la relación de orden P ≤ Q

.= [P ⇒ Q]. En ese caso,
una sucesión {Ck} es una cadena si

∀i : i ≥ 0 : [Ci ⇒ Ci+1] (Cn ↑)
Entonces, la continuidad y la ∨–continuidad coinciden ya que el supremo de
una colección de predicados {Ck} es la disyunción (∃k : k ≥ 0 : Ck).

DEFINICIÓN 8.0 Un transformador de predicados S se dice continuo si para toda
cadena Cn ↑ se verifica

[S.(∃k : k ≥ 0 : Ck) ≡ ∃k : k ≥ 0 : S.Ck] (cont)

En este capı́tulo veremos que la continuidad de los transformadores de las
sentencias de un lenguaje tiene numerosas aplicaciones teóricas y prácticas.

TEOREMA 8.1 El lenguaje de Dijkstra D es continuo.

Demostración.– Probaremos la propiedad (cont) de la Definición 8.0 por induc-
ción estructural sobre la sentencia S. Si recordamos la Sección 4.3 (página 67)
y el Teorema 1.22 (página 22), sabemos que para demostrar que D es continuo
basta demostrar que lo son las sentencias básicas y que los constructores del
lenguaje conservan la continuidad. Probaremos en primer lugar (cont) para las
sentencias básicas (nada, aborta, x := E); tenemos, ptle

x := E.(∃i : i ≥ 0 : Pi)
definición sustitución≡ ∃i : i ≥ 0 : x := E.Pi

nada.(∃i : i ≥ 0 : Pi)
= ∵ definición de nada
∃i : i ≥ 0 : Pi

= ∵ definición de nada
∃i : i ≥ 0 : nada.Pi

aborta.(∃i : i ≥ 0 : Pi)
= ∵ definición de aborta

F
= ∵ CP
∃i : i ≥ 0 : F

= ∵ definición de aborta
∃i : i ≥ 0 : aborta.Pi

159
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— COMPOSICIÓN.- Sean ahora A y B continuos, B monótono, y Pn ↑; veamos
que la composición conserva la continuidad, viendo ptle

A; B.(∃i : i ≥ 0 : Pi)
= ∵ definición composición

A.B.(∃i : i ≥ 0 : Pi)
= ∵ Pi ↑, B es continuo

A.(∃i : i ≥ 0 : B.Pi)
= ∵ A continuo, B monótono, y por ello B.Pi ↑
∃i : i ≥ 0 : A.B.Pi

= ∵ definición composición
∃i : i ≥ 0 : A;B.Pi

— SELECTIVA.- Sea SI == [[ j : 1 ≤ j ≤ n : bj → Sj ]] donde cada Sj es
sana y continua. Razonamos en la forma siguiente. Si n = 1 trivialmente SI es
continua ya que

[[ b → S ]] .X = b ∧ S.X

y [[ b → S ]] es continua de serlo S; para n ≥ 2, sabemos — por Teorema 4.24:
pág. 65 — que SI se puede escribir como una selección con dos guardas; por
consiguiente bastará demostrar la conservación de la continuidad en el caso de
dos guardas y proceder después por inducción sobre el número de guardas.
Sean ahora f y g dos transformadores continuos y monótonos; entonces, para
cada cadena Pk ↑,

f.(∃i : i ≥ 0 : Pi) ∧ g.(∃j : j ≥ 0 : Pj)
= ∵ f y g continuas

(∃i : i ≥ 0 : f.Pi) ∧ (∃j : j ≥ 0 : g.Pj)
= ∵ cálculo
∃i : i ≥ 0 : f.Pi ∧ (∃j : 0 ≤ j ≤ i : g.Pj)∨∃j : j ≥ 0 : g.Pj ∧ (∃i : 0 ≤ i ≤ j : f.Pi)

= ∵ Pj creciente, f y g monótonas
∃i : i ≥ 0 : f.Pi ∧ g.Pi

y el transformador (f ∧ g).X .= f.X ∧ g.X es continuo. Por otro lado es fácil
ver que el transformador f.X

.= (b ⇒ S.X) es continuo y monótono cuando
lo sea S; veamos por ejemplo la monotonı́a

[f.X ⇒ f.Y ]
= ∵ definición

[(b ⇒ S.X) ⇒ (b ⇒ S.Y )]
⇐ ∵ CP

[S.X ⇒ S.Y ]

De ello se concluye que el transformador [[ b → S c → T ]] es continuo cuando
S y T sean continuos y monótonos, ya que, ptle

[b → S c → T ]] .X
= ∵ para f.X := b ⇒ S.X , y para g.X := c ⇒ T.X

(b ∨ c) ∧ (f ∧ g).X

Para probar que la construcción bucle conserva la continuidad, basta verlo
para una guarda, ya que todo bucle se rescribe como un bucle con una guarda
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y cuerpo una selecctiva (Teorema 6.10:pág. 92), y la construcción selectiva con-
serva la continuidad. Sea pues el bucleR .= ∗ [[ b → S ]] , donde S es monótona
y continua. Veamos en primer lugar que la continuidad de R es consecuencia
de la continuidad de los predicados asociados Hk; en efecto:

[R.(∃i : i ≥ 0 : Pi) ≡ (∃i : i ≥ 0 : R.Pi) ]
= ∵ semántica de R

[ (∃k : k ≥ 0 : Hk.(∃i : i ≥ 0 : Pi)) ≡ (∃i : i ≥ 0 : ∃k : k ≥ 0 : Hk.Pi) ]
= ∵ cada Hk es continuo

[ (∃k : k ≥ 0 : ∃i : i ≥ 0 : Hk.Pi) ≡ (∃i : i ≥ 0 : ∃k : k ≥ 0 : Hk.Pi) ]
= ∵ intercambio de cuantificadores

Cierto

Para probar la continuidad de los transformadores Hk probaremos, por in-
ducción sobre k, que cada Hk es continuo:

∀k : k ≥ 0 : [Hk.(∃i : i ≥ 0 : Pi) ≡ (∃i : i ≥ 0 : Hk.Pi)]

El caso base (k = 0) es consecuencia inmediata de la distributividad; el paso
inductivo es consecuencia de ser Hk+1 composición de operaciones continuas

Hk+1.X = H0.X ∨ [[ b → S ]] .Hk.X

Es decir, el transformador dado por el miembro derecho de la ecuación anterior
es continuo si lo son H0, Hk y S. TEOREMA

EJEMPLO 8.2 (Un transformador no continuo: desastre) Estudiado en Ejem-
plo 3.8:45; definido como [ desastre.X

.= [X] ] no es continuo; en efecto,

desastre.(∃i : i ≥ 0 : x ≤ i)
=

[∃i : i ≥ 0 : x ≤ i]
= ∵ x natural

Cierto

∃i : i ≥ 0 : desastre.(x ≤ i)
= ∃i : i ≥ 0 : [x ≤ i]
= ∵ ya que x puede ser i + 1

Falso

y en consecuencia desastre no es continuo. Obsérvese que la incorporación de
tal sentencia asignarı́a a x un valor indeterminismo no acotado. EJEMPLO

8.1. Consecuencias de la propiedad de continuidad

Primera consecuencia: Implementación recursiva de los bucles

TEOREMA 8.3 Sea R el bucle ∗[[ b → S ]] , entonces [ b ∧ R.X ≡ b ∧ S;R.X ].

NOTA 8.4 Para un bucle genérico ∗[[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Si ]] aplicamos el Teorema
6.10:92 y el Teorema 8.3 para obtener [ OB ∧ R.X ≡ OB ∧ S;R.X ].

Demostración.– Tenemos, ptle

b ∧ S;R.X
= ∵ semántica de ; y de R

b ∧ S.(∃k : k ≥ 0 : Hk.X)
= ∵ S continua, y {Hk.X} es una cadena

b ∧ ∃k : k ≥ 0 : S.Hk.X
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= ∵ distributividad
∃k : k ≥ 0 : b ∧ S.Hk.X

= ∵ [b ∧ H0.X = F ]
∃k : k ≥ 0 : b ∧ (H0.X ∨ b ∧ S.Hk.X)

= ∵ definición de Hk

∃k : k ≥ 0 : b ∧ Hk+1.X
= ∵ [b ∧ H0.X = F ]
∃k : k ≥ 0 : b ∧ Hk.X

= ∵ semántica de R y distributiva
b ∧ R.X TEOREMA

El teorema anterior tiene la siguiente interpretación interesante:

EN EL ENTORNO DE ALGUNA GUARDA LA EJECUCIÓN DE UN BUCLE
EQUIVALE A LA EJECUCIÓN DEL CUERPO SEGUIDA DEL BUCLE.

que permite implementar los bucles vı́a la recursión ya que,

COROLARIO 8.5 Todo bucle verifica su ecuación recursiva:

R = [[ b → S;R ¬b → nada ]] (∗)

Demostración.–

[[ b → S;R ¬b → nada ]] .X
= ∵ semántica selección binaria

b ∧ S;R.X ∨ ¬b ∧ X
= ∵ Teorema 8.3

b ∧ R.X ∨ ¬b ∧ X
= ∵ [R.X ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ . . . ] y por absorción

b ∧ R.X ∨ ¬b ∧ R.X
= R.X COROLARIO

2a consecuencia: Equivalencia entre indeterminismo acotado y continuidad

EJEMPLO 8.6 (La sentencia Azarx) Esta asigna a la variable x un número na-
tural arbitrario. Tal sentencia puede definirse con el transformador:

Azarx.Z
.= ∀k : k ∈ N : x := k.Z

y puede describirse con la selectiva no acotada [[ : i ≥ 0 : C → x := i ]] , y
también puede ser caracterizada por las siguientes propiedades,

(a) [Azarx.(x ∈ N) ]

(b) ∀k : k ≥ 0 : [ Azarx.(0 ≤ x ≤ k) ≡ Falso ]

De (a) se desprende que la sentencia termina siempre, y asignando a x un
número natural; la condición (b) expresa que el valor final de x no está acotado
por ningún valor prefijado, y por tanto la sentencia presenta indeterminismo
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no acotado (unbounded nondeterminacy). Veamos que las dos condiciones (a) y
(b) son incompatibles con la continuidad:

Cierto
= ∵ (a)

Azarx.(x ∈ N)
=

Azarx.(∃k : k ≥ 0 : x ∈ N ∧ 0 ≤ x ≤ k)
= ∵ Azarx es continua, 0 ≤ x ≤ k es una cadena
∃k : k ≥ 0 : Azarx.(x ∈ N ∧ 0 ≤ x ≤ k)

= ∵ (b)
∃k : k ≥ 0 : Falso

=
Falso EJEMPLO

Por tanto concluimos que la continuidad implica el indeterminismo acota-
do (esta conclusión aparece ampliamente discutida en [Dijkstra, 1976], páginas
76–78 y 204–207). Sorprendentemente, como muestra [Dijkstra, 1982]:358–359,
el indeterminismo acotado es equivalente a la continuidad. El argumento de
Dijkstra está basado en la siguiente propiedad

A PARTIR DE UN PROGRAMA NO CONTINUO PODEMOS CONSTRUIR
UN PROGRAMA CON INDETERMINISMO NO ACOTADO.

Para probarlo, sea S un programa no continuo; entonces existe una sucesión
{Ck} ↑ de predicados tal que el siguiente predicado I no es idénticamente falso

I
.= ∵
∃k : k ≥ 0 : S.Ck 6≡ S.(∃k : k ≥ 0 : Ck)

= ∵ denominamos M y N los predicados de la desigualdad
M 6≡ N

= ∵ definición
¬(M ⇒ N ∧ N ⇒ M)

= ∵ por ser S monótona, M ⇒ N
N ∧ ¬M

=
S.(∃k : k ≥ 0 : Ck) ∧ ¬(∃k : k ≥ 0 : S.Ck) (∗)

Sea ι un estado verificando I y sea el programa

S′ .= S;x := mı́n{k : k ≥ 0 ∧ Ck}
que puede implementarse en la forma S; k := 0; ∗[[¬Ck → k := k + 1 ]] . Si
S′ fuera indeterminista acotado, para cierto K tendrı́amos {I}S′{x ≤ K}, de
donde, por (∗)

{I}S{∃k : k ≥ 0 : Ck};x := mı́n{k : k ≥ 0 ∧ Ck}{x ≥ 0}
y por ser {Ck} creciente, partiendo del estado ι, S termina verificando CK , que
es incompatible con el segundo miembro de la conjunción (∗); de aquı́ que el
indeterminismo es acotado.

De todo ello se deduce que la inclusión de una sentencia indeterminista no
acotada (tal como Azarx) conlleva la no-continuidad, y viceversa. Es decir,

TEOREMA 8.7 En el lenguaje de Dijkstra, la continuidad equivale a que todo pro-
grama proporciona indeterminismo acotado.
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8.2. Semántica de los bucles vı́a puntos fijos

Una consecuencia importante de la propiedad de continuidad (Teorema
8.3) es que todo bucle R .= ∗ [[ b → S ]] verifica su ecuación recursiva

R = [[¬b → nada b → S;R ]] (∗)

Dicho de otro modo, R.X es solución de la ecuación en Y

Y : [ Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y ] (∗∗)

La ecuación (∗∗) se llama la ecuación caracterı́stica de R.X . Recordemos que la
ecuación (∗) permite dar una posible implementación de los bucles. Sin em-
bargo, tal ecuación no puede servir como definición semántica de los bucles ya
que puede tener varias soluciones, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 8.8 La sentencia nada verifica la ecuación en Υ

Υ : Υ = [[¬b → nada b → nada; Υ ]] (∗′)

ya que, para cada X , nada.X es solución de la ecuación en Y

Y : [ Y = ¬b ∧ X ∨ b ∧ nada.Y ] (∗∗′)

Pero también es solución de (∗∗′) el valor ∗[[ b → nada ]] .X , que equivale a
¬b ∧ X . Luego la ecuación (∗′) tiene al menos dos soluciones: nada y el bucle
∗[[ b → nada ]] . Es fácil ver que cualquier solución de (∗∗′) no es menor que
¬b ∧ X

[ Y ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ nada.Y ]
= ∵ regla de oro

[ ¬b ∧ X ⇒ Y ]

y por tanto ∗[[ b → nada ]] es la menor solución de (∗′). De la misma forma, para
la ecuación

R = [[Falso → nada Cierto → S;R ]] (∗′′)
la menor solución es ∗[[Cierto → S ]] , que equivale a aborta. Por tanto, parece
lógico pensar que es la condición de minimalidad junto a la ecuación (∗) lo que
caracteriza la semántica de los bucles, como veremos en este capı́tulo. EJEMPLO

8.9 Encontrad una sentencia S tal que la ecuación (∗) tenga varias soluciones.

Existencia de soluciones extremas Si quisiéramos definir la semántica del
bucle como la solución mı́nima debemos antes asegurar la existencia de tales
soluciones extremas. Sea entonces f : P → P un transformador de predicados;
denotemos con µY : f.Y la solución más fuerte de

Y : [Y = f.Y ]

Es decir, el mı́nimo punto fijo de f . El teorema de Tarski-Knaster (véase Teore-
ma 2.13:29) asegura la existencia de tal solución y la caracteriza:
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TEOREMA 8.10 (Tarski–Knaster, 1955) Sea f : D → D una función monótona y
D un retı́culo completo; entonces:

(i) existe µY : f.Y .
(ii) Si f.Z ≤ Z entonces (µY : f.Y ) ≤ Z.

OBSERVACIÓN.– (ii) caracteriza al mı́nimo punto fijo ya que si Y1 es un punto
fijo, satisface Y1 ≤ f.Y1, y por (ii), (µY : f.Y ) ≤ Y1. OBS

Olvidemos provisionalmente la definición de semántica de los bucles vista
hasta el momento y demos una nueva definición; al final del capı́tulo vere-
mos que coinciden (Teorema 8.23). Queremos caracterizar el valor R.X como
el mı́nimo punto fijo del transformador de predicados

Y 7−→ g.X.Y ( .= ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y )

La existencia del menor punto fijo viene asegurada por el teorema de Tarski-
Knaster (o T–K para simplificar). Por ello es suficiente demostrar que el trans-
formador de predicados g.X.Y es monótono en Y . Es más, es conjuntivo en
ambas variables:

∀P, Q,M,N :: [g.P.M ∧ g.Q.N ≡ g.(P ∧ Q).(M ∧ N)]

siempre que S sea conjuntivo, lo cual ocurre si S es sano. En particular, g.X es
monótono por ser conjuntivo.

DEFINICIÓN 8.11 (Semántica del bucle en términos de puntos fijos)
Sea el bucle R .= ∗ [[ b → S ]] , con S sano; se define su semántica como

[R.X
.= µY : ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y ]

Para un bucle con varias guardas ∗SI , siendo SI una selectiva genérica
(con varias guardas), definimos su semántica como la semántica del bucle con
una sola guarda ∗[[ OB → SI ]] . Por consiguiente, se seguirá satisfaciendo la
equivalencia ∗SI = ∗[[ OB → SI ]] .

NOTA 8.12 De la Definición 8.11 anterior deducimos que

SI ¬b ∧ X ES SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN (∗∗), ENTONCES TAMBIÉN ES LA
MENOR SOLUCIÓN, Y POR TANTO [R.X ≡ ¬b ∧ X].

Este es el caso del Ejemplo 8.8, y del siguiente.

EJEMPLO 8.13 Sea el bucle estudiado en el Ejemplo 6.8

R .= ∗ [[ b → x := x + 1 b → b := Falso ]]

para el que queremos probar [ R.X ≡ ¬b ∧ X ]. Según la Nota 8.12 bastará de-
mostrar que ¬b ∧ X es solución de la ecuación (∗∗). En efecto.

¬b ∧ X ∨ b ∧ [[ b → x := x + 1 b → b := Falso ]] .(¬b ∧ X)
= ∵ semántica selección
¬b ∧ X ∨ b ∧ (b ⇒ x := x + 1.(¬b ∧ X)) ∧ (b ⇒ b := Falso.(¬b ∧ X))

= ∵ CP
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¬b ∧ X ∨ b ∧ x := x + 1.(¬b ∧ X) ∧ b := Falso.(¬b ∧ X)
= ∵ def. sustitución
¬b ∧ X ∨ b ∧ ¬b ∧ . . .

= ∵ CP
¬b ∧ X

Observe el lector que no hemos utilizado la segunda guarda ni la segun-
da sentencia guardada. Por consiguiente, el bucle ∗[[ b → x := x + 1 . . . ]]
será equivalente a la sentencia [[¬b → nada ]] , siempre que la disyunción de las
guardas sea b. EJEMPLO

8.14 [300] Sea el bucle R .
= ∗ [[ b → S ]] , donde [S.¬b ≡ Falso]. Probad utilizando la

Definición 8.11, que [R.X ≡ ¬b ∧ X] ¿Qué interpretación tiene?

8.15 [300] (Febrero, 96) Sea el bucle R .
= ∗ [[ b → nada ]] ¿Cuándo se da {b}R{Cierto}?

¿Qué interpretación tiene?

8.3. Salubridad de los bucles, determinismo y teo-
rema de invariantes en términos de puntos fijos

Los resultados aquı́ descritos están formulados para bucles con una sola
guarda; para varias guardas recordemos la equivalencia ∗SI = ∗[[OB → SI ]] .

Para que el lenguaje obtenido con la Definición 8.11 sea sano hemos de pro-
bar que si S es estricto (LME) y conjuntivo, entoncesR es estricto y conjuntivo.
La LME es fácil ya que por ser S estricto, F = b ∧ S.F , luego F es el menor
punto fijo de g.F . La conjuntividad de R.X será consecuencia del siguiente
lema extraı́do de [Morris, 1990]:90.

LEMA 8.16 Sea g un transformador conjuntivo en sus dos argumentos, por lo que
está determinado el transformador h.X

.= µY : g.X.Y . Se verifican,

(i) h es conjuntivo.

(ii) Si g es disyuntivo, entonces h es disyuntivo.

En particular, tomando g.X.Y
.= ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y , siendo S sano, y tomando el

bucle R .= ∗ [[ b → S ]] ,

(iii) R es sano.

(iv) Si S es disyuntivo (determinista), entonces R es disyuntivo.

Demostración.– Por Lema 1.9:15, basta probar [h.(P ∧
∨Q) ≡ h.P ∧

∨ h.Q] por do-
ble implicación, donde ∧

∨ puede ser la conjunción (∧) o la disyunción (∨). La
implicación ⇒ la hacemos en forma simultánea:

[h.(P ∧
∨Q) ⇒ h.P ∧

∨ h.Q]
=

[µY : g.(P ∧
∨Q).Y ⇒ h.P ∧

∨ h.Q]
⇐ ∵ Teorema 8.10(ii)

[g.(P ∧
∨Q).(h.P ∧

∨ h.Q) ⇒ h.P ∧
∨ h.Q]

= ∵ g es conjuntivo/disyuntivo
[g.P.(h.P ) ∧∨ g.Q.(h.Q) ⇒ h.P ∧

∨ h.Q]
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= ∵ h.P y h.Q son puntos fijos
[h.P ∧

∨ h.Q ⇒ h.P ∧
∨ h.Q]

=
Cierto

La prueba anterior, ası́ como las siguientes, son válidas por una colección
arbitraria de predicados P ∧

∨Q ∧
∨ . . . . Ahora terminamos de probar (i).

[h.P ∧ h.Q ⇒ h.(P ∧ Q)]
= ∵ regla de intercambio

[h.P ⇒ ¬h.Q ∨ h.(P ∧ Q)]
⇐ ∵ Teorema 8.10(ii), (µY : g.P.Y ) .= h.P

[g.P.(¬h.Q ∨ h.(P ∧ Q)) ⇒ ¬h.Q ∨ h.(P ∧ Q)]
= ∵ regla de intercambio

[h.Q ∧ g.P.(¬h.Q ∨ h.(P ∧ Q)) ⇒ h.(P ∧ Q)]
= ∵ h.Q es punto fijo

[g.Q.(h.Q) ∧ g.P.(¬h.Q ∨ h.(P ∧ Q)) ⇒ h.(P ∧ Q)]
= ∵ g es conjuntiva

[g.(P ∧ Q).(h.Q ∧ h.(P ∧ Q)) ⇒ h.(P ∧ Q)]
= ∵ h.(P ∧ Q) es punto fijo

[g.(P ∧ Q).(h.Q ∧ h.(P ∧ Q)) ⇒ g.(P ∧ Q).h.(P ∧ Q)]
= ∵ g es monótona en segundo argumento por ser conjuntiva

Cierto

Por ser h conjuntivo, también es monótono, y la implicación

[h.(P ∨ Q ∨ . . . ) ⇐ h.P ∨ h.Q . . . ]

es trivial. Esto prueba (ii). La prueba de (iv) sigue de (ii) teniendo en cuenta
que el transformador ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y en disyuntivo en X e Y . Demos final-
mente, otra demostración directa de (iv). Por ser R.(X ∨ X ′ ∨ . . . ) la menor
solución de la ecuación:

Y : [ Y = ¬b ∧ (X ∨ X ′ ∨ . . . ) ∨ b ∧ S.Y ]

basta probar que R.X ∨ R.X ′ ∨ . . . verifica la ecuación anterior:

R.X ∨ R.X ′ ∨ . . .
= ∵ semántica de bucles según p.f.
¬b ∧ X ∨ b ∧ S.R.X ∨ ¬b ∧ X ′ ∨ b ∧ S.R.X ′ ∨ . . .

= ∵ S determinista, cálculo de predicados
¬b ∧ (X ∨ X ′ ∨ . . . ) ∨ b ∧ S.(R.X ∨ R.X ′ ∨ . . . ) LEMA

Luego hemos caracterizado el bucle en términos de puntos fijos y hemos
justificado que coincide con la semántica operacional.

Veamos para finalizar algunas conclusiones que se deducen fácilmente de la
semántica según puntos fijos, algunas de las cuales las hemos demostrado ya
anteriormente utilizando la semántica tradicional (inductiva). Las demostra-
mos nuevamente para que el lector compruebe la elegancia de las demostra-
ciones. Los enunciamos para una sola guarda ya que se verifica la equivalencia
∗SI = ∗[[OB → SI ]] .

TEOREMA 8.17 Sea R .= ∗ [[ b → S ]] . Se verifican
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(i) [R.X ≡ R.(X ∧ ¬b)].
(ii) [Q ⇒ ¬b] ⇒ [Q ∧ R.X = Q ∧ X].

(iii) Sea otro bucle R′ .= ∗ [[ b′ → S′ ]] ; entonces[b′ ⇒ b] ⇒ [R;R′ = R].

NOTA 8.18 (i) afirma que al terminar el bucle la guarda es falsa; (ii) dice que si en el
entorno Q la guarda es falsa, R equivale a la sentencia nada; (iii) tiene una interpre-
tación operacional simple: puesto que al terminar R la guarda es falsa, será también
falsa la guarda de R′ al comenzar éste, y por tanto R′ no ejecutará su cuerpo.

Demostración.– (i).– Tenemos que g.X = g.(¬b ∧ X), luego tienen los mismos
puntos fijos.

(ii).– si [Q ⇒ ¬b] entonces,
[Q ∧ b ≡ F ], y [Q ∧ ¬b ≡ Q],

luego, ptle:

Q ∧ R.X
= ∵R.X es punto fijo

Q ∧ (¬b ∧ X ∨ b ∧ S.R.X)
= ∵ CP : [Q ⇒ ¬b]

Q ∧ X

(iii).–
R;R′.X

= ∵ semántica composición
R.(R′.X)

= ∵ por (i)
R.(¬b ∧ R′.X)

= ∵ (ii) con R, Q == R′,¬b
R.(¬b ∧ X)

= ∵ por (i)
R.X

TEOREMA

Los siguientes ejemplos ilustran de nuevo cómo usar la técnica de los pun-
tos fijos para mostrar la equivalencia semántica de bucles.

EJEMPLO 8.19 En Teorema 6.14 vimos que los bucles R .= ∗ [[ b → S ]] y
R′ .= ∗ [[ b → T ]] tienen el mismo comportamiento si los cuerpos son equiva-
lentes en el entorno de la guarda

∀X :: [ b ∧ S.X ≡ b ∧ T.X ] (∗)

Veamos una demostración de esto último en términos de puntos fijos (en la
solución del Ejercicio 8.20 aparece otra demostración alternativa en el caso en
que S y T sean equivalentes en el entorno de un predicado invariante):

∗[[ b → S ]] .X
= ∵ semántica (mı́nimo punto fijo)

µY :: ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y
= ∵ (*)

µY :: ¬b ∧ X ∨ b ∧ T.Y
= ∵ semántica (mı́nimo punto fijo)
∗[[ b → T ]] .X EJEMPLO

8.20 [300] (Febrero, 93) Resuelva el Ejercicio 6.16 utilizando puntos fijos. AYUDA.- en el
Ejemplo 8.19 se prueba que los bucles tienen el mismo comportamiento si ∀X ::
[b ∧ S.X ≡ b ∧ T.X], pero en el presente ejercicio se prueba que tienen el mismo
comportamiento en presencia del invariante P ; el lector deberá observar la diferencia
importante entre los dos conceptos.

TEOREMA 8.21 (Teorema de Invariantes) Para todo bucle R .= ∗ [[ b → S ]] ,

[P ∧ b ⇒ S.P ] ⇒ [P ∧ R.C ⇒ R.P ]
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Demostración.– Adaptamos una prueba de [van Gasteren, 1990]:

[ P ∧ R.C ⇒ R.P ]
= ∵ regla de intercambio

[R.C ⇒ ¬P ∨ R.P ]
⇐ ∵ Teorema 8.10(ii), R.C = µY : f.Y

[ ¬b ∨ b ∧ S.(¬P ∨ R.P ) ⇒ ¬P ∨ R.P ]
= ∵ regla de intercambio

[ ¬b ∧ P ∨ b ∧ P ∧ S.(¬P ∨ R.P ) ⇒ R.P ]
= ∵ cálculo

[ ¬b ∧ P ⇒ R.P ]∧
[ b ∧ P ∧ S.(¬P ∨ R.P ) ⇒ R.P ]

⇐ ∵ [R.P = ¬b ∧ P ∨ b ∧ S.R.P ], [ P ∧ b ⇒ S.P ], transitividad de ⇒
Cierto∧
[ b ∧ S.P ∧ S.(¬P ∨ R.P ) ⇒ R.P ]

= ∵ conjuntividad de S
[ b ∧ S.(P ∧ R.P ) ⇒ R.P ]

⇐ ∵ monotonı́a de S, transitividad de ⇒
[ b ∧ S.R.P ⇒ R.P ]

= ∵ [R.P = ¬b ∧ P ∨ b ∧ S.R.P ]
Cierto TEOREMA

Continuidad de la construcción bucle Con la nueva semántica de bucles,
nuestro lenguaje sigue siendo continuo. Para probarlo bastará razonar por in-
ducción sobre las sentencias del lenguaje, y probar además que los bucles in-
troducidos con la Definición 8.11 siguen conservando la continuidad.

LEMA 8.22 Si S es continuo, entonces también lo es R( .= ∗ [[ b → S ]] ).

Demostración.– Sea una cadena de predicados Ck. Hay que probar, ptle

R.(∃k : k ≥ 0 : Ck) ≡ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck

La implicación ⇐ es consecuencia de la monotonı́a. Veamos ⇒:

[R.(∃k : k ≥ 0 : Ck) ⇒ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck ]
⇐ ∵ Teorema 8.10(ii)

[ ¬b ∧ (∃k : k ≥ 0 : R.Ck) ∨ b ∧ S.(∃k : k ≥ 0 : R.Ck) ⇒ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck ]
= ∵ S es continuo

[ ¬b ∧ (∃k : k ≥ 0 : R.Ck) ∨ b ∧ (∃k : k ≥ 0 : S.R.Ck) ⇒ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck ]
= ∵ distrib., y conmutativa

[ ∃k : k ≥ 0 : ¬b ∧ R.Ck ∨ b ∧ S.R.Ck ⇒ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck ]
= ∵R.Ck es un punto fijo

[ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck ⇒ ∃k : k ≥ 0 : R.Ck ]
= ∵ CP

Cierto TEOREMA

TEOREMA 8.23 (Equivalencia entre las dos semánticas) La semántica de los
bucles en términos inductivos dada por la Definición 6.2 coincide con la semántica en
términos de puntos fijos de la Definición 8.11.
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Demostración.– Tendremos que probar, ptle

µY : g.X.Y ≡ ∃n : n ≥ 0 : Hn.X

Ya que S es continuo, por el Lema 8.22, el transformador g.X es continuo, y
por el teorema de Kleene (Teorema 2.14):

µY : g.X.Y ≡ ∃n : n ≥ 0 : (g.X)n.F

ya que Falso es el ı́nfimo en el retı́culo P , y siendo

(g.X)0.F = F (g.X)n+1.Z = (g.X)n.((g.X).Z)

Demostremos por inducción que [(g.X)n+1.F ≡ Hn.X]; para n = 0 es trivial;
por otro lado, ptle, Hn.X

= ∵ definición y semántica de la selectiva
¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Hn−1.X

= ∵ definición de g.X
g.X.(Hn−1.X)

= ∵ hipótesis de inducción
g.X.((g.X)n.X)

= ∵ definición
(g.X)n+1.X TEOREMA

Ejercicios
8.24 [301] Probad la igualdad ∗[[ b → nada ]] = ∗[[ b → aborta ]] .

8.25 [301] Utilizando la semántica según puntos fijos, probar S = aborta, siendo

R .
= ∗[[ b → x := x + 1 b → b := Falso ]]

S .
= b := Cierto;R

8.26 [301] Sea el operador infijo ′∗′ definido en la forma b ∗ S
.
= ∗ [[ b → S ]] . Probad o

refutad las siguientes propiedades:

(a) (b ∨ c) ∗ S = b ∗ S; c ∗ (S; b ∗ S)
(b) (b ∧ c) ∗ S; b ∗ S = b ∗ S

8.27 [301] Sea el bucle R .
= ∗ [[ q → nada q → q := ¬q ]]

(A) Demostrad [R.C ≡ ¬q] utilizando puntos fijos.

(B) Demostrad [R.C ≡ ¬q] utilizando la semántica inductiva.

(C) Utilizando lo anterior probad R = [[¬q → nada ]] .

8.28 Probad las siguientes equivalencias utilizando puntos fijos y semántica inductiva:

∗[[ Cierto → S ]] = aborta
∗[[ b → S ¬b → T ]] = aborta

8.29 [301] Sea R .
= ∗ [[ b → S ]] un bucle arbitrario. Probad [R.C ⇒ R.¬b] utilizando la

semántica inductiva y la semántica según puntos fijos.
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8.30 [302] Probad e interpretad, utilizando la semántica en términos de puntos fijos

[A ⇒ R.C] ⇒ [S.A ⇒ R.C]

8.31 [302] (Marzo, 94) Probad que los bucles ∗[[ b → S ]] verifican la ecuación

X = [[¬b → nada b → S;X ]] (∗)

pero que tal ecuación no sirve como definición semántica de los bucles. AYUDA.- en-
contrad sentencias tales que la ecuación (∗) tenga varias soluciones.

8.32 [302] (Marzo, 94) Sea el bucle R .
= ∗ [[ b → S ]] . La siguiente es una prueba de

{b}S{¬b} ⇒ [R.C]. Completad los comentarios que faltan

{b}S{¬b}
= ∵

[b ⇒ S.¬b]
⇒ ∵

[b ⇒ S.R.C]
= ∵

[b ∧ S.R.C ≡ b]
⇒ ∵

[R.C ≡ ¬b ∨ b]
= ∵

[R.C]

8.33 [302] (Julio, 94) Probad [R.C ≡ x ≤ 1] utilizando puntos fijos, donde

R .
= ∗ [[ x > 1 → x := x + 1 x > 2 → x := x− 4 ]]

¿Qué interpretación tiene? ¿Cambia el resultado si tomamos el bucle

R′ .
= ∗ [[ x > 1 → x := x + 1 x > 2 → S ]] ?

8.34 [303] (Diciembre, 94) Sea el bucle R .
= ∗ [[ b → S ]] .

(A) Probad, utilizando puntos fijos, ∀X :: [R.X ≡ R.(¬b ∧ X)].

(B) Utilizando (A), probad la igualdad R; [[ b → A ¬b → B ]] = R; B.

8.35 [303] (Enero, 95) Sean S y T dos sentencias deterministas, p y q dos predicados in-
compatibles (p ∧ q = Falso) y la sentencia R .

= ∗ [[ p → S q → T ]] .

(A) Probad que R es determinista, utilizando la semántica según puntos fijos.

(B) Probad que si [p ∨ q = Cierto], entonces R ≡ aborta.

(C) Calculad e interpretad el triple {C}R{C}.

8.36 [304] (Noviembre, 96) Sea el bucle R .
= ∗ [[ i 6= N → i := i + 1 ]] .

(A) ¿Cual es la ecuación en términos de puntos fijos para la semántica de R.C?

(B) Probad que i ≤ N es un punto fijo.

(C) Probad, por inducción, que para cualquier punto fijo Y1 se tiene

∀k : 0 ≤ k : [ N − k ≤ i ≤ N ⇒ Y1 ]

(D) Concluid que i ≤ N es el menor punto fijo, y por tanto [R.C ≡ i ≤ N ].

8.37 [304] (Setiembre, 02) Sea el bucle R .
= ∗ [[ b → S ]] .
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(A) Probad {b}S{¬b} ⇒ [R.C] utilizando la semántica en términos de puntos fijos.
AYUDA.- Usad [R.C ≡ R.(¬b)] y un esquema como el siguiente, ptle,

R.C

= ∵ [R.C ≡ R.(¬b)]

R.(¬b)

= ∵ semántica en términos de puntos fijos
¬b ∨ b ∧ S.R.(¬b)

= ∵
¬b ∨ b ∧ S.(¬b ∨ b ∧ S.R.(¬b))

⇐ ∵
¬b ∨ b ∧ S.¬b

= ∵
¬b ∨ b

= ∵
Cierto

(B) ¿Qué interpretación tiene la implicación anterior?

(C) Dad un contraejemplo para el cual la implicación recı́proca sea falsa.

8.38 (Diciembre, 99) Sea el bucle R .
= ∗ [[ x < N → x := x + 1 x < N → x := x + 2 ]] .

(A) Encontrar un contador del bucle.

(B) Utilizando tal contador, probad, [R.C ≡ C].

(C) Probad, utilizando puntos fijos, que [R.(x = N) ≡ (x = N)], y dad una interpre-
tación de esto último.

(D) Probad e interpretad que [R′.C ≡ x ≥ N ] si modificamos el bucle en la forma

R′ .
= ∗ [[ x < N → x := x + 1 x < N → x := x− 1 ]]

8.39 [305] (Diciembre, 00) Sea S el cuerpo del bucle

R .
= ∗[[ z 6= 0 → z := z + 1 z 6= 0 → z := z + 2 ]]

(A) Justificad (con una frase) que [(z = 0) ≡ R.C]

(B) Probad, y justificad que, para cualquier a, [S.(z = a) ≡ Falso].

(C) Demostrad que S es indeterminista. AYUDA.- Calculad S.(z = 2 ∨ z = 3).

(D) Escribid la ecuación que determina la semántica en TPF de R.C.

(E) Demostrad que z = 0 es el menor punto fijo de la ecuación del apartado (D).

(F) Calculad k para que se verifique el triplete {z = k}R{z = 0}.

8.40 [305] (Febrero, 01) Siendo x es una variable entera, sea el bucle

R .
= ∗[[ x > 0 → x := x− 1 x > 0 → x := x− 2 ]]

(A) Utilizando la semántica inductiva de los bucles, prueba que [C ≡ R.C].

(B) Usando el apartado A, prueba [C ≡ R.(x ≤ 0)].

(C) Utilizando PF prueba [x = 0 ≡ R.(x = 0)], ası́ como [x < 0 ≡ R.(x < 0)].

(D) Deduce de los apartados (B) y (C) que R es indeterminista.

8.41 [306] (Junio, 99) Sea la sentencia desastre definida en la forma [ desastre.X
.
= [X] ].
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(A) Estudiad bajo qué condiciones es indeterminista.

(B) Probad que si es indeterminista, tiene indeterminismo no acotado.

(C) Probad que el programa x := 8; ∗[[ x > 3 → desastre ]] nunca termina.

(D) Probad que el bucle ∗[[ x > 1 → x := x − 1; Azary y > 1 → y := y − 1 ]]
siempre termina.

(E) ¿Qué ocurre si cambiamos en el bucle anterior la sentencia Azary por la senten-
cia desastre?

8.42 (Enero, 95) Sea x una variable entera, y el bucle

R .
= ∗[[ x < 0 → x := −x

x > 1 → x := x− 1
x > 2 → x := x÷ 2 ]]

Utilizando la semántica vı́a PF probad el triplete {x 6= 0}R{x = 1}.

8.4. El Teorema de los Contadores Generalizados

Concepto de contador generalizado Estudiemos la terminación de

{m > 0 ∧ n > 0}
i, j := m− 1, n− 1;
∗[[ j 6= 0 → j := j − 1

j = 0 ∧ i 6= 0 → i, j := i− 1, n− 1 ]]

Se observa que el predicado I
.= n,m > 0 ∧ i, j ≥ 0 verifica {m > 0 ∧ n >

0} i, j := m− 1, n− 1 {I}, siendo invariante,

I ∧ j 6= 0⇒
n,m > 0 ∧ i ≥ 0 ∧ j > 0

=
j := j − 1.I

I ∧ (j = 0 ∧ i 6= 0)⇒
n,m > 0 ∧ i > 0

=
i, j := i− 1, n− 1.I

Veamos que los valores de las parejas (i, j) generados por el programa cons-
tituyen una sucesión decreciente para la relación de orden lexicográfica:

(a, b) < (c, d) sii a < c ∨ a = c ∧ b < d

En efecto: es fácil ver que I ∧ (i, j) = (a, b) ⇒ SI.(i, j) < (a, b) ya que

j := j − 1.(i, j) < (a, b)
=

(i, j − 1) < (a, b)
⇐ ∵ orden lexicográfico

(i, j) = (a, b)

i, j := i− 1, n− 1.(i, j) < (a, b)
=

(i− 1, n− 1) < (a, b)
⇐ ∵ orden lexicográfico

(i, j) = (a, b)

y por tanto el programa genera una sucesión estrictamente decreciente. Pero
en el conjunto C(= N2) cualquier sucesión decreciente es finita. Además, de ser

[ I ∧ OB ⇒ t ∈ C ]

concluimos que el bucle debe terminar ya que si OB se da indefinidamente se
obtendrı́a una sucesión estrictamente decreciente e infinita de elementos de C,
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lo que es imposible. Por el Teorema 1.23:23, un conjunto donde cada sucesión
estrictamente decreciente debe ser finita es bien construido (well-founded set).

Sea ahora t la función con origen el espacio de estados y destino el conjunto
parcialmente ordenado Z2 (t : ξ → Z2) definida en la forma t

.= (i, j). Diremos
que t es una estructura de tipo Z2. Entonces, hemos probado que para nuestro
programa se verifican las propiedades

(a′) [I ∧ OB ⇒ SI.I] — I es un invariante
(b′) [I ∧ OB ⇒ t ∈ C]
(c′) ∀t0 :: [I ∧ OB ∧ t = t0 ⇒ SI.t < t0]

Resumimos las tres condiciones anteriores diciendo que

t ES UN Z2–CONTADOR (O CONTADOR GENERALIZADO DE TIPO Z2)
ASOCIADO AL CONJUNTO BIEN CONSTRUIDO C Y RELATIVO AL IN-
VARIANTE I .

Compárese (b′)-(c′) con las condiciones del Teorema de los Contadores (Teore-
ma 6.38:105): un contador en sentido tradicional no es más que un Z–contador.
Por tanto, los contadores que estudiaremos en las secciones siguientes son una
generalización de los contadores enteros.

Parece justificado conjeturar que si un bucle admite un contador generali-
zado relativo al invariante I entonces se tiene [I ⇒ R.C]. En muchos casos es
posible construir un contador entero a partir de uno generalizado; por ejemplo,
para el programa anterior tenemos que t

.= in + j es un contador entero y
por el teorema de los contadores el bucle termina. En general esto no es posible
como veremos con algunos ejemplos en los que interviene el indeterminismo
no acotado.

El Teorema central de los bucles Un programa que termina a partir de cierto
estado ι se dice que termina fuertemente si existe una cota del tiempo de eje-
cución (función del estado inicial ι). La demostración de la terminación fuerte
de un bucle suele hacerse mediante el uso de contadores enteros ya que el va-
lor inicial de un contador da una cota del número de pasos del bucle. Por el
contrario, como veremos seguidamente, existen bucles que terminan pero no
fuertemente. Para ellos, en lugar de buscar contadores enteros vamos a demos-
trar un teorema para contadores generalizados.

TEOREMA 8.43 (Teorema Central de los bucles) Sea R .= ∗ [[ b → S ]] y sea
t un D-contador asociado al conjunto bien construido C y relativo al invariante I ; es
decir, t es una aplicación t : ξ → D y C ⊆ D verificando

(bc) C es un subconjunto bien construido,
(f) [I ∧ b ⇒ t ∈ C],
(id) ∀x : x ∈ C : [I ∧ b ∧ t = x ⇒ S.(I ∧ t < x)].

Entonces en el entorno de I el bucle termina verificando I ; es decir, [I ⇒ R.I].

NOTA 8.44 En la literatura existen numerosas demostraciones que podemos clasificar
en dos grupos, según utilicen el teorema de invariantes o no. Aquı́ veremos una prueba
que unifica las anteriores y resulta ser una adaptación de la demostración de Dijkstra,
Feijen y van Gasteren (1986).
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Demostración.– Consideremos que queremos probar el predicado más gene-
ral [I ⇒ Q], donde Q es un punto fijo [Q ≡ g.X.Q] de un transformador
monótono en su segundo argumento. En particular, por la semántica en térmi-
nos de puntos fijos de los bucles,R.X es el menor punto fijo del transformador
(en Y ),

g.X.Y
.= ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Y (∗)

Veamos qué condiciones debe cumplir g; tenemos

[I ⇒ Q]
= ∵ tercio excluido

[I ∧ t ∈ C ⇒ Q] (1)∧
[I ∧ t 6∈ C ⇒ Q] (2)

(2) es inmediata si tomamos I ≤ X para el caso particular (∗) con Q ≡ R.X ,

[I ∧ t 6∈ C ⇒ Q]
= ∵ Q ≡ ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.R.X

[I ∧ t 6∈ C ⇒ ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.Q]
⇐ ∵ regla de intercambio dos veces, transitividad

[I ∧ (b ∨ ¬X) ⇒ t ∈ C]
= ∵ para I ≤ X se cumple I ∧ b ≡ I ∧ (b ∨ ¬X)

(f)

Ahora vamos a utilizar la hipótesis ‘C es un conjunto bien construido’; recorde-
mos que por el Teorema 1.22:22, ello equivale a decir que es inductivo, es decir,
para cada predicado p, y ptle, se verifica:

∀x : x ∈ C : p.x
= ∵ Definición 1.21:22 (ci)
∀x : x ∈ C : (∀y : y ∈ C ∧ y < x : p.y) ⇒ p.x

Para utilizar (ci) en la demostración de (1) debemos introducir el cuantifi-
cador ∀x. Para ello utilizaremos la regla puntual vista como axioma del cuanti-
ficador ∀ en la Sección 1.4. Tomando A == ¬I ∨ Q, por la regla de intercambio
modificamos (1) en la forma [t ∈ C ⇒ A], que se debilita

[t ∈ C ⇒ A]
= ∵ regla puntual –Definición 1.16 – x 6∈ A
∀x : x = t : [x ∈ C ⇒ A]

= ∵ intercambio en rango
∀x : x ∈ C : [x = t ⇒ A]

= ∵ C es inductivo, (ci)
∀x : x ∈ C : (∀y : y ∈ C ∧ y < x : [y = t ⇒ A]) ⇒ [x = t ⇒ A]

⇐ ∵ intercambio cuantificadores
∀x : x ∈ C : [∀y : y ∈ C ∧ y < x : y = t ⇒ A] ⇒ [x = t ⇒ A]

⇐ ∵ intercambio rango
∀x : x ∈ C : [∀y : y = t : y ∈ C ∧ y < x ⇒ A] ⇒ [x = t ⇒ A]

= ∵ regla puntual
∀x : x ∈ C : [t ∈ C ∧ t < x ⇒ A] ⇒ [x = t ⇒ A]

= ∵ definición de A, regla de intercambio
∀x : x ∈ C : [I ∧ t ∈ C ∧ t < x ⇒ Q] ⇒ [I ∧ x = t ⇒ Q]

= ∵ por (2), [I ∧ t 6∈ C ∧ t < x ⇒ Q], cálculo
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∀x : x ∈ C : [I ∧ t < x ⇒ Q] ⇒ [I ∧ x = t ⇒ Q] (3)

Para probar la implicación (3), sea x ∈ C; entonces,

[I ∧ t < x ⇒ Q]
⇒ ∵ g es monótona en el segundo argumento

[g.X.(I ∧ t < x) ⇒ g.X.Q]
⇒ ∵ ⇓, transitividad

[g.X.(I ∧ t < x) ⇒ Q]
⇒ ∵⇑, transitividad

[I ∧ t = x ⇒ Q]

En el último paso necesitamos [I ∧ t = x ⇒ g.X.(I ∧ t < x)]. Obsérvese
que g puede ser más general y hemos demostrado el siguiente resultado.

LEMA 8.45 Sea g un transformador de dos argumentos, y supongamos que se verifi-
can las siguientes condiciones, para ciertos predicados X , I y Q:

(ac) I ≤ X
(bc) C es un conjunto bien construido,
(f ′) [I ∧ t 6∈ C ⇒ g.X.Z],
(id′) ∀x : x ∈ C : [I ∧ t = x ⇒ g.X.(I ∧ t < x)],
(pf) [g.X.Q ⇒ Q],
(m) g es monótona en el segundo argumento.

Entonces [I ⇒ Q].

Para terminar la prueba del Teorema Central utilizando el lema anterior
solamente hemos de comprobar la condición segunda para el caso particular
de g dado por (∗):

[I ∧ t = x ⇒ g.X.(I ∧ t < x)]
= ∵ caso particular (∗)

[I ∧ t = x ⇒ ¬b ∧ X ∨ b ∧ S.(I ∧ t < x)]
= ∵ regla de intercambio

[I ∧ (b ∨ ¬X) ∧ t = x ⇒ S.(I ∧ t < x)]
= ∵ I ≤ X

[I ∧ b ∧ t = x ⇒ S.(I ∧ t < x)] TEOREMA

Si introducimos la funcional wdec definida en Definición 6.42, ası́ como el
Teorema 5.16 fundamental de la sentencia selectiva, podemos rescribir el enun-
ciado del Teorema Central para varias guardas en la forma siguiente:

COROLARIO 8.46 Sea un bucle genérico R .= ∗ [[ : bi → Si ]] y sea t una
aplicación t : ξ → D y C ⊆ D verificando

(bc) C es un subconjunto bien construido,
(f) ∀i :: [I ∧ bi ⇒ t ∈ C],
(id) ∀i :: [I ∧ bi ⇒ Si.I ∧ wdec(Si, t)].

Entonces [I ⇒ R.I].

Si alguna sentencia guardada Si es composición de asignaciones, podemos
utilizar el Lema 6.43, como mostramos en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 8.47 Volvamos al bucle del Ejemplo 6.47 que calcula los valores
máximo y mı́nimo de cuatro enteros a través de un algoritmo de ordenación:

q1, q2, q3, q4 := Q1, Q2, Q3, Q4;
∗[[ q1 > q2 → q1, q2 := q2, q1

q2 > q3 → q2, q3 := q3, q2

q3 > q4 → q3, q4 := q4, q3 ]]
{q1 = mı́n(Q1, Q2, Q3, Q4) ∧ q4 = máx(Q1, Q2, Q3, Q4)}

Vimos que I
.= ′(q1, q2, q3, q4) es una permutación de (Q1, Q2, Q3, Q4)′ es in-

variante. Consideremos ahora el conjunto

C .= {(q1, q2, q3, q4) | (q1, q2, q3, q4) es una permutación de (Q1, Q2, Q3, Q4)}
que resulta ser un subconjunto bien construido (por ser finito) de Z4; tomare-
mos el orden lexicográfico. Sea además c : ξ → Z4 la cuaterna definida por
c

.= (q1, q2, q3, q4). Probaremos que c es un Z4-contador asociado a C y relativo
a I . De entre las condiciones del Corolario 8.46, queda probar,

(f) ∀i :: [I ∧ qi > qi+1 ⇒ c ∈ C]
(id′) ∀i :: [I ∧ qi > qi+1 ⇒ wdec(qi, qi+1 := qi+1 | c)]

(f) es trivial; veamos (id′) para el caso i = 1; wdec(q1, q2 := q2, q1 | c)
= ∵ definición de c, Lema 6.43(i′)

(q2, q1, q3, q4) < (q1, q2, q3, q4)
⇐ ∵ orden lexicográfico

q1 > q2 EJEMPLO

EJEMPLO 8.48 (Un ejemplo de terminación débil) Estamos ahora en condi-
ciones de probar que existen programas que terminan pero no fuertemente;
es decir, se sabe que terminan, pero no es posible acotar el número de pasos
del programa. El ejemplo que sigue está extraı́do de [Dijkstra, 1982]:355–357,
On weak and Strong Termination.

OBSERVACIÓN.– La prueba del Teorema 8.43 no hace uso de la continuidad.
Por tanto, el teorema sigue siendo válido si incorporamos a nuestro lenguaje
la sentencia no continua Azary , que asigna a la variable y un número natural
arbitrario con indeterminismo no acotado — véase Ejemplo 8.6:162. OBS

Sea el programa

x, y := X, Y ;
∗[[ x > 0 → x := x− 1; Azary

y > 0 → y := y − 1 ]]

Consideramos D = N2 = C, que es un conjunto bien construido para el orden
lexicográfico. Sea el predicado I

.= x, y ∈ N, que es un invariante. Sea además
el candidato a contador t

.= (x, y). Para probar la terminación probaremos las
condiciones del Corolario 8.46; la condición (f) es trivial y queda probar (id);
para ello probaremos

(id1) I ∧ x > 0 ⇒ wdec(x := x− 1;Azary | t)
(id2) I ∧ y > 0 ⇒ wdec(y := y − 1 | t)
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La implicación (id1) es inmediata ya que wdec(y := y − 1 | t)
= ∵ definición de t, Lema 6.43(i′)

(x, y − 1) < (x, y)
= ∵ orden lexicográfico

Cierto

Para probar la implicación (id1) es necesario usar la semántica de la senten-
cia Azary . Según vimos en Ejemplo 8.6:162, sabemos que, ptle

Azary.Z
.= ∀k : k ∈ N : y := k.Z

Entonces, x := x− 1;Azary.(t < t0)

= ∵ semántica de Azary, definición de t
x := x− 1.∀k : k ≥ 0 : y := k.((x, y) < t0)

= ∵ sustitución
∀k : k ≥ 0 : (x− 1, k) < t0

⇐ ∵ orden lexicográfico
(x, y) = t0

de donde obtenemos directamente [wdec(x := x−1; Azary | t)]. La terminación
es débil ya que es imposible establecer una cota del número de pasos, debido
al uso de la sentencia Azary . En efecto; para cualquier K entero existe una
ejecución con más de K pasos: elegir en el primer ciclo del bucle la primera
sentencia guardada que suponemos termina asignando a y el valor K + 1, y
después, en sucesivos ciclos, elegir la segunda sentencia guardada.

Si cambiamos la sentencia Azary por Azary+ cuya semántica es:

Azary+.Z
.= ∀k : k ∈ N : y := y + k.Z

la prueba de la terminación es muy parecida. Nótese que tal sentencia permite
incrementar una variable con indeterminismo no acotado. Obsérvese además
que el bucle resultante puede utilizarse para simular el siguiente juego

Una urna contiene inicialmente bolas rojas y blancas; si el número
de bolas de la urna es inferior a uno termina el juego. En otro caso
se extrae una bola; si es roja añadimos a la urna un número arbi-
trario de bolas blancas, pero no se añade nada si la bola extraı́da
es blanca; a continuación volvemos al primer paso.

(x captura el número de bolas rojas, e y las bolas blancas). EJEMPLO

Por consiguiente, hemos demostrado que existen programas no continuos
con terminación débil. Por otro lado, dado un programa que termine pero no
fuertemente, podemos derivar un cómputo de Azary (por ejemplo, el contador
del número de pasos). Por consiguiente, hemos demostrado:

TEOREMA 8.49 Las siguientes propiedades son equivalentes

(i) continuidad,
(ii) indeterminismo acotado,

(iii) terminación ⇒ terminación fuerte.
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Ejercicios
8.50 [307] Sea el programa

x, b := 100, Cierto; ∗[[ b → x, b := x− 1, x > 1 b → b := Falso ]]

(A) Probad, utilizando la semántica inductiva de los bucles, que siempre termina.

(B) Justificad que tal programa asigna a x un entero indeterminista, pero con inde-
terminismo acotado; justificad lo anterior, utilizando la propiedad de continuidad.

(C) Probad que siempre termina utilizando el teorema de los contadores y el teorema
de invariantes; deducid de aquı́ que el indeterminismo es acotado.

8.51 (Enero, 91) Para el bucle R del Ejemplo 8.13, razonad los siguientes afirmaciones:

(a) R no termina en presencia de b porque nuestro lenguaje no permite milagros.

(b) Según la propiedad de continuidad nuestro lenguaje no permite el indeterminis-
mo no acotado, y por tanto, R no termina por ser continuo.

8.52 [309] (Febrero, 95) Escribid un programa para encontrar el segundo menor elemento
del conjunto de constantes {A, B, C, D, E}.

8.53 [309] (Febrero, 92) Escribid un programa para calcular la mediana del conjunto de
constantes {A, B, C, D, E} (si a, b ≤ c ≤ d, e entonces c es la mediana de {a, b, c, d, e}).

8.54 [311] (Febrero, 97) Sean A, B, C, D, E y F seis valores de un conjunto totalmente orde-
nado D. Escribid un programa, con ayuda de un bucle, para encontrar el tercer menor
elemento del conjunto (es decir, un elemento no menor que dos de ellos y no mayor
que los tres restantes).

8.55 [311] Probad la corrección total del esquema

x, y, :∈ Z;
x, y := 1000, 2001;
∗[[ y > 2 → y := y − 2

x > 1 ∧ y ≤ 2 → x, y := x− 2, x + 1 ]]
{x = 0 ∧ y = 1}

Cambiad alguna sentencia para transformarlo en un programa que termine débilmente.

8.56 [313] Probad la corrección total del esquema

x, y, z :∈ Z;
Azarz;
x, y := 2 ∗ z, 2 ∗ z + 1;
∗[[ y > 2 → y := y − 2

x > 1 ∧ y ≤ 2 → x, y := y − 1, x + 1 ]]
{x = 0 ∧ y = 1}

Cambiad alguna sentencia para obtener un programa que termine fuertemente.

8.57 [313] Probad la corrección total del esquema

x, y :∈ Z;
x, y := 10, 10;
∗[[ x > y → x, y := y, x

y > 1 → y := y − 1
x > 2 → x, y := x− 2, xy ]]

{x = 1 ∧ y = 1}
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8.58 [314] Probad la corrección total del esquema

x, y :∈ Z;
x, y := 1000, 1000;
∗[[ y > 2 → y := y − 2

x 6= 1 ∧ y ≤ 2 → x, y := x− 1, 2 ∗ x ]]
{y = 0 ∨ y = 2}

Demostrad que termina fuertemente y dad una cota del número de operaciones arit-
méticas que realiza.

8.59 [314] Sea el bucle R .
= ∗S, donde S .

= [[ x > 0 → x := x−1 x < 0 → x := x+1 ]] .

(A) Probad que t(x) = |x| es un contador. AYUDA.- probad [x 6= 0 ⇒ wdec(S, t)].

(B) Probad que el bucle siempre termina, y fuertemente.

(C) Probad ∀k : k ≥ 0 : [Hk.C ≡ −k ≤ x ≤ k].

(D) Concluir de (C) que [R.C ≡ C].

(E) Modificad el bucle anterior en la forma

∗[[ x > 0 → x := x− 1; ?
x < 0 → x := x + 1; ?
y > 0 → y := y − 1 ]]

de tal manera que el bucle termine sólo débilmente.

8.60 Se considera la sentencia x : −x+Impar que incrementa la variable x con un número
natural impar con indeterminismo no acotado.

(A) Definid su transformador de predicados y justificad que al añadir al lenguaje de
Dijkstra tal sentencia resulta un lenguaje no continuo.

(C) Utilizando la sentencia anterior y un bucle, escribid un programa para simular el
siguiente juego:

Una urna contiene inicialmente 3 bolas rojas y 3 blancas; si el número
de bolas de la urna es inferior a dos, termina el juego; si es mayor que
uno, se extraen dos bolas; si son de distinto color, añadimos a la urna
un número arbitrario pero impar de bolas blancas; no se añade nada si
son del mismo color, repitiendo en cualquier caso estos últimos pasos
(hasta conseguir que el número de bolas sea menor que dos).

(D) Probad, utilizando el teorema de invariantes, que si el programa anterior termina
(o sea el juego termina), entonces, al final del juego la urna contiene exactamente
una única bola blanca.

(E) Justificad, utilizando conjuntos bien construidos, que el juego termina. Es decir,
que efectivamente el programa también termina, pero solo débilmente.

8.61 [316] (Febrero, 01) Siendo b una variable entera, se considera la sentencia incb con el
siguiente transformador de predicados, ptle:

incb.Z
.
= ∀i : i ≥ 0 : b := b + 2i.Z

(A) Prueba alguno de los siguientes tripletes, indicando a la derecha su significado
con una pequeña frase:

{C}incb{C} significa: . . .
{b = k}incb{(b− k) par ≥ 0} significa: . . .

(B) Prueba que incb tiene indeterminismo no acotado, y por tanto no es continua.
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(C) Utilizando la sentencia incb y un bucle, escribe un programa para simular el si-
guiente juego. Una urna contiene inicialmente 3 bolas rojas y 3 blancas; si el
número de bolas de la urna es inferior a dos, termina el juego; si es mayor que
uno, se extraen dos bolas, y posteriormente se realizan las siguientes acciones,
hasta conseguir que el número de bolas sea menor que dos:
a.– si son de distinto color, añadimos a la urna un número impar de bolas blancas.
b.– no se añade nada si son del mismo color.

(D) Utilizando el teorema de los contadores, prueba que el programa anterior termina
sólo débilmente (o sea, que el juego termina) y al final del juego, la urna contiene
exactamente una única bola blanca.

8.62 [317] (Setiembre, 01) Utilizando un contador generalizado, probad (todas las variables
son naturales)

∗[[ x > 0 → Azar012; y := yx

y > 0 → y := y − 1 ]] {x = y = 0}
donde Azar012

.
= [[ x > 0 → x := 0 x > 1 → x := 1 x > 2 → x := 2 ]] .

8.63 [317] Dad un ejemplo de un programa que termine débilmente pero no fuertemente,
utilizando únicamente sentencias del lenguaje de Dijkstra (asignaciones, bucles y se-
lectivas indeterministas)

8.64 [317] (Setiembre, 95) Probad la corrección parcial débil del programa:

x, y, z :∈ Z;
Azarz;
x, y := 2z + 1, 2|z|+ 1;
∗[[ x < 0 → x := −x

y > 2 → y := y − 2
x > 1 ∧ y ≤ 2 → x, y := x− 2, y + 2 ]]

{x = 1 ∧ y = 1}

8.65 [318] (Enero, 96)

(A) ¿Qué se entiende por terminación débil? Poned un ejemplo.

(B) ¿Es posible escribir un programa con transformador de predicados continuo que
termine débilmente pero no fuertemente?

(C) Consideremos el siguiente juego:

Una urna contiene bolas blancas, verdes o rojas. Se extrae una bola;
si es blanca se añaden bolas rojas o verdes en número arbitrario; si
es roja se añaden verdes en un numero arbitrario; si es verde no se
añade nada. Se repite el paso anterior hasta que la urna quede vacı́a.

Partiendo de una urna inicial con 20 bolas de cada color, escribid un programa
que simule el juego y probad que termina débilmente pero no fuertemente.
¿Existe alguna contradicción con el apartado (B)?

8.66 [319] (Enero, 91) Probad o refutad las siguientes afirmaciones:

(A) Toda sentencia sana es continua.

(B) Toda sentencia con indeterminismo no acotado es continua.

(C) Toda sentencia estricta es conjuntiva.

(D) Si S es sana y disyuntiva, entonces dado un estado inicial para el que S termina,
el estado final es único.
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(E) Existe una sentencia indeterminista verificando {C}S{x = 1}.

8.67 (Febrero, 93) Sea el programa

x, y :∈ Z;
x, y := 1000, 1001;
∗[[ y > 3 → y := y − 2

x 6= 0 ∧ y ≤ 3 → x, y := x− 2, x + 1 ]]
{y = 1 ∨ y = 3}

(A) Probad que termina fuertemente.

(B) Si cambiamos la segunda sentencia guardada por x := x−2; y : −Impar, siendo
esta última una sentencia que asigna a y un natural impar con indeterminismo
no acotado, probad que entonces solo termina débilmente.

8.68 [319] (Enero, 91) Escribid, con la ayuda de la sentencia indeterminista no acotada
Azarx un programa que termine débilmente ¿Está en contradicción esto último con
el hecho de que, en ausencia de continuidad

terminación 6⇒ terminación fuerte ?

8.69 [319] (Febrero, 93) Dad ejemplos de cada uno de los casos siguientes:

(A) Una sentencia que no sea conjuntiva.

(B) Una sentencia indeterminista verificando {Cierto}S{Cierto}.
(C) Una sentencia A no continua verificando {Cierto}A{x es par}.

8.70 (Febrero, 98) Sea el programa S .
= x, y := 10, 10;R, donde

R .
= ∗ [[ x > y → x, y := y, x y > 1 → y := y − 1 ]]

(A) Buscad un invariante I para probar {I ∧ R.C}R{x = 1 ∧ y = 1}
(B) Encontrad un valor de α para que t

.
= αx+y sea un contador entero; demostrad

que en ese caso {C}S{x = 1 ∧ y = 1}, y además, S termina fuertemente.

(C) Cambiad la sentencia x, y := y, x por otra de forma que el bucle resultante ter-
mine solo débilmente.

8.71 [320] (Febrero, 97) Definimos la relación S =p S′ en la forma:

S =p S′
.
= ∀X :: [p ∧ S.X ≡ p ∧ S′.X]

que se lee: S y S′ tienen el mismo comportamiento en el entorno p.

(A) Utilizando la semántica de los bucles en términos de puntos fijos, probad

S =p S′ ⇒ ∗[[ p → S ]] = ∗[[ p → S′ ]]

(B) Probad S =p S′ ∧ T =q T ′ ⇒ [[ p → S q → T ]] = [[ p → S′ q → T ′ ]] .

(C) Probad que si ∀i : 1 ≤ i ≤ n : Si =bi Ti, entonces

[[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Si ]] = [[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Ti ]]

(D) Probad S =p S′ ∧ T =q T ′ ⇒ ∗[[ p → S q → T ]] = ∗[[ p → S′ q → T ′ ]] .

(E) Utilizando los apartados anteriores probad

x := x + 1 =x>0 [[ x > 0 → x := x + 1 x < −3 → x := x− 1 ]] .
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(F) Simplificad la sentencia

[[ x > 0 → x := x + 1 x ≤ 0 → x := x− 1 ]] ;
[[ x > 0 → x := x− 1 x < 0 → x := x + 1 ]] .

(G) Probad que la sentencia anterior equivale a la sentencia nada calculando direc-
tamente su transformador de predicados.

(H) Probad lo anterior utilizando el cálculo de Hoare.

(I) Sea ahora el bucle R .
= ∗ SI, siendo

SI
.
= [[ x > 0 → x := x− 1 x < 0 → x := x + 1 ]] .

Probad: x := x− 1 =x>0 SI, ası́ como x := x + 1 =x<0 SI, y, siendo

R1
.
= ∗ [[ x > 0 → x := x− 1 ]] R2

.
= ∗ [[ x < 0 → x := x + 1 ]]

demostrad R = [[ x 6= 0 → nada x > 0 → R1 x < 0 → R2 ]] para concluir
finalmente, que el bucle R siempre termina.

8.72 [321] (Diciembre, 96) Sea el bucle R .
= ∗ [[ i < N → i := i + 2 ]]

(A) ¿Cual es la ecuación en términos de puntos fijos que define a R.C?

(B) Probad, por inducción, que para cualquier solución Y1 de la ecuación anterior se
tiene ∀k : k ≥ 0 : [N − 2k ≤ i ⇒ Y1]

(C) Concluid de lo anterior que [R.C ≡ C].

(D) Si modificamos el bucle en la forma R′ ≡ ∗S′, siendo el cuerpo

S′ = [[ i < N → i := i + 2 i < N → i := i− 1 ]]

probad, a partir de la ecuación que determina la semántica en términos de PF
de R′.C, que i ≥ N es el menor punto fijo ¿Qué interpretación tiene?

8.73 [322] (Junio, 99) Sea R el bucle

∗[[ b → x := x + 1; b := (x < 10)
b → x := x− 1; b := (x > 0) ]]

(A) Probad [R.C ≡ ¬b] utilizando la semántica inductiva de los bucles.

(B) ¿Qué interpretación tiene lo anterior?

(C) ¿Se obtiene el mismo resultado si reemplazamos la sentencia x := x+1 por una
sentencia de la forma x := x + N?

(D) Probad, a partir de la ecuación que determina la semántica en términos de pun-
tos fijos de R.C, que ¬b es el menor punto fijo.

8.74 [323] (Diciembre, 98)

(A) Escribid una sentencia indeterminista Extrae que verifique

{C}Extrae{x = 1 ∨ x = 3 ∨ x = 5}

y que solamente realice asignaciones sobre la variable x. Probad que efectiva-
mente es indeterminista.

(B) Utilizando la sentencia anterior y un bucle, escribid un programa para simular el
siguiente juego:
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Una urna contiene inicialmente 3 bolas rojas y 3 blancas; si el número
de bolas de la urna es inferior a dos, termina el juego; si es mayor que
uno, se extraen dos bolas; si son de distinto color, añadimos a la urna
un número impar de bolas blancas menor que 6; no se añade nada si
son del mismo color, repitiendo en cualquier caso estos últimos pasos
(hasta conseguir que el número de bolas sea menor que dos).

(C) Probad, utilizando el Teorema de Invariantes, que si el programa anterior termina
(o sea el juego termina), entonces, al final del juego la urna contiene exactamente
una única bola blanca.

(D) Encontrad un contador entero para el bucle y probad que el programa termina
fuertemente.

(E) Utilizando conjuntos bien construidos, justificad que el juego termina.

8.75 [323] (Setiembre, 99) Se considera el bucle

R .
= ∗ [[ x > y → x, y := x− 1, y + 1 x < y → x, y := x + 1, y − 1 ]]

(A) Escribid la ecuación que determina la semántica en términos de PF de R.C.

(B) Vı́a el teorema de Tarski–Knaster, probad que el predicado Z
.
= (x − y) par

verifica [R.C ⇒ Z].

(C) Demostrad que si se cumple el triplete {A}R{C}, entonces [A ⇒ Z].

(D) Probad que Z es un invariante del bucle.

(E) Probad que t
.
= |x− y| es un contador relativo al invariante Z.

(F) Concluid de los apartados anteriores que, ptle, R.C ≡ (x− y) par.

(G) Interpretad lo anterior.

8.76 (Febrero, 99)

(A) Describid la sentencia Nat impar y en términos de transformadores de predica-
dos si su funcionamiento informal es: ‘asignar a la variable y un numero natural
impar con indeterminismo no acotado’.

(B) Se considera el bucle R
∗[[ x < 0 → x := −x

y > 2 → y := y − 2
x > 1 → x := x− 2; Nat impar y ]]

donde todas las variables son enteras. Encontrad un invariante I que permita
probar {I ∧ R.C}R{x = 1 ∧ y = 1}.

(C) Si se considera Z2 con el orden lexicográfico ¿la función u(x, y)
.
= (x, y) puede

ser un contador?

(D) Describid una función de la forma t(x, y) =


(x, y), si x > 0
(?, y), si x ≤ 0

, y un subcon-

junto C (de Z2) bien construido, de forma que t sea un contador.

(E) Utilizando lo anterior probad el triplete {impar x}y := 1001;R{x = 1 ∧ y = 1},
pero la terminación es débil, y por tanto el programa no es continuo.

8.77 Sea el bucle ∗[[ x > y → x, y := x−1, y+1 x < y → x, y := x+1, y−2 ]] . Aplicando el
teorema de los contadores, probad que el bucle termina siempre. AYUDA.- Encontrad
un contador de la forma t = αx + βy. ¿Qué se puede decir del valor final de x si al
principio y=x+3p+2?



Capı́tulo 9

Recursión y Procedimientos

9.0. Ecuaciones, Recursión y Puntos Fijos

Consideremos el siguiente lenguajeL con programas variables en sus frases

P ::= x := e | nada | P ; P | [[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Pi ]]
| V – programas variables

donde cada variable V representa un programa a determinar. No aparecen bu-
cles ni la sentencia aborta (esta es [[F → nada ]] ).

Sea φ un programa escrito con el lenguaje anterior. Si φ no tiene programas
variables su semántica esta bien definida. Si φ tiene programas variables, es
necesario asignar un transformador de predicados a cada programa variable.
Usualmente, ello se consigue a través de ecuaciones.

EJEMPLO 9.0 Sea el par de ecuaciones formales:

T = [[ n < 6 → n := n + 1; S; n := n + 1
n ≥ 6 → n := 1 ]]

S = nada

S es una variable programa, cuyo significado viene dado por la segunda ecua-
ción. Es obvio que la semántica de T se obtiene reemplazando en φ la letra S
por el transformador nada; en términos de sustituciones, [S := nada].φ. EJEMPLO

EJEMPLO 9.1 Sea ahora la ecuación:

S = [[ n < 6 → n := n + 1; S; n := n + 1
n ≥ 6 → n := 1 ]]

S aparece descrita a partir de S. Es decir, existe recursión. EJEMPLO

El bucle ∗[[ b → T ]] puede ser representado en nuestro lenguaje a través de
la ecuación:

S = [[ b → T ; S ¬b → nada ]]

EJEMPLO 9.2 Sean las ecuaciones:

S = [[ n < 6 → n := n + 1; T ; n := n + 1
n ≥ 6 → n := 1 ]]

T = [[ n < 8 → n := n + 1; S
n ≥ 8 → n := 1 ]]

Existe recursión doble. Su semántica será estudiada más tarde. EJEMPLO

185
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Sea T el conjunto de transformadores continuos. Cada ecuación S = φ,
donde en φ aparece S como único programa variable, determina la transfor-
mación continua φ : T → T dada por φ.t

.= [S := t]φ. El mı́nimo punto fijo
de φ, si existe, lo denominaremos µS : φ, y determina la semántica de S. Para
asegurar la existencia basta aplicar el teorema de Kleene; i.e., que las frases de
L son funciones contı́nuas de sus programas variables.

TEOREMA 9.3 Sea φ un programa con una variable S y sea φ.t
.= [S := t]φ.

Entonces φ hereda las siguientes propiedades.

(i) t conjuntivo ⇒ φ.t conjuntivo,

t estricto ⇒ φ.t estricto,

t monótono ⇒ φ.t monótono,

t continua ⇒ φ.t continua.

(ii) φ : T → T es monótono.

(iii) φ es continuo.

NOTA 9.4 Para el dominio de los predicados sobre un espacio de estados (P,≤) la
relación de orden es P ≤ Q

.
= [P ⇒ Q]. En el conjunto T la relación de orden es

t ≤ r
.
= ∀X : X ∈ P : t.X ≤ r.X

No confunda el lector la tercera implicación de (i) con la propiedad (ii), que afirma: si
t ≤ q entonces φ.t ≤ φ.q.

Demostración.– Las implicaciones de (i) se demuestran por inducción estructu-
ral sobre φ; veamos la primera. Sea t conjuntivo. Probaremos

∀φ : φ ∈ L : φ.t conjuntivo

(a) Los casos base corresponden a φ ≡ nada y φ ≡ x := e, que al ser constan-
tes (no tienen programas variables) son conjuntivos; por otro lado, si φ es
la propia variable S, entonces φ.t ≡ t y φ.t es conjuntivo si lo es t.

(b) Hay dos pasos inductivos. Sea la HI: ∀ψ : ψ ≤ φ : ψ.t es conjuntivo
(donde ≤ se lee: ‘es una subfrase de ’); entonces

X Si φ ≡ ψ; ξ

(ψ; ξ).t.(X ∧ Y )

= ∵ definición de sustitución y semántica composición

(ψ.t).(ξ.t.(X ∧ Y ))

= ∵ por HI, ξ.t es conjuntivo

(ψ.t).(ξ.t.X ∧ ξ.t.Y )

= ∵ por HI, ψ.t es conjuntivo

(ψ.t).(ξ.t.X) ∧ (ψ.t).(ξ.t.Y )

= ∵ definición

(ψ; ξ).t.X ∧ (ψ; ξ).t.Y
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X Si φ ≡ [[ bi → φi ]] , definamos

( bi → Si).X
.= (∃i :: 1 ≤ i ≤ n : bi) ∧ (∀i : 1 ≤ i ≤ n : bi ⇒ Si.X)

([[ bi → φi ]] .t).(X ∧ Y )

= ∵ definición de sustitución

[[ bi → φi.t ]] .(X ∧ Y )

= ∵ semántica de la condicional

( bi → φi.t.(X ∧ Y ))

= ∵ HI

( bi → φi.t.X ∧ φi.t.Y )

= ∵ ⇒ es conjuntiva en el consecuente

( bi → φi.t.X) ∧ ( bi → φi.t.Y )

= ∵ definición

([[ bi → φi ]] .t).X ∧ ([[ bi → φi ]] .t).Y

Para demostrar (ii) procedemos también por inducción estructural sobre φ:

(a) Los programas x := e y nada son constantes (no tienen programas varia-
bles) y por tanto son monótonos: si φ == S es la variable,

t ≤ r ⇒ (φ.t ≡)t ≤ r(≡ φ.r)

(b) Supongamos (∀ψ : ψ ≤ φ : ψ es monótona en S) ∧ t ≤ r en T ; entonces,

X Si φ ≡ ψ; ξ

(ψ; ξ).t.X ≤ (ψ; ξ).r.X

= ∵ definición de sustitución y semántica composición

ψ.t.(ξ.t.X) ≤ ψ.r.(ξ.r.X)

⇐ ∵ transitiva

ψ.t.(ξ.t.X) ≤ ψ.r.(ξ.t.X) ≤ ψ.r.(ξ.r.X)

⇐ ∵ ψ monótona (HI) y φ.r monótona ((i))

t ≤ r ∧ ξ.t.X ≤ ξ.r.X

⇐ ∵ ξ monótona (HI)

t ≤ r

X Si φ ≡ [[ bi → φi ]]

[[ bi → φi ]] .t.X ≤ [[ bi → φi ]] .r.X

= ∵ definición y semántica

( bi → φi.t.X) ≤ ( bi → φi.r.X)

⇐ ∵ ⇒ es conjuntiva en el consecuente

∀i : 1 ≤ i ≤ n : φi.t.X ≤ φi.r.X

⇐ ∵ HI

t ≤ r
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Probemos finalmente (iii) también por inducción estructural:

(a) nada y x := e son constantes (no tienen programas variables) y son con-
tinuas; si φ == S es la variable, φ.t(≡ t) es continua en t (ya que es la
identidad).

(b) Supongamos (∀ψ : ψ ≤ φ : ψ es continua en S) y sea {tk} una cadena en
T ; entonces,

X Si φ ≡ ψ; ξ

ĺım(ψ; ξ).tk.X

= ∵ definición de sustitución y semántica composición

ĺımψ.tk.(ξ.tk.X)

= ∵ propiedad del limite doble – véase después (*)

ψ. ĺım tk. ĺım(ξ.tk.X)

= ∵ ξ es continua

ψ. ĺım tk.(ξ. ĺım tk.X)

= ∵ definición de sustitución y semántica composición

ψ; ξ. ĺım tk.X

X Si φ ≡ [[ bi → φi ]]

ĺım[[ bi → φi ]] .tk.X

= ∵ definición y semántica

ĺım( bi → φi.tk.X)

= ∵ propiedad de la condicional – véase después (**)

( bi → ĺımφi.tk.X)

= ∵ cada φi es continua

( bi → φi. ĺım tk.X)

= ∵ definición y semántica

[[ bi → φi ]] . ĺım tk.X

Queda por demostrar (∗) y (∗∗); probaremos que si ψ es continua, {tk} ⊆ T y
{Xk} ⊆ P , entonces:

ĺımψ.tk.Xk = ψ. ĺım tk. ĺımXk

La desigualdad≤ es trivial por monotonı́a; veamos la otra desigualdad solo en
el caso de que cada tk sea continuo; tenemos, ψ. ĺım tk. ĺımXk ≤ ĺımψ.tk.Xk

⇐ ∵ ψ continua
∀k :: ψ.tk. ĺımXk ≤ ĺımψ.tk.Xk

⇐ ∵ ψ.tk es continua
∀k, n :: ψ.tk.Xn ≤ ĺımψ.tk.Xk

⇐ ∵ ψ.tk.Xn ≤ ψ.tl.Xl, donde l = máx(k, n)
∀k :: ψ.tk.Xk ≤ ĺımψ.tk.Xk

⇐ ∵ por monotonı́a
Cierto



9.1 - Entornos y Semántica de la Recursión 189

9.5 ¿Es cierto el razonamiento anterior si los tk no son necesariamente continuos?

Veamos ahora (∗∗); se demuestra fácilmente (por doble implicación ), si Ak ↑,
Bk ↑, . . . , Ck ↑ son N cadenas, entonces (Ak ∧ Bk ∧ . . . Ck) ↑, y además:

ĺım(Ak ∧ Bk ∧ . . . ∧ Ck) = ĺım Ak ∧ ĺımBk ∧ . . . ∧ ĺımCk

Ahora basta observar que ( bi → ĺımφi.tk.X)

= ∵ definición
(∃i : 1 ≤ i ≤ n : bi) ∧ (∀i : 1 ≤ i ≤ n.(bi ⇒ ĺımφi.tk.X))

= ∵ por lo anterior, ya que para cada i, (bi ⇒ ĺımφi.tk.X) ↑
(∃i : 1 ≤ i ≤ n : bi) ∧ ĺım(∀i : 1 ≤ i ≤ n.(bi ⇒ φi.tk.X))

=
ĺım( bi → φi.tk.X) TEOREMA

El Teorema 9.3 tiene varias consecuencias; (1) el modelado de la recursión;
y (2) dado un programa con una sentencia distinguida u, ésta es una función
monótona de u:

t ≤ t′ ⇒ [u := t]φ ≤ [u := t′]φ

Es decir, si reemplazamos u por una sentencia u′ más determinista (u ≤ u′)
entonces se obtiene una programa más determinista. De aquı́ tendremos:

{P}[u := t]φ{R} ⇒ {P}[u := t′]φ{R}
Por ejemplo aborta ≤ nada ⇒ [[ b → aborta ]] ≤ [[ b → nada ]] . Esto tiene
aplicaciones en sı́ntesis de programas por refinamientos.

9.1. Entornos y Semántica de la Recursión

Sea la ecuación formal S = φ, donde en φ aparece S. El mı́nimo punto fijo de
φ (que existe por el teorema de Tarski–Knaster), µS : φ, es lı́mite de la sucesión
creciente de transformadores φk dada por

φ0 .= aborta φk .= φ.φk−1

NOTA 9.6 Si no incluimos continuidad, sino solamente la monotonı́a (es decir, T =
{t : P → P | t monótono}) entonces φ solamente es monótono, existe el mı́nimo punto
fijo, y existe también ĺım φk, pero solamente podemos afirmar, ĺım φk ≤ φ. ĺım φk.

Al admitir las ecuaciones podemos considerar el nuevo lenguaje

P ::= x := e | nada | P ; P | µS : P
| [[ : 1 ≤ i ≤ n : bi → Pi ]]
| V – programas variables

Veamos qué ocurre en el caso de varias definiciones mutuamente recursi-
vas. Sea D un conjunto finito de definiciones formales

D = {S1 = φ1, . . . , Sn = φn}
donde en cada φi solamente aparecen las variables S1, . . . , Sn; en otro caso,
para cada variable X que no aparezca se considerará la definición X = X ;
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esto, como se verá más tarde, equivaldrá a asociar a cada variable indefinida
el transformador aborta. Ahora identificamos cada φi con una función sobre
tuplas de transformadores de predicados y escribimos:

φi(t1, . . . , tn) ≡ [S1, . . . , Sn := t1, . . . , tn]φi

Veamos que es posible definir la semántica de cualquier sentencia en el sis-
tema de definiciones D; antes hay que dar la semántica de los programas va-
riables de D. Para ello hay que construir un punto fijo de la transformación
φ : T n → T n definida en la forma

φ(t1, . . . , tn) .= (φ1(t1, . . . , tn), . . . , φn(t1, . . . , tn))

donde T n es el dominio producto con el orden producto:

(t1, . . . , tn) ≤ (s1, . . . , sn) .= (∀i : 1 ≤ i ≤ n : ti ≤ si)

y con elemento mı́nimo (⊥, . . . ,⊥) ≡ (aborta, . . . , aborta). En ese caso φ es
continua y tendrá un mı́nimo punto fijo, que denotaremos con

µS1, . . . , Sn : φ

Este punto fijo es lı́mite (ĺımφk) de la sucesión de transformadores

φ0 .= (⊥, . . . ,⊥)
φk .= (φ1 ◦ φk−1, . . . , φn ◦ φk−1)

donde indicamos, para simplificar φi◦φ .= φi(p1◦φ, p2◦φ, . . . , pn◦φ) (pi indica
la proyección i–ésima). Ahora basta asignar la proyección i–ésima para obtener
la semántica de cada variable Si:

Si
.= pi ◦ µS1, . . . , Sn : φ

Para denotar la dependencia del entorno podemos escribir Si[D] .= pi ◦ µD. Si
ahora P es un programa con variables S1, . . . , Sn, su significado se obtiene al
cambiar los valores de las variables por los valores dados por el entorno

P [D] .= P (S1[D], . . . , Sn[D])

Ası́, por un teorema análogo al Teorema 9.3, obtenemos que los transforma-
dores P [D] son estrictos, conjuntivos, continuos, etc., siempre que lo sean los
transformadores S1[D], . . . , Sn[D]; pero esto es también cierto: los programas
sin variables son estrictos, conjuntivos y continuos, y al ser los transformado-
res de las variables también sanos, lo serán todos los programas.

EJEMPLO 9.7 Sea el sistema de definiciones:

D = { A = n := n + 1,
B = x := 1,
C = y := 0,
S = [[ b → A;T ¬b → B ]]
T = S;C
U = U}
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entonces
φ0 = (⊥,⊥,⊥,⊥,⊥,⊥)
φ1 = (A, B,C, [[ b →⊥ ¬b →⊥ ]] ,⊥; C,⊥)

A partir de φ1, las tres primeras componentes no cambian –son los transforma-
dores n := n + 1, x := 1 y y := 0 – y la última que corresponde a la definición
U = U tampoco cambia y siempre es aborta. Por ejemplo,

φ2 = (A,B, C, [[¬b → B ]] ,⊥,⊥)
φ3 = (A,B, C, [[ b → A;⊥ ¬b → B], [[¬b → B;C ]] ,⊥)

COROLARIO 9.8 (El problema de Turing) Sea T un transformador de predicados
con una variable P , verificando para todo programa p

[P := p]T.(u ≡ p.Cierto).

Entonces T no es un programa.

NOTA 9.9 Obsérvese que si T fuera un programa implementable resolverı́a el famoso
problema de la parada: existe un algoritmo que tiene como entrada un programa p y
responde si tal programa es útil; es decir, si es posible garantizar que siempre termina.

Demostración.– Al igual que en [Hehner, 1984]:148, razonamos por reducción al
absurdo. Supongamos que T sea un programa; en particular será monótono en
la variable P , conjuntivo y estricto para cada programa estricto y conjuntivo.
Entonces:

[P := nada]T.(u ≡ nada.Cierto)
= ∵ semántica de nada, CP

[P := nada]T.(u) (1)

[P := aborta]T.(u ≡ aborta.Cierto)
= ∵ semántica de aborta, CP

[P := aborta]T.(¬u)
⇒ ∵ monotonı́a, aborta ≤ nada

[P := nada]T.(¬u) (2)

y de aquı́ llegamos a un absurdo en la forma que sigue

Cierto
= ∵ (1), (2) y conjuntividad de [P := nada]T

[P := nada]T.(u ∧ ¬u)
= ∵ CP

[P := nada]T.Falso
= ∵ ley del milagro excluido

Falso COROLARIO

9.2. Ejemplos de Procedimientos sin parámetros

EJEMPLO 9.10 (Setiembre, 99) Consideremos el procedimiento recursivo

m = [[x > 10 → x := x− 1;m;x := x− 2 x ≤ 10 → nada ]]
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Un primer estudio consiste en trazar las ejecuciones para valores próximos a
x = 10; completemos pues la siguiente tabla de valores de x después de la
ejecución del procedimiento m, en función de los valores iniciales

valor inicial de x . . . 9 10 11 12 13 14 . . .
valor después de ejecutar m . . . 9 10 8 . . .

Tracemos el procedimiento para el valor inicial x = 11, escribiendo en una tabla
los sucesivos valores de x en una columna y la sentencia que queda pendiente
de ejecutar en otra columna:

x sentencia pendiente de ejecutar
11 m
11 x := x− 1; m; x := x− 2
10 m; x := x− 2
10 x := x− 2
8 2

La lı́nea ‘11 | m’ indica indica que para x = 11, queremos ejecutar m; en la
siguiente lı́nea sustituimos m por la sentencia guardada que corresponde a
x > 10. La siguiente lı́nea indica que hemos ejecutado x := x − 1 quedando
pendiente de ejecutar la sentencia m; x := x − 2 en un entorno donde x = 10;
pero, para x = 10, el procedimiento m equivale a la sentencia nada, por lo
que obtenemos la siguiente lı́nea donde eliminamos m sin alterar el valor de
x, para pasar a la situación de la penúltima lı́nea; la última lı́nea dice que no
queda ninguna sentencia por ejecutar (hemos acabado) con x = 8.

La traza anterior es un proceso informal pero de gran utilidad. Podemos
describir el mismo cálculo con todo rigor utilizando el cálculo con transforma-
dores de predicados. La primera observación que hacemos es que utilizando
la semántica en términos de puntos fijos de la recursión, m es solución de su
ecuación, lo que viene a decir que se verifica la ecuación, ∀Z, y ptle:

m.Z ≡ [[x > 10 → x := x− 1; m; x := x− 2 x ≤ 10 → nada ]] .Z

que conduce fácilmente a las dos siguientes ecuaciones, ∀Z, y ptle:

x > 10 ∧m.Z ≡ x > 10 ∧ x := x− 1; m; x := x− 2.Z (∗)
x ≤ 10 ∧m.Z ≡ x ≤ 10 ∧ Z (∗∗)

Estas equivalencias permiten escribir el siguiente cálculo, ∀Z, y ptle:

x = 11 ∧m.Z
= ∵ semántica de m en términos puntos fijos; e.d., (∗)

x = 11 ∧ x := x− 1; m; x := x− 2.Z
= ∵ semántica asignación

x := x− 1.(x = 10 ∧m.x := x− 2.Z)
= ∵ ecuación (∗∗)

x := x− 1.(x = 10 ∧ x := x− 2.Z)
= ∵ semántica asignación

x = 11 ∧ x := x− 1.x := x− 2.Z
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

x = 11 ∧ x := x− 3.Z
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Hemos obtenido, ptle:

(x = 11 ∧m.Z) ≡ (x = 11 ∧ x := x− 3.Z) (x11)

que significa: m equivale a la sentencia x := x − 3 en el entorno x = 11; en
particular, [x = 11 ⇒ m.x = 8]

= ∵ regla de oro
[x = 11 ∧m.x = 8 ≡ x = 11]

= ∵ ecuación (x11)
[x = 11 ∧ x := x− 3.(x = 8) ≡ x = 11]

= ∵ CP
[x = 11 ∧ x = 11 ≡ x = 11]

= ∵ CP
Cierto

y llegamos al triplete {x = 11}m{x = 8} que habı́amos obteniendo por el méto-
do de las trazas. Modifiquemos la tabla anotando las sentencias ejecutadas:

x sentencia pendiente de ejecutar sentencia ejecutada
11 m 2

11 x := x− 1;m; x := x− 2 2

10 m;x := x− 2 x := x− 1
10 x := x− 2 x := x− 1; nada
8 2 x := x− 1; nada; x := x− 2

donde observamos que en resumen se realiza la sustitución x := x − 3. Trace-
mos ahora el programa para x = 12 (eliminamos la sentencia nada final):

x sentencia pendiente de ejecutar sentencia ejecutada
12 m 2

12 x := x− 1; m; x := x− 2 2

11 m; x := x− 2 x := x− 1
8 x := x− 2 x := x− 1; x := x− 3
6 2 x := x− 1; x := x− 3; x := x− 2

Obsérvese que la penúltima lı́nea es posible obtenerla ya que ejecutaremos m
en el entorno x = 11, que sabemos que termina con x = 8, y que además realiza
la sustitución x := x − 3. El cálculo con transformadores para este caso serı́a,
∀Z, y ptle:

x = 12 ∧m.Z
= ∵ (∗)

x = 12 ∧ x := x− 1; m;x := x− 2.Z
= ∵ semántica asignación

x := x− 1.(x = 11 ∧m.x := x− 2.Z)
= ∵ ecuación (x11)

x := x− 1.(x = 11 ∧ x := x− 3.x := x− 2.Z)
= ∵ semántica asignación

x = 12 ∧ x := x− 1.x := x− 3.x := x− 2.Z
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

x = 12 ∧ x := x− 6.Z
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A la vista de lo obtenido podemos conjeturar que la tabla de valores compu-
tados por m será:

valor inicial de x . . . 9 10 11 12 13 14 15 . . .
valor después de ejecutar m . . . 9 10 8 6 4 2 0 . . .

Observando la tabla podemos buscar una función casi–lineal f(x) que veri-
fique el triplete {x = a}m{x = f(a)}, como la siguiente

f(x) =
{

x, si x ≤ 10
αx + β, si x > 10

Los valores de α y β pueden obtenerse sustituyendo: α11+β = 8 y α12+β = 6,
de donde α = −2 y β = 30. Luego:

f(x) =
{

x, si x ≤ 10
30− 2x, si x > 10

Lo anterior es una conjetura ya que ha sido obtenido a partir de la tabla.
Podemos probar con todo rigor que m satisface, ∀Z, y ptle:

∀n : n ≥ 11 : [ (x = n ∧m.Z) ≡ (x = n ∧ x := x− 3(n− 10).Z) ] (xn)

Lo anterior se prueba por inducción sobre n. El caso base corresponde a n = 11,
y sigue de (x11). El paso inductivo serı́a, ptle, y para n > 11,

x = n ∧m.Z
= ∵ (∗), n > 11

x = n ∧ x := x− 1;m; x := x− 2.Z
= ∵ semántica asignación

x := x− 1.(x = n− 1 ∧m.x := x− 2.Z)
= ∵ HI

x := x− 1.(x = n− 1 ∧ x := x− 3(n− 1− 10).x := x− 2.Z)
= ∵ semántica asignación

x = n ∧ x := x− 1.x := x− 3(n− 1− 10).x := x− 2.Z
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

x = n ∧ x := x− 3(n− 10).Z

Ahora es fácil demostrar que se verifica:

∀n : n > 10 : {x = n}m{x = f(n)}

En efecto, calculemos, ptle, x = n ∧m.(x = f(n))

= ∵ (xn)
x = n ∧ x := x− 3n + 30 . (x = f(n))

= ∵ definición de f , n > 10
x = n ∧ x− 3n + 30 = 30− 2n

= ∵ CP
x = n ∧ x = n

De aquı́, por la regla de oro, [x = n ⇒ m.(x = f(n))], o lo que es igual,
{x = n}m{x = f(n)}. EJEMPLO
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EJEMPLO 9.11 (Enero, 95) Estudiemos ahora el procedimiento recursivo

m = [[ i > 100 → nada i ≤ 100 → i := i + 1; m;m ]]

La diferencia más importante con el procedimiento del ejemplo anterior es que
aparecen dos llamadas a m en la segunda sentencia guardada; las trazas pue-
den realizarse de forma parecida. En primer lugar, utilizando la semántica en
términos de puntos fijos encontramos las ecuaciones, ∀Z, y ptle:

i ≤ 100 ∧m.Z ≡ i ≤ 100 ∧ i := i + 1; m; m.Z (∗)
i > 100 ∧m.Z ≡ i > 100 ∧ Z (∗∗)

Comencemos viendo la traza para el primer valor no trivial, i = 100,

x sentencia pendiente de ejecutar sentencia ejecutada
100 m 2

100 i := i + 1; m; m 2

101 m;m i := i + 1
101 m i := i + 1; nada
101 2 i := i + 1; nada; nada

donde eliminamos la sentencia nada del final de la secuencia. Podemos probar
la corrección de la traza anterior a través de un cálculo con transformadores,

i = 100 ∧m.Z
= ∵ (∗)

i = 100 ∧ i := i + 1.m.m.Z
= ∵ semántica asignación

i := i + 1.(i = 101 ∧m.(m.Z))
= ∵ (∗∗), para Z == m.Z

i := i + 1.(i = 101 ∧m.Z)
= ∵ (∗∗)

i := i + 1.(i = 101 ∧ Z)
= ∵ semántica asignación

i = 100 ∧ i := i + 1.Z
= ∵ por la regla de Leibniz: [i = k ∧ Z(i) ≡ i = k ∧ Z(k)]

i = 100 ∧ i := 101.Z

de donde obtenemos, ptle

(i = 100 ∧m.Z) ≡ (i = 100 ∧ i := 101.Z) (i100)

Estudiemos la traza para el valor 99:

i sentencia pendiente de ejecutar sentencia ejecutada
99 m 2

99 i := i + 1; m; m 2

100 m; m i := i + 1
101 m i := i + 1; i := i + 1
101 2 i := i + 1; i := i + 1

cuya corrección sigue fácilmente:

i = 99 ∧m.Z
= ∵ (∗)
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i = 99 ∧ i := i + 1.m.m.Z
= ∵ semántica asignación

i := i + 1.(i = 100 ∧m.(m.Z))
= ∵ (i100), para Z == m.Z

i := i + 1.(i = 100 ∧ i := i + 1.m.Z)
= ∵ semántica asignación

i := i + 1.i := i + 1.(i = 101 ∧m.Z)
= ∵ (∗∗)

i := i + 1.i := i + 1.(i = 101 ∧ Z)
= ∵ semántica asignación, y lema de sustitución – Lema 4.7(i)

i = 99 ∧ i := i + 2.Z)

de donde concluimos, ptle:

(i = 99 ∧m.X) ≡ (i = 99 ∧ i := i + 2.X) (i99)

y de aquı́, {i = 99}m{i = 101}
= ∵ regla de oro y definición de triplete

[i = 99 ≡ (i = 99 ∧m.i = 101)]
= ∵ (i99)

[i = 99 ≡ (i = 99 ∧ i := i + 2.(i = 101))]
= ∵ CP

[i = 99 ≡ i = 99]
= ∵ CP

Cierto

Ya podemos conjeturar el comportamiento de m:

∀n : n ≤ 100 : [ i = n ∧m.Z ≡ i = n ∧ i := i + 101− n.Z ] (in)

cuya demostración sigue fácilmente por inducción sobre n. El caso base es n =
100 y ya ha sido estudiado, mientras que el paso inductivo serı́a, para n < 100:

i = n ∧m.Z
= ∵ (∗)

i = n ∧ i := i + 1.m.m.Z
= ∵ semántica asignación

i := i + 1.(i = n + 1 ∧m.(m.Z))
= ∵ HI

i := i + 1.(i = n + 1 ∧ i := i + 101− (n + 1).m.Z)
= ∵ sustitución

i := i + 1.i := i + 100− n.(i = 101 ∧m.Z)
= ∵ (∗∗)

i := i + 1.i := i + 100− n.(i = 101 ∧ Z)
= ∵ semántica asignación, y lema de sustitución – Lema 4.7(i)

i = n ∧ i := i + 101− n.Z EJEMPLO

9.12 [324] (Setiembre, 03) Para el procedimiento m del Ejemplo 9.11, pruebe que, ∀k,

[i = k ∧ m.(X ∧ i > 100) ≡ i = k ∧ m.X]

distinguiendo para k ≤ 100 y k > 100. Deduzca entonces:

m.(X ∧ i > 100) = m.X (mX)
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y de aquı́ m; m = m. Deduzca además que m es el bucle ∗[[ i ≤ 100 → i := i + 1 ]]
probando que m verifica la ecuación

m = [[ i > 100 → nada i ≤ 100 → i := i + 1; m ]] .

EJEMPLO 9.13 (La forma recursiva del problema de McCarthy) En este ejem-
plo estudiaremos la versión recursiva del programa visto en el Ejercicio 7.36
para el cálculo de la función 91. Sea pues el procedimiento recursivo:

m = [[ i > 100 → i := i− 10
i ≤ 100 → i := i + 11;m; m ]]

Se trata de probar que tal procedimiento calcula sobre la variable i la función 91
de McCarthy:

f91.z =
{

z − 10 si z > 100
91 si z z ≤ 100

Para ello hay que demostrar:

[i = z ⇒ m.(i = f91.z)] (∗)

En primer lugar deducimos, según las semánticas de la condicional y la recur-
sión (punto fijo), las ecuaciones, ∀Z, y ptle:

x ≤ 100 ∧m.Z ≡ x ≤ 100 ∧ i := i + 11;m; m.Z (∗)
x > 100 ∧m.Z ≡ x > 100 ∧ i := i− 10.Z (∗∗)

Estudiemos el comportamiento de m para el primer valor no trivial, i = 100,

i = 100 ∧m.Z
= ∵ (∗)

i = 100 ∧ i := i + 11.m.m.Z
= ∵ semántica asignación

i := i + 11.(i = 111 ∧m.(m.Z))
= ∵ (∗∗), para Z == m.Z

i := i + 11.(i = 111 ∧ i := i− 10.m.Z)
= ∵ lema de sustitución

i := i + 1.(i = 101 ∧m.Z)
= ∵ (∗∗)

i := i + 1.(i = 101 ∧ i := i− 10.Z)
= ∵ lema de sustitución

i = 100 ∧ i := i− 9.Z

Finalmente encontramos:

[i = 100 ∧m.Z ≡ i = 100 ∧ i := i− 9.Z ] (i100)

Veamos el valor anterior, i = 99,

i = 99 ∧m.Z
= ∵ (∗)

i = 99 ∧ i := i + 11.m.m.Z
= ∵ semántica asignación

i := i + 11.(i = 110 ∧m.(m.Z))
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= ∵ (∗∗), para Z == m.Z
i := i + 11.(i = 110 ∧ i := i− 10.m.Z)

= ∵ lema de sustitución
i := i + 1.(i = 100 ∧m.Z)

= ∵ (i100)
i := i + 1.(i = 100 ∧ i := i− 9.Z)

= ∵ lema de sustitución
i = 99 ∧ i := i− 8.Z

Podemos pues conjeturar el comportamiento de m:

∀n : n ≤ 100 : [i = n ∧m.Z ≡ i = n ∧ i := i− n + 91.Z ] (in)

que probaremos en dos fases. (Observe antes el lector que, para i = 91, el
comportamiento de m serı́a igual que el de la sentencia nada).

— FASE I: para 90 ≤ n ≤ 100, lo haremos por inducción sobre n. El caso base
n = 100 ya ha sido probado. Veamos el paso inductivo, para n < 100:

i = n ∧m.Z

= ∵ n < 100,(∗)
i = n ∧ i := i + 11.m.m.Z

= ∵ semántica asignación

i := i + 11.(i = n + 11 ∧m.(m.Z))

= ∵ 101 ≤ n + 11, (∗∗), para Z == m.Z

i := i + 11.(i = n + 11 ∧ i := i− 10.m.Z)

= ∵ lema de sustitución

i := i + 1.(i = n + 1 ∧m.Z)

= ∵ n + 1 ≤ 100, HI

i := i + 1.(i = n + 1 ∧ i := i− (n + 1) + 91.Z)

= ∵ lema de sustitución

i = n ∧ i := i− n + 91.Z

— FASE II: para n ≤ 90, lo haremos por inducción sobre n. El caso base
n = 90 ha sido establecido en la fase anterior. Consideremos pues n < 90,
y la siguiente prueba del paso inductivo:

i = n ∧m.Z

= ∵ n < 90,(∗)
i = n ∧ i := i + 11.m.m.Z

= ∵ semántica asignación

i := i + 11.(i = n + 11 ∧m.m.Z)

= ∵ Si n + 11 < 90 usamos HI; si 90 ≤ n + 11 < 101, usamos la Fase I

i := i + 11.(i = n + 11 ∧ i := i− (n + 1) + 91.m.Z)

= ∵ lema de sustitución
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i := i− n + 91.(i = 91 ∧m.Z)

= ∵ Fase I

i := i− n + 91.(i = 91 ∧ i := i.Z)

= ∵ lema de sustitución

i = n ∧ i := i− n + 91.Z

Finalmente calculemos, para z ≤ 100, la expresión

i = z ∧m.(i = 91)
= ∵ (in)

i = z ∧ i := i− z + 91.(i = 91)
= ∵ sustitución

i = z

de donde tendremos {i = z ≤ 100}m{i = 91}. EJEMPLO

EJEMPLO 9.14 (Cálculo del factorial) Sea la siguiente definición para el cálculo
del factorial, donde todas las variables son enteras

pfact = [[ n = 0 → x := 1
n > 0 → n := n− 1; pfact; n := n + 1; x := x ∗ n ]]

Nos planteamos probar la corrección del esquema

{N ≥ 0}n := N ; pfact{x = N !} (∗)

Una primera forma es utilizar la definición de pfact como lı́mite de los trans-
formadores de predicados pfactn descritos en la Sección 9.1; para estos es po-
sible probar (es engorroso pero fácil), si N ∈ N,

n := N ; pfact1.(x = N !) ≡ N = 0
n := N ; pfact2.(x = N !) ≡ N = 0 ∨N = 1
. . .
n := N ; pfactk.(x = N !) ≡ 0 ≤ N ≤ k − 1 (1)

de donde tendrı́amos

n := N ; pfact.(x = N !)
= ∵ n := N es continuo

ĺımk(n := N ; pfactk).(x = N !)
= ∵ definición de lı́mite en T , y (1)
∃k : k ∈ N : 0 ≤ N ≤ k

= ∵ CP
N ∈ N
Veamos otra forma de probar la corrección del triplete (∗). Comencemos

viendo algunos valores de los predicados n = k ∧ pfact.Z para distintos valo-
res de k:

n = 0 ∧ pfact.Z
= ∵ semántica puntos fijos y condicional (0)

n = 0 ∧ x := 1.Z
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n = 1 ∧ pfact.Z
= ∵ semántica p.f. y condicional

n = 1 ∧ n := n− 1; pfact; n := n + 1; x := x ∗ n.Z
= ∵ semántica composición, conjuntividad

n := n− 1.(n = 0 ∧ pfact;n := n + 1; x := x ∗ n.Z)
= ∵ por (0)

n := n− 1.(n = 0 ∧ x := 1.n := n + 1.x := x ∗ n.Z)
= ∵ sustitución

n = 1 ∧ n := n− 1.x := 1.n := n + 1.x := x ∗ n.Z
= ∵ x := 1 conmuta con n := n− 1 – Ejercicio 6.30 o Lema 4.7(iii)

n = 1 ∧ x := 1.n := n− 1.n := n + 1.x := x ∗ n.Z
= ∵ n := n− 1 es inversa de n := n + 1 – Definición 6.24) o Lema 4.7(i)

n = 1 ∧ x := 1.x := x ∗ n.Z
= ∵ lema de sustitución – Lema 4.7(i)

n = 1 ∧ x := n.Z
= ∵ semántica sustitución (pruébese por inducción sobre Z)

n = 1 ∧ x := 1.Z

Vamos a demostrar, por inducción sobre N ∈ N, que

n = N ∧ pfact.Z ≡ n = N ∧ SN .Z (N)

donde los programas Sk se definen en forma inductiva

S0
.= x := 1

SN
.= SN−1;x := x ∗N

Obsérvese que los programas Sk no dependen de la variable n. De la definición
de Sk podemos probar, por inducción sobre N :

∀N : N ∈ N : SN .(x = N !) (1)

de donde obtendremos

{n = N}pfact{x = N !}
= ∵ definición de triplete, y (N)
{n = N}SN{x = N !}

= ∵ definición de triplete, (1)
Cierto

Queda entonces probar (1) y (N). Veamos (1) por inducción:

— CASO BASE: trivial.

— PASO INDUCTIVO:

SN+1.(x = (N + 1)!)

= ∵ definición de SN+1

SN .(x := x ∗ (N + 1).(x = (N + 1)!)

= ∵ semántica asignación

SN .(x ∗ (N + 1) = (N + 1)!)

= ∵ N > 0
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SN .(x = N !)

= ∵ HI

Cierto

Vemos (N) por inducción, para N ≥ 1:

— CASO BASE (N = 1). Estudiado anteriormente.

— PASO INDUCTIVO; supongamos N > 1

n = N ∧ pfact.Z

= ∵ semántica puntos fijos, n > 0

n = N ∧ n := n− 1; pfact;n := n + 1; x := x ∗ n.Z

= ∵ conjuntividad, semántica composición

n := n− 1.(n = N − 1 ∧ pfact.(n := n + 1; x := x ∗ n.Z))

= ∵ HI, N − 1 > 0

n := n− 1.(n = N − 1 ∧ SN−1.(n := n + 1; x := x ∗ n.Z))

= ∵ definición de sustitución

n = N ∧ n := n− 1; SN−1; n := n + 1; x := x ∗ n.Z

= ∵ SN−1 no depende de n y conmuta con n := n− 1 – Ejercicio 6.30

n = N ∧ SN−1; n := n− 1; n := n + 1; x := x ∗ n.Z

= ∵ n := n− 1 es inversa de n := n + 1

n = N ∧ SN−1; x := x ∗N.Z

= ∵ definición de Sk

n = N ∧ SN .Z EJEMPLO

9.15 [325] (Setiembre, 92) (pongamos C ≡ Cierto)

(A) Siendo SI == [[ C → U C → V ]] , probad [SI.X ≡ U.X ∧ V.X]

(B) Probad, utilizando (A),

[[ a → U b → V b → W ]] .X = [[ a → U b → [[ C → V C → W ]] ]] .X

(C) Sea m el procedimiento definido con la ecuación recursiva

m = [[ i > 10 → nada i ≤ 10 → i := i + 2; m; m i ≤ 10 → i := i + 2; m ]]

Probad [m.X ≡ i > 10 ∧ X ∨ i ≤ 10 ∧ i := i + 2; m.(X ∧ m.X)].
(D) Probad {i = 10}m{X} ≡ {i = 10}i := i + 2{X}.

9.16 (Febrero, 99) Sea el procedimiento

m = [[ i > 6 → nada
i ≤ 6 → i := i + 1; m; i := i + 2 ]]

(A) Siendo X un predicado arbitrario, probad

[i = 6 ∧ m.X ≡ i = 6 ∧ i := i + 3.X]
[i = 5 ∧ m.X ≡ i = 5 ∧ i := i + 6.X]

(B) Deducid la validez de los tripletes: {i = 6}m{i = 9}, {i = 5}m{i = 11}.
(C) ¿Es correcto el triplete {i = 2}m{i = 17}?
(D) ¿Qué expresión tiene f(k) si debe verificar {i = k}m{i = f(k)}, para k < 5?
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9.3. Procedimientos con parámetros. Llamadas por
valor y por nombre

Un procedimiento anónimo se describe con la sintaxis

{parámetros : . . . → programa}
donde el programa puede contener sentencias variables, pero en ese caso da-
das en un entorno; si el procedimiento es recursivo será un entorno adecuado
donde aparezca nombrado tal procedimiento.

EJEMPLO 9.17 Comenzamos estudiando el procedimiento nombrado

máx = {x, y :∈ Z→ [[x ≤ y → m := y x ≥ y → m := x ]] }
Los procedimientos son útiles cuando aparecen en sentencias en forma de lla-
madas; una tal sentencia, bien nombra al procedimiento describiendo la susti-
tución a realizar (es una llamada nombrando al procedimiento y la asignación
de parámetros, como por ejemplo máx(3, 4)), o bien, puede aparecer el proce-
dimiento completo

{x, y :∈ Z→ [x ≤ y → m := y x ≥ y → m := x](3, 4)

Demos en primer lugar la semántica en ausencia de recursión. Una llamada
queda capturada por una sustitución de parámetros; ası́, la llamada máx(3, 4)
esencialmente se interpreta como la sustitución x, y := 3, 4 sobre el cuerpo del
procedimiento, resultando la condicional (obsérvese que desaparece el sı́mbolo
”:” de la expresión de tipo x, y :∈ Z)

{3, 4 ∈ Z→ [[ 3 ≤ 4 → m := 4 3 ≥ 4 → m := 3 ]] }
cuya semántica la definimos en la forma

3, 4 ∈ Z ∧ [[ 3 ≤ 4 → m := 4 3 ≥ 4 → m := 3 ]] .X

y cuyo resultado final es m := 4.X , que el lector podrá interpretar fácilmente:
la llamada máx(3, 4) tiene como efecto asignar 4 a la variable m. EJEMPLO

En general, la llamada {p : . . . → φ}(a) tiene por semántica

[p := a]tp(p) ∧ ([p := a]φ).X (llamada por nombre)

Obsérvese que primero realizamos la sustitución de parámetros [p := a] y des-
pués aplicamos sobre el predicado X ; de aquı́ se concluye que la semántica
que estamos utilizando es llamada por nombre; si lo hacemos al revés se obtiene
la llamada por valor

[p := a]tp(p) ∧ [p := a](φ.X) (llamada por valor)

En ambos casos aparece [p := a]tp(p). Es decir, la semántica del paso de paráme-
tros es estricta ya que si la evaluación del parámetro da error el resultado es
aborta; si suprimimos tal predicado se obtienen semánticas no estrictas; por
ejemplo la llamada por necesidad es la llamada no estricta y por valor

[p := a](φ.X) (llamada por necesidad)
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EJEMPLO 9.18 Sea el procedimiento

y a 1 = {x :∈ Z→ [[ Cierto → y := 1 Falso → y := x ]] }
y evaluemos de varias formas la llamada y a 1(1/0):

– por necesidad

[x := 1/0]([[ Cierto → y := 1 Falso → y := x ]] .X)
=

[x := 1/0](y := 1.X)

= ∵ si x no aparece en X

y := 1.X

y de aquı́, [ y a 1[1/0].(y = 1) ≡ Cierto ].

– por valor o por nombre

[x := 1/0]tp(x) ∧ . . .
=

1/0 ∈ Z ∧ . . .
=

Falso

de donde y a 1(1/0) = aborta. EJEMPLO

9.19 Probad que si la sentencia φ no asigna ninguna variable de la expresión a entonces:

[p := a]φ.X = [p := a](φ.X)

y la semántica por valor y por nombre coinciden. Este no es el caso general, como
muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 9.20 Dado el procedimiento (x, y :∈ Z)

curioso = {i :∈ Z→ x := i; y := i}
parece obvio el predicado curioso(a).(x = y). Pero esto no es cierto en todos
los casos; en particular si la expresión a contiene alguna variable asignada por
el cuerpo del procedimiento; como por ejemplo en

curioso(x + 1).(x = y)
= ∵ semántica por nombre

[i := x + 1]′i :∈ Z′ ∧ [i := x + 1](x := i; y := i).(x = y)
=

x + 1 ∈ Z ∧ x := x + 1; y := x + 1.(x = y)
=

x ∈ Z ∧ x := x + 1.(x = x + 1)
=

Falso

mientras que si evaluamos por valor

curioso(x + 1).(x = y)
= ∵ semántica por valor

[i := x + 1]′i :∈ Z′ ∧ [i := x + 1](x := i; y := i.(x = y))
=

x + 1 ∈ Z ∧ i := x + 1.Cierto
=

x ∈ Z EJEMPLO
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Si p es una variable, entonces el programa p := a; φ tiene por semántica

p := a;φ.X
=

p := a.(φ.X)
= ∵ p es una variable, semántica estricta de la asignación (página 55)

[p := a]tp(p) ∧ [p := a](φ.X)

Es decir, la misma semántica de la llamada por valor {p : . . . → φ}(a); por
tanto, y operacionalmente, ello significa primero evaluar el valor a, asignarlo a p
y después ejecutar φ; es decir, la información relativa al parámetro se pasa por
valor ¿Cuál es en ese caso la diferencia? En el cuerpo del procedimiento

{p : . . . → φ}

p es una variable local, mientras que en

p := a; φ

p debe ser una variable global en el contexto del programa. ¿Cuál de las dos
semánticas tiene más sentido? Es evidente que las dos, y de hecho cada len-
guaje tiene su propio mecanismo de paso de parámetros; nosotros considera-
remos siempre la semántica en el paso de parámetros por nombre, por lo que
el predicado

{i :∈ Z→ x := i; y := i}(x + 1).(x = y)

es falso; obsérvese que realmente el problema es que el procedimiento provoca
efectos laterales sobre variables globales (x, y :∈ Z) y sabemos que los efectos
laterales no son bien recibidos.

EJEMPLO 9.21 Sean las definiciones

A,B,C, D ∈ Z; — constantes enteras
m :∈ Z;
máx = {x, y :∈ Z→ [[x ≤ y → m := y x ≥ y → m := x ]] }

Vamos a demostrar la corrección del esquema

m := A;
máx(m,B); máx(m, C);máx(m,D)
{m = máximo(A,B, C, D)}

Para ello basta calcular (con semántica por nombre)

m := A; máx(m,B).(m = máximo(A,B))
= ∵ semántica por nombre

m := A.(m, B ∈ Z∧
[[ m ≤ B → m := B m ≥ B → m := m ]] .(m = máximo(A,B)) )

= ∵ semántica selectiva
m := A.(m, B ∈ Z ∧ (m ≤ B ⇒ m := B.m = máximo(A,B))∧
(m ≥ B ⇒ m := m.m = máximo(A, B)) )

= ∵ semántica asignación
m := A.(m, B ∈ Z ∧ (m ≤ B ⇒ B = máximo(A,B))∧
(m ≥ B ⇒ m = máximo(A,B)) )
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= ∵ semántica asignación
A,B ∈ Z∧
(A ≤ B ⇒ B = máximo(A,B)) ∧ (A ≥ B ⇒ A = máximo(A,B))

= ∵ CP
A,B ∈ Z EJEMPLO

El siguiente ejemplo modela el paso de resultados.

EJEMPLO 9.22 Considérense las definiciones

A,B ∈ Z; — constantes enteras
z :∈ Z;
max2 = {x, y, m :∈ Z→ [[ x ≤ y → m := y x ≥ y → m := x ]] }

donde hemos sustituido la variable m del ejemplo anterior por un parámetro.
En este contexto tiene sentido una llamada tal como max2 (A,B, z) y el signi-
ficado será recoger en la variable z el valor del máximo; en efecto:

max2 (A,B, z).(z = máximo(A,B))
= ∵ semántica por nombre

[x, y,m := A,B, z](x, y, m :∈ Z) ∧
[x, y,m := A,B, z][[x ≤ y → m := y

x ≥ y → m := x ]] .(z = máximo(A,B))
= ∵ sustitución, z :∈ Z

A,B ∈ Z ∧ [[ A ≤ B → z := B A ≥ B → z := A ]] .(z = máximo(A,B))
= ∵ semántica selectiva y asignación

A,B ∈ Z∧
(A ≤ B ⇒ B = máx(A,B)) ∧ (A ≥ B ⇒ A = máximo(A,B))

= ∵ CP
A,B ∈ Z EJEMPLO

9.4. Semántica para llamadas recursivas

Como en el caso de procedimientos o sentencias nombradas (sin paráme-
tros), podemos incluir un entorno o contexto donde declarar cada programa
variable, sea ésta del procedimiento con parámetros o sin ellos; si el cuerpo φ
de un procedimiento

{p : . . . → φ}
no tiene programas variables, entonces está perfectamente definida la semánti-
ca (por nombre) de las llamadas. Consideremos ahora φ un programa con una
variable S, y sea la declaración

S = {p : . . . → φ}
donde φ puede contener llamadas a S con parámetros; en ese caso, para cada
expresión a y para cada transformador t ∈ T , tenemos un transformador

[S := t][p := a]{p : . . . → φ} .= [p := a]tp(p) ∧ [S := t][p := a]φ

y la aplicación
t 7−→ [p := a]tp(p) ∧ [S := t][p := a]φ

es continua y tiene un mı́nimo punto fijo, que es la semántica de S(a).
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EJEMPLO 9.23 Sea la definición del factorial

x :∈ N
xfact = {n :∈ N→ [[ n = 0 → x := 1 n > 0 → xfact(n− 1); x := x ∗ n ]] }

vamos a demostrar, por inducción, ∀N : N ∈ N : [xfact(N).(x = N !)].

— CASO BASE: para N = 0 tenemos, ptle

xfact(0).(x = 0!)

= ∵ semántica por nombre y punto fijo

0 ∈ N ∧ [[ 0 = 0 → x := 1 0 > 0 → xfact(−1); x := x ∗ 0 ]] .(x = 0!)

= ∵ semántica condicional

x := 1.(x = 0!)
=

Cierto

— PASO INDUCTIVO; supongamos [xfact(N).(x = N !)], entonces, ptle

xfact(N + 1).(x = (N + 1)!)

= ∵ semántica por nombre, punto fijo y condicional

xfact(N); x = x ∗ (N + 1).(x = (N + 1)!)

= ∵ semántica composición y asignación

xfact(N).(x ∗ (N + 1) = (N + 1)!)

= ∵ definición de p!

xfact(N).(x = N !)

= ∵ HI

Cierto EJEMPLO

Ejercicios
9.24 [326] Sean las definiciones

u :∈ N
xfact = {x, n :∈ N→

[[ n = 0 → x := 1 n > 0 → xfact(n− 1, x); x := x ∗ n ]] }

Demostrad que se cumple ∀N : N ∈ N : xfact(N, u).(u = N !).

9.25 Sean las definiciones

u :∈ N
eucl = {x, y, z :∈ N→

[[ y = 0 → z := x y > 0 → eucl(y, x mod y, z) ]] }

Demostrad por inducción

∀a, b : a, b ∈ N : a > b ⇒ [ eucl(a, b, u).(u = MCD(a, b)) ]

AYUDA.- El conjunto C ≡ N × N es un conjunto bien construido para la relación de
orden lexicográfica.
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9.26 [326] Sea T el procedimiento definido con la ecuación recursiva

T = S; [[ b → T ¬b → nada ]]

donde S es una sentencia sana y continua.

(A) Dad la semántica de T en forma inductiva.

(B) Sea el bucle R .
= ∗ [[ b → S ]] ; probad [ T.X ⇒ S.R.X ].

(C) Probad, utilizando la semántica inductiva de R, [ S.R.X ⇒ T.X ].

(D) Deducid de (B) y (C) que T = S;R ¿Qué interpretación tiene?

9.27 Escribid los primeros términos de la sucesión de transformadores que aproximan al
transformador de A para el sistema formal de definiciones recursivas

A = [[ b → B ]] B = [[ b → A ]]

Probad que ∀X :: ¬({b}A{X})

9.28 [327] Siendo x una variable entera, sea T el procedimiento recursivo

T = [[ x > 0 → x := x− 1; T
x ≤ 0 → T ]]

Demostrad vı́a puntos fijos que T : T = aborta.

9.29 [328] Siendo x e y variables enteras, sea el procedimiento

asig = {i :∈ Z→ [[ x 6= i → x := y x = i → y := i ]] }

(A) ¿Es cierto el triplete {Cierto}asig(x + 1){x = y} según que consideremos
semántica por valor o por nombre?

(B) Escribid una llamada de la forma asig(E) que tenga semántica por valor y se-
mántica por necesidad distintas.

9.30 [328] Sea el procedimiento

euc = {x, y, z :∈ N→ [[ x > y → euc(x− y, y, z)
x < y → euc(x, y − x, z)
x = y → z := x ]] }

Demostrad: ∀a, b ∈ N : a, b > 0 : euc(a, b, u).(u = MCD(a, b)).
AYUDA.- Si P ≡ N− {0}, el conjunto C ≡ P× P es un conjunto bien construido para la
relación de orden lexicográfica.

9.31 [329] (Diciembre, 92) Sea el procedimiento recursivo (véase también el Ejemplo 9.11
de página 195):

m = [[ i > 100 → nada i ≤ 100 → i := i + 1; m; m ]]

Completad los comentarios de la siguiente demostración del triplete

{i = 100}m{i = 101}
= ∵

[i = 100 ⇒ m.i = 101]
= ∵

[(i = 100 ∧ m.i = 101) ≡ i = 100]

Pero, ptle
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i = 100 ∧ m.i = 101
= ∵

i = 100 ∧ i := i + 1.m.m.i = 101
= ∵

i := i + 1.(i = 101 ∧ m.m.i = 101)
= ∵

i := i + 1.(i = 101 ∧ m.i = 101)
= ∵

i := i + 1.(i = 101 ∧ i = 101)
= ∵

i = 100

9.32 [329] (Junio, 99) Sea el procedimiento recursivo (x :∈ N)

f = {y, a, u :∈ N→ [[ y > 0 → f(y − 1, x ∗ a, u)
y ≤ 0 → u := a ]] }

(A) Probad ∀a, x, y : a, x, y ∈ N : [f(y, a, u).(u = axy)].

(B) Probad el triplete {Cierto}a := 1; f(p, a, u){u = xp}, siendo p, a, u :∈ N.

9.33 (Junio, 00) Sea el procedimiento (z :∈ Z es una declaración global):

mul = {x, y :∈ Z→ [[ x = 0 → z := 0
x 6= 0 → mul(x− 1, y); z := z + y ]]

Probad ∀a, b : a ∈ N ∧ b ∈ Z : [ mul(a, b).(z = ab) ].

9.34 [329] (Setiembre, 01) Probad el triplete {i = 100}m{i = −101}, siendo
m = [[ i < 0 → i := i + 1

i ≥ 0 → i := i− 1; m; i := i− 1 ]]

9.35 [330] Sea Azarx012
.
= [[ x > 0 → x := 0 x > 1 → x := 1 x > 2 → x := 2 ]] .

(A) Estudiad los tripletes:

{x = a > 0}Azarx012{0 ≤ x < a} {x > 1}Azarx012{x = q}

(B) Estudiad el bucle ∗[[ x > 0 → Azarx012 ]]

(C) Estudiad el procedimiento recursivo definido como:
m = [[ x ≤ 3 → Azarx012

x > 3 → x := x− 2; m; x := x + 2 ]]
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[Ruiz Jiménez et al., 2000] Ruiz Jiménez, B. C., Gutiérrez López, F., Guerrero
Garcı́a, P., y Gallardo Ruiz, J. E. (2000). Razonando con Haskell. Una Introduc-
ción a la Programación Funcional. José E. Gallardo Ruiz (editor).
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