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Prélogo

Quien puede hace, quien no puede ensefia
G. Bernard Shaw, Man and superman, 1903.

El objetivo del presente libro es el de servir como libro de texto de la asig-
natura LENGUAJES DE PROGRAMACION, correspondiente al tercer curso de los
estudios de Ingenierfa Informadtica de la Universidad de Mélaga. Este texto es
el resultado de mi experiencia docente durante mds de trece afios.

A grandes rasgos, la asignatura estd dedicada a la Semdntica de los Lenguajes
de Programacion, haciendo especial énfasis en dos modelos semanticos para un
lenguaje imperativo simple: el modelo de transformadores de predicados de E.W.
Dijkstra, y la 16gica de C.A.R. Hoare. Con objeto de dar una visién més amplia,
la asignatura se complementa con aspectos relativos a los estilos semanticos
operacionales y denotacionales. Tales modelos son aplicados sistematicamente
a la escritura de programas, o programacién, que es como se conoce esta disci-
plina usualmente en la literatura cientifica.

La programacion, en un &mbito académico, y por consiguiente en este texto,
incluye necesariamente el término programacién correcta, que es atin temido en
la enseflanza quizdas porque exige ciertas habilidades matematicas.

La Programacién como una Actividad Cientifica La historia del calculador
estd enormemente ligada a la historia de las descripciones algoritmicas; Blas
Pascal, aprovechando el mecanismo contador a base de ruedas dentadas (od6-
metro, descrito por Herén de Alejandria varios siglos antes) y las descripciones
algoritmicas facilitadas para las operaciones aritméticas elementales, constru-
ye su mdquina de sumar alrededor del afio 1642. La asociacién de estas dos
ideas, mecanismo dentado y algoritmo, parece que constituye el nacimiento del
calculador. Artilugios parecidos, como la maquina multiplicadora de Leibniz
aparecida treinta afios méas tarde, van surgiendo con esta asociacion de ideas
hasta hace muy pocos afios.

Sin menospreciar las ideas de ilustres matematicos como Pascal o Leibniz,
la nocién de computador se debe al también matematico inglés Charles Bab-
bage, quien, alrededor del afio 1860, disefia su Mdquina Analitica; esta admitia
una programacion (externa) basada en el mecanismo de tarjetas perforadas del
telar de Jacquard (1801); desde una libreria fisica se montaban paquetes de tar-
jetas correspondientes a rutinas para funciones matematicas; estas rutinas con-
trolaban el cdlculo (movimiento de ruedas dentadas) a realizar con los datos
suministrados por otro juego de tarjetas perforadas. Desde que Ada Augusta
de Lovelace (hija del poeta Byron) programé el famoso ingenio de Charles Bab-
bage, se vislumbr6 la capacidad conceptual de abstraccién sobre una maquina.
El propio Babbage escribiria ([Babbage, 1864]):

10bras completas, traduccién en Ed. Suramericana, Buenos Aires, 1950, pagina 320.
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...ahora todos los desarrollos y operaciones del andlisis matemdtico pue-
den ser ejecutados mediante maquinas . . . La Mdquina Analitica influird de-
cisivamente en el desarrollo de la ciencia. Cuando pretendamos resolver un
problema con su ayuda, necesariamente hemos de preguntarnos ;qué pro-
cedimiento de cilculo emplearemos para que la maquina obtenga el resul-
tado en el menor tiempo posible?

Desde ese afio (1864) se acepta que la programacion obedece a unas necesi-
dades concretas: la comunicacién de algoritmos para su realizaciéon automatica
en un computador. Los algoritmos se describen a través de programas. Curio-
samente, el problema de la correccién de los programas surge ya en estos afios.
Parafraseando a Ada Augusta de Lovelace: las maquinas, muy testarudas, se
empefian en hacer lo que se les dice, no lo que el programador queria decirles.

¢ Es la Programacion una ciencia?

La pregunta anterior es crucial. Si admitimos una respuesta afirmativa ten-
dremos dos conclusiones importantes; por un lado, es tradicional incluir den-
tro de la cultura general de cada individuo los aspectos fundamentales de cada
ciencia; por otro, el caracter cientifico (aspectos tedricos, modelado, etc) debe
reflejarse en su ensefianza.

Durante el nacimiento de la programacién su ensefianza y préctica eran
simples: dibujo de un diagrama de flujo, codificacion, test y depuraciéon. La
componente artistica era muy elevada y los Cursos de Programacion se limita-
ban practicamente a describir algtin lenguaje. Investigaciones posteriores mo-
dificaron tal punto de vista aunque hoy en dia, incluso en &mbitos universita-
rios, todavia quedan rasgos de tal componente artistica. Segin [Arsac, 1985],
la evolucién de las técnicas de programacion queda reflejada en tres extraordi-
narios textos: The art of computer programming [Knuth, 1968], A discipline of pro-
gramming [Dijkstra, 1976] y The science of programming [Gries, 1981]. En 13 afios
pas6 de ser un arte a ser una ciencia, lo que oblig6 a los ensefiantes a cambiar
sus métodos. Tal evolucién debe entenderse desde el punto de la ensefianza
superior (los tres libros citados no son en ninguna forma elementales).

Numerosos autores justifican una respuesta a la pregunta anterior descri-
biendo la naturaleza de la programacion como una actividad cientifica [Hoare, 1971],
y atin maés lejos, otros sostienen que los conceptos de la programacion son tan uni-
versales como las matemiticas [Hebenstreit, 1985]. Un ejemplo de este punto de
vista lo proporciona brillantemente Edsger W. Dijkstra, que en mdltiples articu-
los y ensayos muestra una profunda analogia entre la actividad del matemético
y la actividad del programador; asi, comienza su articulo Why correctness must
be a mathematical concern ([Dijkstra, 1981]) con el siguiente problema:

una urna contiene bolas blancas y negras; se extraen dos bolas,
anadiéndose posteriormente una negra si estas eran del mismo color
o una blanca si eran de colores diferentes; este paso se repite cuantas
veces sea posible; puesto que en cada paso decrece en una unidad
el total de bolas (se extraen dos y se afiade una) en un ntimero finito
de pasos quedard una sola bola; la pregunta es ;qué puede afirmar-
se sobre el color de la tdltima bola en funcién del contenido inicial
de la urna?
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La simulacién del juego en casos particulares conduce a conjeturar: la pa-
ridad del niimero de bolas blancas es decisiva; en efecto, es facil ver que en cada
paso no se altera la paridad del ntimero de bolas blancas; por ello, si el nimero
inicial de bolas blancas es impar, la dltima serd blanca. Dijkstra observa que
tal argumento permite solucionar el problema en todos los casos, para todos
los estados iniciales y para todos los juegos posibles. Por ello la solucién dada
tiene las siguientes caracteristicas propias de las matematicas: (a) la respuesta
es general (para todos los juegos posibles), (b) es precisa y (c) estd justifica-
da por un razonamiento convincente y exacto. En definitiva, el programador,
como el matemiético, debe trabajar con generalidad, precisién y conviccién.
La programacién es pues una actividad de indudable naturaleza matematica;
[Dijkstra, 1981]:4 afiade

...por un desafortunado accidente histérico, la programacion se ha con-
vertido en una actividad industrial en los Estados Unidos en un momento
de profunda influencia en la educacion . ..

Sobre el lenguaje de programacién Desde un punto de vista educacional,
quiero recoger algunas observaciones interesantes sobre el papel que puede
jugar la eleccion del lenguaje de programacion en la escritura de un texto de
programacion. En tales observaciones veremos el descontento con los lenguajes
existentes por parte de autores de indudable importancia.

Donald Knuth, en el prélogo del primer volumen de The Art of Computer
Programming ([Knuth, 1968]:x) dice: ...un programador estd profundamente in-
fluenciado por el lenguaje en el que escribe sus programas. A continuacion justifica
la eleccién de un lenguaje de bajo nivel como MIX frente a un lenguaje (que el
llama algebraico) como ALGOL, diciendo que en muchos problemas de interés
tratados en su texto es mds importante el arte del programador (por razones de
eficiencia) que la comodidad en la escritura de programas. Otros autores tam-
bién reflejan tal componente artistica. Por ejemplo, para [Wirth, 1973], Ia progra-
macion debe entenderse como el arte o técnica de construir y formular algoritmos en
forma sistemdtica. Se trata de una disciplina constructiva, sintetizadora, y con entidad
propia.

En Fundamentals of Computer Algorithms [Horowitz y Sahni, 1978], en la pa-
gina 4 de la introduccién aparece:

... la eleccién de un lenguaje para la descripcion de algoritmos es dificil
... consideramos inicialmente algunos lenguajes existentes, como ALGOL,
FORTRAN o PASCAL. En primer lugar, deseamos escribir nuestros algo-
ritmos sin enfatizar las idiosincrasias de un lenguaje determinado. En se-
gundo lugar, cada lenguaje tiene sus seguidores y detractores ...

Asi, proponen un nuevo lenguaje que llaman SPARKS, con profundo sabor
pascaliano y que incorpora algunos conceptos, como el polimorfismo; sin em-
bargo, tal lenguaje incorpora idiosincrasias propias, como la construccién loop
... if ... exit o variables globales declaradas en procedimientos. Por ello, las razo-
nes expuestas por los autores no estdn muy justificadas; mds atin si tenemos en
cuenta que enfatiza demasiado la existencia de un preprocesador para un com-
pilador de FORTRAN ;Quizés la verdadera razén de los autores sea el querer
contentar a todos los programadores de lenguajes como PASCAL o0 FORTRAN?
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Edsger [Dijkstra, 1976] en el prefacio de su texto A Discipline of Programming
(xiii—xiv), dice:
...responder a la pregunta ;qué lenguaje de programacién vamos a utili-
zar? no es una mera cuestion de presentacion. Cualquier herramienta crea
habitos y un lenguaje de programacion, como herramienta, influye en el
habito de pensar . ..

Llega a la conclusién de que ninguno de los lenguajes existentes responde a
su proposito, y que no es necesario disefiar para la exposicion de su texto un
lenguaje completo, sino solamente un mini-lenguaje en el que las construc-
ciones fundamentales estén profundamente justificadas por la metodologia a
desarrollar. Afortunadamente, esta nueva forma de programar ha sido exporta-
da brillantemente por muchos autores utilizando lenguajes existentes, por lo
que la metodologia propuesta por Dijkstra ha sido mds general de lo que se
pensaba, enfatizando que la programacion es una rama formal de la matemdtica
[Dijkstra y Feijen, 1984]:v., en la cual la l6gica matemadtica es una herramienta
indispensable.

Los textos antes citados contienen los fundamentos de la programacién de
computadores y son considerados esenciales desde el punto de vista educacio-
nal. En los tres se justifica la introduccién de un nuevo lenguaje para enfatizar
que la linea de exposicién del texto hace necesaria la introduccién de un len-
guaje comodo para la descripcion de las ideas que se desarrollan. Atn asi, el
punto de vista de Dijkstra es el que més ha influido en el desarrollo de gran
parte del presente texto, asi como en el enfoque que he dado a la asignatura.

Sobre el contenido del presente texto El texto estd dividido en cinco partes.
La primera de ellas estd dedicada a los conceptos matemadticos y herramientas
mas ttiles en programaciéon. Ademads de un capitulo introductorio, que puede
leerse como complementario a este prélogo, el capitulo primero estd dedica-
do al célculo de predicados sobre espacios de estados. En él desarrollamos la
l6gica de predicados que seréd utilizada en el resto del libro, asi como una herra-
mienta esencial en la formacién de un Informaético: el principio de induccién,
dando distintas equivalencias del concepto de conjunto bien construido.

El estilo utilizado en las demostraciones es el propuesto por Edsger W.
Dijkstra, aparece suficientemente justificado en [Dijkstra y Scholten, 1990], y
ya fue utilizado por otros matematicos del siglo pasado, como Cauchy. La
razén fundamental de su uso es que permite comunicar de forma clara y pa-
so a paso una demostracién matematica. El uso de una tnica notacién para
este prop0sito es esencial: el profesor y todos los alumnos, durante las cla-
ses, en sus ejercicios personales, en los examenes, etc, deberan acostumbrarse
a exponer los pasos de un razonamiento riguroso de forma inequivoca, lo que
facilita la tarea de revision de los ejercicios por los tutores. Tal estilo fue am-
pliamente discutido y aceptado durante la celebracién del University of Texas
Year Programming y es utilizado sistematicamente por distintos autores, entre
ellos [Bird y Wadler, 1988], y los colaboradores de [Dijkstra, 1990, Huet, 1990].
El mismo estilo es también utilizado en otras asignaturas de nuestra escuela
[Ruiz Jiménez et al., 2000] en las que se hace necesaria una descripcién formal
de las demostraciones.

También en el Capitulo 2 de esta primera parte se exponen las herramien-
tas mds ttiles de la teorfa de dominios, como son los teoremas del punto fijo
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y las técnicas de construccién de dominios. Tanto desde el punto de vista de
la semdntica denotacional, como desde el punto de vista de los transforma-
dores de predicados, los resultados de este capitulo son imprescindibles para
modelar (seménticamente) la recursién y los procedimientos.

En la segunda parte se desarrolla la semantica de Dijkstra relacionandola
con la légica de Hoare. Para ello comenzamos describiendo un lenguaje muy
simple indeterminista y con bucles, dando la seméantica de los bucles en for-
ma inductiva, para después completarla via los teorema del punto fijo. Con
numerosos ejemplos se enfatiza la necesidad de proceder a una construccién
metddica de los programas, sobre todo en aquellos que intervienen bucles, des-
cribiendo distintas estrategias de disefio basadas en invariantes y contadores
generalizados de los bucles. Durante la exposicién se muestra como se usan
las herramientas expuestas en la primera parte del texto y de forma unificada.
Por ejemplo, el principio de induccién se utilizara para probar distintas propie-
dades del lenguaje (salubridad, continuidad, etc) o para encontrar la seméntica
de programas en presencia de bucles, o incluso probar propiedades de la 16gica
de Hoare, a través de induccién sobre las derivaciones en la l6gica. Esta par-
te termina con un capitulo final dedicado a las construcciones recursivas y los
procedimientos con pardmetros.

La tercera parte del texto estd dedicada a otros estilos semanticos: operacio-
nales y denotacionales, dedicando un capitulo a cada uno. Una vez descrito el
estilo operacional con distintos ejemplos introductorios, se procede a modelar
dos lenguajes imperativos, uno determinista, y otro indeterminista, que es el
utilizado en la segunda parte del texto. De esta forma, serd facil establecer la
conexioén con la légica de Hoare y los transformadores de predicados.

En el siguiente capitulo exponemos una introduccién a los modelos denota-
cionales, haciendo especial hincapié en la necesidad de hacer uso de los resul-
tados de la teorfa de dominios con objeto de modelar la no terminacién o el in-
determinismo, donde se justifica las distintas construcciones correspondientes
a los dominios potencia. Ademads de un lenguaje funcional simple, se expone
la seméntica denotacional de los mismos lenguajes utilizados en las partes pre-
cedentes. De esta forma el alumno deberd comparar y valorar los tres estilos
semanticos esenciales.

Muchos ejercicios y ejemplos tratados en el texto proceden de ejercicios pro-
puestos en clases o en examenes realizados entre los afios 1989 y 2003. En estos
se reflejan los tépicos mds interesantes de la asignatura, ya que estos son los
que mayormente aparecen en los exdimenes.

Terminamos el texto con las soluciones a los ejercicios propuestos, dando en
cada caso soluciones alternativas o incluso relacionandolos con otros ejercicios
o resultados ya demostrados en otros capitulos.

En un principio pretendi que este texto fuera una revisién corregida de la
edicién que con idéntico titulo publiqué en el afio 1999; durante el proceso de
revisién he introducido muchos cambios, tanto de contenido y de notacién,
como de estructura, por lo que el resultado final es un texto muy diferente.

Malaga, Setiembre de 2003
BLAS C. RUIZ
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Capitulo 0

Introduccion

0.0. Modelos Semanticos

Un programa es correcto si cumple su especificaciéon. Desde el punto de vis-
ta del programador la especificacién de un programa es una formulacién l6gica
y/o algebraica de lo que debe realizar. La verificacion consiste en demostrar ma-
tematicamente que un programa es correcto. Es imposible demostrar la correc-
cién de un programa si no se puede describir formalmente cada construccién
del lenguaje. La correccién estimula un enfoque riguroso de la programacién y
motiva una definicién formal de la sintaxis y de la seméntica de los lenguajes.
La correccién cada vez tiene mds influencia en el disefio de lenguajes.

La definicién de un lenguaje (sintaxis y semantica) tiene dos objetivos; uno
es determinar aspectos para una correcta implementacién: disefiar un compila-
dor que se ajuste a la estructura semadntica. El otro objetivo es de cara al progra-
mador: sintetizar programas correctos asi como verificar programas ya escritos.

modelos declarativos
semanticos (Herbrand)

predicativos denotacionales transformadores
(Floyd, Hoare) (Scott, Strachey) (Dijkstra)

de compilacién

operacionales

Figura 0: Modelos Semdnticos

Siguiendo a [Wegner, 1984] y [Schmidt, 1988]:1-4, un modelo semantico es
una terna M = (£, D, ¢), donde

v L es un dominio sintdctico, o conjunto de programas.
v" D es un dominio semdntico o de especificaciones.

v' ¢ esuna aplicacién: SeLl— ¢(S)eD,

1
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de forma que ¢(S) es el significado o comportamiento de S.

Los modelos seménticos se clasifican en términos de la naturaleza del do-
minio seméanticol:

— Modelos de compilacién. El dominio semantico es un conjunto de pro-
gramas objetos. La semantica de un programa es un c6digo ejecutable
por cierto procesador.

— Modelos deductivos. Estdn basados en sistemas de inferencia o teorias,
donde los elementos de la teoria capturan los posibles computos. Ejem-
plos de estos son los

v" Operacionales: especifican los cémputos a través de sistemas de tran-
sicién que vienen determinados por un sistema de inferencia.

v Axiométicos predicativos: capturan a través del calculo de predica-
dos las especificaciones, y a través de una teoria o célculo, la relacién
entre especificaciones de entrada y salida (pre y poscondiciones).
Ejemplos de ellos son los modelos de Floyd y de Hoare.

— Modelos funcionales. En estos el “significado”de un programa esta de-
terminado por una funcién abstracta que permite obtener lo que computa
un programa. La definicién estd estructurada: partiendo de la funcién
correspondiente a cada construccién del lenguaje y con ciertas reglas, se
define la funcién final. Las estructuras de control del lenguaje se definen
a partir de la composiciéon de funciones elementales; por ejemplo, el bucle
da lugar a una funcién recursiva. Ejemplos de estos modelos son el

V' denotacional de Scott/Strachey, combinacién del rigor matematico
del modelo de Dana Scott con la notacién elegante de Christopher
Strachey.

v' de Dijkstra, basado en transformadores de predicados.

— Modelos Declarativos. Modelan lenguajes 16gicos. Con ciertas restriccio-
nes, las consecuencias légicas de un programa se identifican con un mo-
delo (minimo modelo de Herbrand), que a su vez puede también identi-
ficarse como el punto fijo de cierta funcional. En la literatura anglosajona
se describen con Model-theoretic semantics [Kowalski, 1979].

Todos los modelos son interesantes y estan interrelacionados. Desde el pun-
to de vista de la programacién, los modelos axiomaticos son méas apropiados
ya que capturan las propiedades deseadas cémodamente en forma predicativa,
por lo que son interesantes de cara a la sintesis de programas y su verificacion.
Una vez formuladas tales propiedades, una semdntica denotacional propor-
ciona el significado del programa; una demostracién formal probard que tal
semantica captura las propiedades del sistema axiomatico (se trata de dar la
equivalencia de tales semanticas). Finalmente, la seméantica operacional permi-
te construir un intérprete. La demostracion de la equivalencia seméntica de la
denotacional con la operacional permite probar la correccién del intérprete.

Damos a continuacién algunas ideas mas precisas de los modelos que estu-
diaremos.

'En [Berg y o., 1982]: 15 puede verse un diagrama completo de los distintos modelos con los
principales trabajos de investigacién y aportaciones.
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0.1. Modelos operacionales

En estos se describe como se ejecutan los programas sobre una computado-
ra virtual, abstraccién del modelo de implementacién. La funcién seméntica
viene dada por una relacién entre estados iniciales y finales, que modela las
transformaciones sobre el espacio de estados £. La seméntica de un programa
seria la traza que produciria el intérprete (o el conjunto de posibles trazas, si el
programa es indeterminista).

Hay varios estilos para definir la relacién de transicién. Normalmente se
hace obedeciendo a la estructura del programa, por lo que podemos hablar de
semdntica operacional estructurada [Hennessy, 1990]. Por ejemplo, la semdntica
operacional natural [Nielson y Nielson, 1992] para un lenguaje imperativo es
una relacién

At € X Prog— &€

donde Prog es el conjunto de todas las sentencias, y £ el conjunto de estados
posibles (que a su vez estan descritos por los valores de las variables). La ex-
presion (p, S) — s p’ significa que la ejecucion de la sentencia S, partiendo del
estado p, puede terminar en el estado p'. La relaciéon — » puede ser descrita
con un sistema de inferencia o célculo, y normalmente se describe en forma
estructurada. Por ejemplo, para la composicién de sentencias tenemos la regla

(p.S)»n o (PT) >N p”
(p, S;T) —=n p”
en la cual se indica que es posible realizar la transicion (p, S;T) —x p” sies

posible realizar las transiciones particulares de la parte superior de la regla.
Las principales desventajas de los modelos operacionales son

v La semdntica es el conjunto de trazas del programa.

v" La descripcién algoritmica del intérprete puede ser tan compleja o mas
que el propio lenguaje en si.

v Es dificil demostrar la equivalencia de los programas, y por tanto, es
dificil desarrollar una metodologia simple de cara a la programacion.

0.2. Modelos denotacionales

Como en todos los modelos funcionales, en estos se da la funcién que trans-
forma directamente un programa en su significado, utilizando una funcién va-
lor denotada usualmente con [ _]:

S—[S] €D  —denotacién o significado

Al igual que en la semdntica operacional, el valor [ S] se determina en forma
estructurada, por lo que la funcién [ -] se puede obtener a través de otras mds
sencillas, en las que pueden intervenir varios dominios de denotaciones; en
estos modelos la teoria de dominios es esencial, y tiene la ventaja adicional de
poder interpretar las propiedades de los programas viendo cémo se reflejan en
propiedades de los dominios involucrados. Tales modelos son mds abstractos
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(no especifican transiciones) y permiten estudiar las partes individuales de la
semdntica sin examinar la definicién entera.

A modo de ejemplo, consideremos como dominio seméntico D el espacio
de funciones £ — &, de forma que [S] es una funcién que a cada entorno o
estado inicial le hace corresponder otro estado final. En ese caso, la denotacién
de la composicién begin S; T end se puede obtener en la forma siguiente:

[begin S;T end].p = [T]-([S].p)

Este modelo tan simple no puede contemplar ni errores, ni la no terminacién, ni
el indeterminismo. Para obtener indeterminismo necesitamos admitir un posi-
ble conjunto de estados finales, por lo que el valor [ S] .p seria un subconjunto
de &, y por tanto [ S] € £ — P(£). Para contemplar los errores de evaluacién
de expresiones hay que introducir un valor especial, normalmente denotado
con L, que representa un estado (abstracto) al que conduce las evaluaciones
erréneas, de forma que el dominio a utilizar serfa ahora la suma disjunta de
dos dominios, D = £ + {_L}. Pero aqui no acaban los inconvenientes ya que
para capturar la no terminacién debemos incorporar un nuevo elemento. De
esta forma, la semantica de la composicién secuencial ya no es tan simple, y
los dominios utilizados deben ser estudiados convenientemente con objeto de
formalizar otras construcciones, como la recursién o los procedimientos.

0.3. Modelos axiomaticos predicativos

Estos parten de la posibilidad de capturar subconjuntos de estados y con-
figuraciones del sistema via el calculo de predicados. Un predicado caracte-
riza un conjunto de estados. Se caracterizan las construcciones del lenguaje a
través de una teoria asociando teoremas especiales de la teoria a construccién del
lenguaje. Por ejemplo, en el modelo de Hoare, estos teoremas son los tripletes
{Y}S{X}. Tales modelos son mds abstractos que los operacionales, ya que la
semantica de S es el conjunto de todos los posibles tripletes que pueden ser
inferidos en la teoria.

Los trabajos de Robert Floyd Los primeros trabajos sobre la definicién de
un lenguaje de programacion en forma axiomitica aparecen en los afios 60.
Ejemplo de ello es el trabajo de Robert [Floyd, 1967] publicado con el titulo
Assigning meaning to programs, que serd posteriormente formalizado por Tony
[Hoare, 1969] y Zohar [Manna, 1974].

El método de Floyd consiste en asignar asertos o predicados a ciertos pun-
tos del diagrama de flujo correspondiente a un programa. Tales asertos descri-
ben relaciones entre las variables en tal punto del programa. En este modelo el
problema de la verificacion se establece en la forma siguiente: dadas una pos-
condicién (predicado de salida, o output predicate, como denomina Floyd), una
precondicién (predicado de entrada o input predicate) y un programa, se trata
de demostrar que las ejecuciones del programa con entradas satisfaciendo la
precondicién conducen a su terminacién verificando la poscondicién. Para ello
define el significado o semdntica de las primitivas del lenguaje en términos de
pre y poscondiciones. A través de reglas de inferencia define la composicién de
sentencias. Para un bucle o ciclo del diagrama de flujo, Floyd fija un punto ar-
bitrario del bucle llamado punto de corte (cut point) asociandole un predicado
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I e intenta probar que si la ejecucién comienza en tal punto con el predicado I
cierto deberia ser cierto al volver a dicho punto. Esta idea inspirard mas tarde
a Dijkstra para introducir su concepto de invariante.

Floyd afirma que el método de verificaciéon basado en induccién por aser-
tos (inductive-assertions method) parte de la necesidad de una adecuada defi-
nicién del lenguaje de programacion. Puede verse con detalle tal método en
[Manna, 1974]:174-189, y también descripciones breves en [Knuth, 1968]:15 y
en [Wirth, 1983]: 21-26.

Los trabajos de Hoare Basdndose en los trabajos de Floyd, Carlos Antonio
Ricardo (C.A.R.) Hoare escribe en 1969 su célebre articulo An Axiomatic Basis
for Computer Programming [Hoare, 1969]. En este trabajo desarrolla una nota-
cién lineal del formalismo de Floyd, introduciendo el triplete {X}S{Y}? para
expresar la siguiente idea: si la ejecucion del cédigo S comienza en un estado sa-
tisfaciendo la precondicion X, y si la ejecucion termina, el estado final verificard la
poscondicion Y. A continuacién da una serie de axiomas y reglas de inferencia,
que son descritas brevemente tomando como base el lenguaje ALGOL. De esta
forma se pueden caracterizar programas completos. Entre las reglas aparecen
las siguientes:

(xXps{vy  {vi1{z} {(PAbIS{Q}  {PA-DIT{Q}
{X}begin S;T end{Z} {P}if bthen Selse T fi{Q}
y para los bucles considera la regla
{I NOYS{I}
{T}while b do S{I}

Una regla especial, llamada refinamiento, permite obtener tripletes a partir de
teoremas del cdlculo de predicados y de otros tripletes:

P = Pl  {P}S{Q} [ = ¢
{P1s{Q}

La légica de Hoare mezcla tripletes con teoremas del célculo de predicados
sobre un espacio de estados. C.A.R. Hoare escribiria en su articulo de 1969:

...Cuando la correccién del programa, el compilador y el hardwa-
re del computador han sido establecidos con certeza matematica,
es posible asignar gran confianza a sus resultados, y predecir sus
propiedades con una seguridad limitada solamente por la fiabilidad
de la electronica ...

El estilo axiomatico de Hoare serd aplicado posteriormente a PASCAL. Uno
de los primeros trabajos es [Wirth y Hoare, 1973], An axiomatic Definition of the
Programming Language Pascal. En éste trabajo, aparecen reglas para las estructu-
ras de control y otras para las estructuras de datos, operadores, etc. Los trabajos
de Hoare crean escuelas en varios campos. Por un lado, el campo de la en-
sefianza de la programacion: desde el afio 72 se ensefiaba en cursos de progra-
macién en las universidades. Numerosos textos han estado influenciado por

2En su trabajo original los tripletes los describe en la forma X {S}Y’, aunque en trabajos poste-
riores usa la notacion del presente texto.
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estas ideas, por ejemplo, [Wirth, 1973, Wirth, 1976, Alagic y Arbib, 1978]. Otro
campo de investigacién donde influyen los trabajos de Hoare es en la especifi-
cacién de tipos abstractos de datos [Liskov y Zilles, 1974]. El tercer campo es en
el disefio de posteriores lenguajes. Como hemos dicho, tales ideas se aplicaron
a PASCAL, pero se han tenido presentes en el disefio de nuevos lenguajes, como
EucLID [Popek y Horning, 1977] o EIFFEL [Meyer, 1988]. Finalmente citaremos
también la influencia del método de Floyd-Hoare en sistemas de verificacién
automatica, basados a su vez en axiomas y reglas de inferencia.

El método de Hoare tiene una ventaja clara: modela directamente la no ter-
minacién, y con ligeros cambios también es posible modelar el indeterminis-
mo. Por el contrario, tiene dos inconvenientes importantes; el primero es que
no puede ser utilizado para calcular Y en funcién de S y de X, con objeto de
que se cumpla {Y'} S{X}. El segundo es que el calculo captura correccién parcial
([Manna, 1974]:170), [Gries, 1981]:109).

El problema de la correccion total fue resuelto por Robert Floyd y formaliza-
do por Zohar [Manna, 1974] utilizando el método de los conjuntos bien cons-
truidos (well-founded-set method) (un conjunto parcialmente ordenado se dice
bien construido si toda sucesion decreciente es finita). Para probar la termina-
cién de un bucle se asocia al predicado I del punto de corte un valor dentro
de un conjunto bien construido, de tal forma que en cada paso los valores for-
man una sucesiéon decreciente, por lo que el ntimero de pasos serd finito y el
bucle debe terminar. Este método serd mejorado posteriormente por Dijkstra
introduciendo el concepto de contador de un bucle.

Manna y otros autores ([Gries, 1981]) utilizan la notacién {P}S{Q} para
capturar correccion total: si la ejecucion del cédigo S comienza en un estado satis-
faciendo la precondicion P, entonces la ejecucion de S termina en un estado final ve-
rificando Q. Como curiosidad diremos que la notacién anterior es utilizada por
Manna indistintamente para correccion total y parcial, mientras que Wirth la
utiliza en su Systematic Programming para la correccién parcial guiado por el cri-
terio de Pascal de incluir entre llaves los comentarios que conforman la docu-
mentacién de un programa (véase [Wirth, 1973]:37). En este trabajo de Wirth ya
se utiliza con precision la idea actual de invariante: dado el bucle while b do S,
un invariante es un predicado I verificando {I A b}S{I}. [Wirth, 1973]:24 diria
al respecto:

... la leccién que todo programador debe recordar es que la indicacién
implicita del invariante esencial de cada repeticion representa el elemento
de mds valor de la documentacion de un programa. . .

Los métodos axiomaticos son deductivos y tienen las limitaciones de los sis-
temas deductivos. Una limitacién importante es que una demostracién puede
contener errores. Otra limitacion es que se ha demostrado [Berg y o., 1982] que
existen construcciones cuya semdntica no puede ser expresada completamente
por reglas de inferencia en un sistema deductivo. Segin el teorema de incom-
plecién de Godel (en todo sistema deductivo existen teoremas que no pueden
ser demostrados en el sistema) se deduce que un modelo semantico deductivo
contiene programas cuya correccién no puede demostrarse.

Los trabajos de Dijkstra En los trabajos citados anteriormente se hace espe-
cial énfasis en la verificacién y no en la sintesis de programas correctos. Por
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ejemplo, en muchos casos el invariante del bucle es conocido por el programa-
dor antes de la verificacién, pero esto no es necesariamente cierto y a veces el
verdadero problema es buscar el invariante; por otro lado, cierta informacién
sobre el invariante permitira la sintesis de programas con bucles.

En el texto A Discipline of Programming, Edsger [Dijkstra, 1976] desarrolla un
método axiomatico con un enfoque constructivo haciendo hincapié en el desa-
rrollo de programas correctos mds que en la verificacién. Estudia la solucién
minima de la ecuacién en Y: {Y }S{X}, que es denotada con wp(S, X) (weakest
precondition), de forma que

Y}S{X} = [V = wp(S,X)]

y la implicacién debe leerse para todos los estados. Dijkstra parte de la idea de
que podemos conocer la seméntica de un programa o mecanismo S si conoce-
mos su transformador de predicados, es decir, una regla que permita derivar
wp(S, -), y ello se consigue en forma composicional. La estrategia seguida por
Dijkstra en su modelo es: (1) definir wp(S, -) para sentencias simples, y (2) dar
reglas para calcular wp(S, _) a partir de los transformadores de las componen-
tesde S.

Asf, la sintesis de programas consiste en: dada una poscondicién X, buscar
un programa S de forma que el valor wp(S, X) puede ser satisfecho para una
amplia clase de situaciones. O sea, dada una descripcién estdtica de X (un
predicado) pasar a una descripcién dindmica S.

El modelo de Dijkstra es utilizado a veces como sinénimo de sintesis de pro-
gramas correctos en forma disciplinada, y opera hacia atrds ya que permite calcular
la precondicién de un programa para una especificacién dada. Como dice Da-
vid Gries: ahora podemos mostrar que la programacién puede ser practicada como una
ciencia [Gries, 1981]:301.

Dijkstra hace especial hincapié en su texto en la btisqueda de invariantes y
desarrolla estrategias muy generales para ello. La demostracién de la termina-
cién de bucles la hace en forma paralela a la sintesis de programas correctos,
introduciendo los contadores enteros basados en los conjuntos bien construi-
dos usados por Robert Floyd.

El lenguaje propuesto por Dijkstra es simple, elegante y contiene dos apor-
taciones importantes: (1) el uso de secuencias guardadas y (2) el indetermi-
nismo implicito en el lenguaje. La asimetria de la notacién de ALGOL if = >
y then m := x else m :=y fi trata la sentencia m := y como un defecto, y como
dice [Dijkstra, 1976]:214, los defectos provocan desconfianza. Asi, Dijkstra utiliza
la siguiente notacién simétrica y elegante:

if >y — m:==x
O yz>x — m:=y

fi

Los conceptos introducidos por Dijkstra tendran importancia en el disefio de
posteriores notaciones para la concurrencia, como CSP (Communicating Sequen-
tial Processes [Hoare, 1978, Hoare, 1985], ADA [ANSI-83, 1983] y GHC (Guarded
Horn Clauses) [Ueda, 1985].

El texto de Dijkstra es dificil de leer y ha servido de base para la escritura
de numerosos textos de metodologia de la programacién; entre ellos citemos
[Gries, 1981] y [Dijkstra y Feijen, 1984], los cuales suavizan el trabajo anterior.
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Dijkstra no fue el primero en considerar los transformadores de predicados
para definir la seméantica de las construcciones. Floyd, en su modelo original
utilizaba un transformador de predicados sve(S, @), siendo tal predicado la
poscondicién mds fuerte (strongest verifiable consequent) que verifica {Q}S{R},
de forma que se verifica:

{P}S{R} = [svc(S,P) = R]
Asi, por ejemplo tendriamos
sve(mdx :=bmix =a A méx <b)=Jr:médx=bAz=aAzx <b

Al contrario que el modelo de Dijkstra, el modelo anterior opera hacia adelante,
ya que el transformador de predicados svc permite calcular la poscondicion.
Por cuestiones metodolégicas, el modelo de Dijkstra es preferible al de Floyd
por dos razones: es més sencillo y desde el punto de vista de lo que se quiere
obtener (la poscondicién) es mds natural pensar en una funcién wp(S, ), que
aplicada a X permita obtener la situacién de partida més favorable.

En [Dijkstra, 1976] cada programa S esté caracterizado por el transforma-
dor de predicados wp(S, -). En un trabajo posterior, [Dijkstra y Scholten, 1990],
catorce afios més tarde, cada programa S queda caracterizado por los valores
wp.S.Ciertoy wip.S.X, de forma que se tiene la relacién

[wp.S. X = wp.S.Cierto N wlp.S.X ]

donde la notacién punto3 representa la aplicacion. Es decir, wp.5.X debe leer-
se como la aplicacién de la funcién wp.S al argumento X, y a su vez, wp.S
denota la aplicacién de la funcién wp al argumento S. Asi, wp.S es una aplica-
cién parcial. La funcional wlp weakest liberal precondition es el transformador de
predicados que captura la correccién parcial.

En la ecuacién anterior vemos que en vez de dar wp.S.X se da su descom-
posicion. Aunque este punto de vista puede tener ciertas ventajas, nos parece
oportuno seguir en este texto el punto de vista original y, por tanto, la seménti-
ca de un programa S estara definida por el transformador wp.S.X . Los tripletes
de Hoare podrian obtenerse via la ecuacién

{YIS{X} =Y = wp(S, X)]

Las propiedades del lenguaje pueden estudiarse directamente a través de las
propiedades de los transformadores. Por ejemplo la conjuntividad de los trans-
formadores permite deducir la propiedad de monotonia, y ésta, permite com-
probar que la légica de Hoare es en cierta forma equivalente a la descripcién
via transformadores de predicados.

3Introducida ya por Cauchy en su Curso de Andlisis [Cauchy, 1821].



Capitulo 1

Calculo con Estructuras Booleanas

1.0. Predicados sobre un espacio de estados

Denotemos con £ el conjunto de los estados posibles en los que puede en-
contrarse una maquina, cuyo funcionamiento podemos describir con un pro-
grama S. Normalmente, el conjunto de estados queda caracterizado por el con-
junto de variables del programa. A modo de ejemplo, supongamos que las va-
riables de cierto programa vienen declaradas en la forma

u,v:€ Nyw:€ B

Como es usual, esto significa que u y v son variables de tipo N (el conjunto de
los naturales) y w de tipo B, siendo éste el conjunto {C'ierto, Falso} (escalares
l6gicos) con los operadores 16gicos usuales: = (equivalencia), A (conjuncién),
V (disyuncién), = (implicacién), - (negacién). En ese caso el conjunto de
estados puede describirse como el producto cartesiano de los conjuntos de va-
lores asociados a las variables: A" x N x By cada variable es vista como una
proyeccion:
w:E—B

Hablaremos de estructuras como sinénimo de expresiones; existen estruc-

turas enteras, booleanas, matriciales, funcionales, etc. La estructura booleana

u>3ANv<0

asocia a cada estado un valor 16gico; los operadores 16gicos sobre estructuras
booleanas se indicardn con los mismo simbolos que los correspondientes a 3:
(=, A,V, =, ). Estos pueden definirse a partir de los operadores légicos so-
bre los escalares booleanos. Por ejemplo, para un estado o € £ definimos

(u>3Av<0)o = (u>3)oA(v<0)o

que se lee: el valor de la funcién v > 3 A v < 0 en el estado o es la conjuncién
de valores de los predicados u > 3 y v < 0 en el estado o. De esta forma se
puede definir el valor de una estructura booleana conocida su sintaxis. Nétese
que el significado del operador infijo A en la expresiéon u > 3Av < 0 es
diferente al significado del mismo operador en la expresioén Cierto A Falso:
sobrecargamos los operadores ya que no es posible confundirlos. En definitiva,
el conjunto P de predicados o estructuras booleanas es un algebra.

Un predicado X puede ser cierto para todos los estados del sistema; ello
significa que X (como funcién) es constante, por lo que tendremos

(Vo :0€&:X.0)=Cierto

9
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[Dijkstra y Scholten, 1990] introducen una notacién mas compacta
[X] = Clierto

con el uso del operador everywhere descrito con corchetes [ X| que se leerd ‘X es
cierto para todos los estados’ (o también, X ptle); el operador [o] es un cuantifi-
cador universal

[o] : P—B

EJEMPLO 1.0 Para el espacio de estados correspondiente a la declaracién
u:€ {-1,0,1}

se verifica [u < 1] = Clerto, que escribiremos simplemente [v < 1]. De la

misma forma [u > 1] = Falso.

En general, dada una estructura arbitraria X, [X] es o Cierto o Falso, aun-
que X pueda tomar valores no constantes; esto se indica diciendo que X es
una estructura booleana, mientras que [X] es un escalar booleano. Puesto que
B contiene dos escalares, existirdn dos estructuras booleanas constantes:

Cierto, Falso : £ — B
[Cierto] = Cierto
[Falso] = Falso

De la misma forma que hemos sobrecargado los operadores l6gicos, sobrecar-
gamos Clierto y Falso; esto permite considerar el operador [o] sobre el espacio
trivial B de forma que este operador es idempotente

Ya que la equivalencia anterior es sobre el espacio trivial suprimimos los cor-
chetes redundantes

Los escalares booleanos son las tinicas soluciones de la ecuacién anterior.

Se podria definir el célculo de predicados sobre un espacio de estados a par-
tir de los operadores 16gicos sobre estructuras booleanas para dar a continua-
cién las propiedades de tales operadores como teoremas; por ejemplo, serian
teoremas la ley de Augusto de Morgan

(X VY)=-XA-Y]

o la regla de oro

(XAY=X)=(Y=XVY)

[Dijkstra y Scholten, 1990] sugieren un método alternativo muy original: parti-
mos de axiomas para los operadores légicos (compatibles con la l6gica de 3)
deduciremos como teoremas las identidades mds importantes. De esta forma,
nuestro modelo sobre un espacio de estados concreto (dado por las variables
de un programa) quedara validado si demostramos que los operadores ele-
mentales verifican los axiomas correspondientes. En la Seccién 1.6 volveremos
a tratar el punto de vista tradicional.
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La regla de Leibniz. Esquemas de demostracion.

Pretendemos establecer la conservacién de la igualdad con la aplicacién. Si
x e y denotan estructuras sobre un espacio de estados, la regla de Leibniz se
escribe

x=y = Vf:fa=fy (leid)
o también, teniendo en cuenta la funcién identidad
x=y=Nf:fa=fy) (leid)

También se utilizara el principio de extensionalidad: dos funciones son iguales
si y solo si toman los mismos valores; es decir:

f=g9g=Wz: fax=gx) (ext)

expresion dual de la regla de Leibniz.

Si X y X’ son predicados, la igualdad de éstos se establece como [X = X'].
Si f es un transformador de predicados (una funcién de P en P), aplicando la
regla de Leibniz obtenemos

X=Y] = [fX=[Y]
mientras que para la funcién [f] : P — B se tendria
X =Y] = [fX]=[fY]

Las implicaciones anteriores pueden describirse via esquemas de demostra-
cion' en la forma siguiente:

[f.X] f.X
= X =Y, leib = L [X =Y, leib

[f.Y] Yy

Obsérvese que con los esquemas anteriores se obtienen distintas conclu-
siones: con el primero obtenemos [f.X] = [f.Y], mientras que con el segundo
obtenemos [f.X = f.Y|; pero ambos usan la regla de Leibniz.

Una consecuencia importante de la regla de Leibniz.— Los esquemas de demos-
tracion del presente texto se basan en la propiedad de que los transformadores
de predicados que verifican la regla de Leibniz son sustitutivos: si sustituimos
parte de un predicado por un término equivalente (ptle) se obtiene otro predi-
cado equivalente ptle. En particular, para la funcién identidad, se verifica

(X =Y] = [X]=[Y]

NOTA 1.1 Laimplicacién contraria no es cierta; por ejemplo, para el espacio de esta-
dos dado por la declaracion x :€ N tenemos

[x>2]=[x>3

ya que ambos coinciden con Falso, mientras que [z > 2 = x > 3] es Falso ya que para
los estados dado x = 3 los predicados x > 2 y x > 3 tienen valores distintos.

1Seguiremos las recomendaciones de [Huet, 1990, Dijkstra, 1990] para describir esquemas.
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La regla de Leibniz permite obtener
X=Y] = (Y=2]=[X=2)])
de donde se deduce,
X=Y|AlY =2Z] = [X=7]

que es una version débil de la transitividad, pero permite deducir la correccién
del siguiente esquema de demostracion de la identidad [X = Z] a partir de las
identidades [X =Y]e[Y = Z]:

X

= X =Y]
Y

= Y =Z]
Z

1.1. Equivalencia, conjuncién e implicacion
POSTULADO 1.2 (Equivalencia) La equivalencia es asociativa y simétrica:
(X=(¥=2)=(X=Y)=2) (aso =)
(X =Y)= (Y =X)] (sim =)

El operador equivalencia es esencial y el primero que se introduce. De los sus
postulados obtenemos

X EV) = =x)
- C’ier;fo B

y de la misma forma
(X=Y=Y)=X]

de donde el predicado (Y = Y') es neutro para la equivalencia (es el tnico
neutro salvo equivalencias) y lo llamaremos C'ierto, sobrecargando la corres-
pondiente constante de B,

[X = Cierto = X] (neu =)

A partir de la siguiente prueba

(X = X]
= Uneu =

[X = (Cierto = X)]
= Uneu =

Cierto

obtenemos la reflexividad
[X = X] (ref =)
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POSTULADO 1.3 (Conjuncién) Postulamos para el operador A (conjuncién), con
mds precedencia que =, los axiomas de asociatividad, idempotencia y la pseudo-distri-
butividad

XAY=2)=XANY=ZANX=X] (dis N =)

Del axioma dis A =, tomando todas las letras iguales a X, se obtiene
[X A Cierto = X| (new A)
y tomando Y por Z se deduce la simetria
(XAY =Y A X]| (sim A)
Aplicando dis A = dos veces, seguida de la asociatividad de =, tenemos
XANY=Z=T)=XANY=ZANX=XAT] (dis N ==)
asi como

(X=Y)A(Z=T)
= (dis N =2)
XANZ=XANT=YANZ=YANT=X=Y=Z=T)|
El hecho de que [ ] es un cuantificador universal se captura con el siguiente

POSTULADO 1.4 El operador [] es conjuntivo: [ X NY] = [X] A [Y].

DEFINICION 1.5 (Implicacién) El operador = queda definido por*

[X =Y = (XAY=X)]
De la definicién, junto a (neu A ) obtenemos [X = Clierto].
LEMA 1.6 El operador [ ] es mondtono
VXY o [X = Y] = (X] = [Y)

Demostracion.—

X = Y]
= - Definicién 1.5

X AY =X]
= - leib®

(X AY] = [X]
= *.[ ] es conjuntivo — Postulado 1.4

(XA Y] = [X]

= *.* Definicién 1.5

X] = [¥]

OBSERVACION.— Definimosla X <Y = [X = Y. Ellector puede comprobar
que < es una relacién de orden sobre P. El Lema 1.6 se interpreta diciendo el
operador [ | conserva la relaciéon <. ons

2El axioma que define el operador = también se suele denominar regla de oro.
3Obsérvese que este paso es una implicacién.
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De la Definicién 1.5 se deducen trivialmente las propiedades:

X = X] X = (Y = 2)=XAY = Z]
[X = Cierto] XAX = Y)=XAY]
XAY = X] (X = V)= = X)=X=Y]

y de ellas la transitividad de = ; en efecto

(X =Y)AY = 2) = (X = 2)]
= X = (Y = 2)=(XAY = 2)
(X = YAY = 2)NX = Z]
= -.rasociativa, conmutativa
XAX = YVAY = 2Z2) = 7]
= CIXAX = Y)=XAY]
XAYAY = 2) = Z]
XAYAZ = 7]
= CIXAY = X]
Cierto

1.2. Sustitutividad y puntualidad
DEFINICION 1.7 Un transformador f se dice (fuertemente) sustitutivo si verifica
(X=Y)AfX=(X=Y)A LY (sust)

Ejemplos de transformadores sustitutivos son las constantes y la identidad:

(X=Y)AX=(X=Y)AY]
= cdis N =

(X=Y)A(X=Y)=(X=Y))
= idem A

Clierto

Si tomamos dos funciones f y g sustitutivas arbitrarias, tenemos ptle:

(X=Y)A(fX=9X) (1)
= cdis N =

(X=Y)AfX=X=Y)AgX=X=Y
= " [ y g sustitutivas

(X=Y)AfY=X=Y)AgY=X=Y
= " idem

(X=Y)A(fY =g4Y) (2)

Osea: [(1) = (2)], y la funcién h dada por h.X = f.X = g.X es sustitutiva. En
particular, tomando f como la identidad, se obtiene que = es sustitutiva en sus
argumentos. Ademas, ptle

(X=Y)A(fX NgX) (3)
= rasoc A yidem A | stm A

(X=Y)AfXAX=Y)Ng.X
= *. f y g sustitutivas
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(X=VAfYAX=Y)NgY
= *idem
(X=Y)A(fY AgY) (4)

de donde [(3) = (4)], y la funcién h.X = f.X A g.X es sustitutiva. En definiti-
va, hemos demostrado

LEMA 1.8 Se obtienen transformadores sustitutivos combinando variables y constan-
tes con los operadores A y =. En particular, la implicacién es sustitutiva.

La sustitutividad es una herramienta muy ttil en la demostracién de otras
propiedades; por ejemplo, la transitividad de =

(X=Y)A (Y =2) = (X=2)
= " definicién = (regla de oro)
(X=Y)AY=2)AX=2)=X=Y)AN (Y =2))
= fX == (Y =2Z),y(X = Z) es sustitutiva
(X=Y)AY=2)AY=2)=X=Y)AN (Y =2)
= idem A
Cierto

LEMA19 [(X = Y)A(Y = X)=X=Y]

Demostracion.— En efecto, ptle

X =YAY = X)

= " definicién = (regla de oro)
(XAY=X)A(XAY =Y)

= *.sustitutividad
(XAY=X)A(X=Y)

= *.sustitutividad
(XAX=X)A(X=Y)

= cidem A neu =

X=v

Diferencia entre sustitutividad y regla de Leibniz.— Por la pseudo-distributividad
la sustitutividad equivale a

(X=Y)A(fX=fY)=X=Y]

y también a
(X=Y) = (fX=1Y)

expresién mas fuerte que la regla de Leibniz: [X = Y| = [f.X = f.Y]. Dijkstra
llama puntuales a las funciones que verifican la implicacién

=y = fo=[fy (punt)

Por tanto, las funciones sustitutivas son puntuales. Es mds, la composicién de
funciones puntuales es puntual, asi como las constantes y la identidad, por lo
que los resultados anteriores son un caso particular.
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1.3. Ladisyuncién y la negacién
DEFINICION 1.10 El operador \ se define como aquel que verifica la regla de oro
[XAY=X=Y=XVY]| (oro)

De tal definicién se deduce que el operador V es simétrico, idempotente, ad-
mite a Cierto como elemento absorbente:

[X V Cierto = Clerto] (absV)
y distribuye a la equivalencia
XviY=2)=XVvY=XVZ (disV =)
Si calculamos X V (Y V Z) utilizando la regla de oro dos veces tenemos
XVYVZD)=XANYAND)=XANY=XANZ=YNZ=X=Y=Z7]
y permutando las letras
ZVXVY)=ZANXANY)=XANY=XANZ=YNZ=X=Y =7

de donde, debido a la asociatividad y simetria de A, tenemos la asociatividad
de V. La propiedades distributivas de V respecto de A se deducen facilmente
ya que, ptle

(XAY)V(XANZ)
oro
XAYINXANZ)=XANY=XANZ
= raso A yidem A, sim A
XANYANZD)=XAY=XNANZ
= cdis N ==
XNYANZ=Y=2)
= oro
XANYVZ)

Es decir, se verifica
[(XAY)VIXANZD)=XAN(YVZD)] (disV N)

Ademas, ptle

XV AZ)

= “oro
XANYANZD)Y=X=YNZ

= disV =, asoV
XVYVZ=XVY=XVZ

= idemV
(XVY)V(XVZ)=XVY=XVZ

= L oro

(XVY)AN(XVZ)
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y hemos obtenido
[ XV AZ)=(XVY)AN(XVZ)] (dis N V)
Otras propiedades inmediatas son las de absorcion:
[XV(XAY)=X] [XA(XVY)=X] (absor)

El operador de negacién — se puede definir de varias formas. Dijkstra lo
introduce con dos axiomas:

(X =Y)=-X=Y] [-X V X]
Quizdas sea mds simple con un sélo axioma,
DEFINICION 1.11 (Negacién, Falso) El operador — queda definido por el axioma
[XANY=X=-XVY] (neg)
y la constante Falso queda definida en la forma [Falso = =Clierto].
Una definicién alternativa al axioma (neg) es el axioma equivalente
X = Y=-XVY] (neg)
Para los escalares booleanos se verifica
[~ = b b =b
Del axioma (neg) deducimos la ley del tercio excluido
[-X V X = Cierto]
y Falso es neutro para la disyuncién
[FalsoV X = X| (absV)
Del esquema
-—XVY
= . definicién
“XANY =-X
oro
-XVvY=Y
= *.»definicién
XANY=X=Y

— © L oro

XVvY

tomando Y == Falsoy aplicando (absV) se deduce que — es su propio inverso
[—\—|X = X]
y en particular [~ Falso = Clierto]. Entonces, es facil probar las propiedades:

[Falso N X = Falso) [Falso = X] [-X = (X = Falso)]
—[X] Vv [X] = Cierto S[X] A [X] = Falso
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y de aqui que el operador —.X sea sustitutivo. Veamos, por ejemplo, la tltima:
XA [X]

= . definicién
[X] = =[X] Vv =[X]

= idemV,—[X] = [X] = Falso

_ X]=-0x]

Falso

A partir de las identidades anteriores es f4cil probar las leyes de Augusto
de Morgan

[FX VY ==(XAY)] [FXAY =-(XVY)] (de Morgan)

y la regla de intercambio

[(XAY = 2Z) = (X = -YVZ) (inter)
asi como las propiedades

(X =Y)V(Z =>T)=XAY = ZVT|
(X = 2)ANY = 2)=XVY = Z]

Veamos por ejemplo la segunda ley de Morgan; tenemos, ptle

X AY
(X = Falso) A (Y = Falso)
= cdis N =2,[Falso A - = Falso]
X ANY = Falso = Falso = Falso=X =Y = Falso = Falso

= neu =
XANY=X=Y = Falso
= "’ Oro
X VY = Falso
C S(XVY)

OBSERVACION.—- El operador [] no es disyuntivo como muestra el ejemplo si-
guiente (sobre el espacio de los naturales):

[z >2Vax < 2] = Clierto
[x > 2]V [z <2] = Falso

pero si se cumplen las siguientes propiedades. Ovs

LEMA 1.12  En general, el operador [] no es disyuntivo, pero verifica

(1) [X]V[Y] = [X VY]
(#1) [X Vb =[X]Vb
(i) [[X] = X]
(iv) [f.Cierto] A [f.Falso] = [f.X], si f es sustitutivo
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Demostracion.—

_[X]Vv[Y] = [XVY] X1 = X]

(X = XVYDA(Y] = [XVY])  [H[X]VvX]

= “leib = " [X] es booleano
(X = XVYDA(Y = XVY)) [—[X]V[X]]

= Cierto = - tercio excluido

Clierto
(i):

(X Vb =[X]VD
(X Vb = [X]VO)A(X]VI]] = [X V)
= XV [ = [X Vb)) = Ciertol, ley intercambio
-bA[X Vb = [X]
= *."bbooleana
[7O] A [X VB = [X]
= “. ] es conjuntivo
[FOA (X VD) = [X]
= *.*[] monétono
[bA (X VD) = X]
= dis AV, neu
[bAX = X]

~ Clerto

(iv): Sea f es transformador sustitutivo; entonces, ptle
X
= -.~tercio excluido, distributividad
XAfXV-XAFX
= U neu
(X = Cierto) A f.X V(X = Falso) A f.X
= *." f es sustitutivo
(X = Cierto) A f.CiertoV (X = Falso) A f.Falso
* razonando como antes
X A f.Ciertov - X A f.Falso
. [f.Ciertol, [f.Falso], idem
X A CliertoV =X A Clierto
= . tercio excluido

Clierto

NOTA 1.13 (Pruebas a partir de una tabla de verdad) La propiedad Lema 1.12(iv)
recuerda la regla de comprobacion de identidades del calculo de predicados a partir de
una tabla de verdad. En particular, para la funcion (sustitutiva)

fX = 2XV-Y =—(XAY)

tendremos [f.Cierto = Clierto] y [f.Falso = Cierto|, de donde [f.X], que seria una
prueba de la ley de De Morgan.

Otro ejemplo: probemos [M = —-BV BAM|;sea fZ = M = —-ZN ZAM.
Entonces, es facil obtener [f.Cierto = Ciertol, y [f.Falso = Cierto|; ya que f es sus-
titutivo, aplicamos Lema 1.12(d), para obtener [f.Z], y de aqui [M = —-Z N Z A M].
Obviamente encontramos una prueba directa por aplicacion de la regla de intercambio.
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Probemos, a modo de ejercicio, el siguiente
LEMA 1.14 Se verifica la siguiente identidad, ptle:
(b= P)AN(-b= Q) =bAPV-DAQ

Demostracion.— Aplicamos el Lema 1.12(d) con f.X = (b = P)A (=b = Q)
bAPV-bAQ. s

OBSERVACION.— En general, el operador [ ] no es sustitutivo; si lo fuera
(X=Y)AX]=(X=Y)A[Y]]

tomando Y == Clerto, llegamos a [X A [X] = X], que no se cumple, por
ejemplo, para X ==z > lconz :€ N. ovs

1.4. Cuantificadores

El cuantificador universal Una estructura cuantificada universalmente la es-
cribimos como Vz :: f.z, donde los :: indican un predicado/rango igual a Cier-
to. La variable x es una variable muda y consideraremos la identificacion:

(Vo 2 f.x) = (Vy == fy)]

Para dos variables se considera [(Vz :: (Vy = g.x.y) = (Vy = (Vz 2 g2y)], ¥
podemos definir:

[(Va,y :: gxy) = Yy == (Vo i g.xy)]
Para un rango no idénticamente Cierto consideraremos la
DEFINICION 1.15 [Vz :rx: f.o) = (Vo irx = f.ax)]

Se observa que el rango genera una implicacién y deducimos la siguiente
regla de intercambio entre rangos

(Vz:rax:saxV fa)= Vo -nsaz:—raV fa)

De ciertos postulados o axiomas para el cuantificador ¥V deduciremos las pro-
piedades més ttiles en el célculo.

DEFINICION 1.16 (Axiomas para el cuantificador V)

XV Ve fo)= Ve XV fa)) (disV)
[(Vz o fa) AN (Vo ::gx)= Ve faaAgax) (con¥)
(Vx:z=y: fx)=fy (punt)

El altimo axioma se llamard regla puntual (one-point rule) y en ésta es necesario
que las variables x e y sean del mismo tipo. El siguiente teorema es consecuen-
cia inmediata de la definicién.
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TEOREMA 1.17  Se verifican las siguientes identidades, ptle
(@) XVVz:raz: fa)=Nx:rz: XV fx)

(#3) (Vo :r.ax: Cierto) = Cierto
(t4i) (Vx: Falso: f.x) = Cierto
(iv) (Vx: [z =y]: Falso) = Falso
v) (Vax:raz:fax)ANNVr:rz:gx)=Ve:ra: faAgx)
(vi) (Vz:rax:fax)ANNVz:sx: fax)=Ve:raVsz: fa)
(wit) (Vz:ra:(My:sy:gaxy)=Vy:sy: (Vo :raz:gzy)
(viii) (Vax:ra:fa=gx) = Ve:roe: fo)= Ve:ra:gx)
(i) (Vx:rz:fo = gz) = (Ve:ra: fa) = Ve:roz:g.x))

La prueba del siguiente teorema ilustra el calculo con cuantificadores.

TEOREMA 1.18  Se verifican las siquientes propiedades:
(1) [(Vx:x e W : Falso) =W =]
(i) [(Ve:zeW:X)=XVW =)
(1)) W0 = [Ve:aeW : XANfa)=XANVz:2eW: fua)]

Demostracién.— Demostraremos (i) en los casos W # 0 y W = (); tenemos, ptle

VsiW = VsiW £, cony € W:
Ve :x e W : Falso Ve :x €W : Falso
= “cleib, W =) = - Teorema 1.17(vi), CP
Vo :x €: Falso /\Vx:zGW:Falso
= “x €0 = Falso Ve:zeW:=(z=y)
Va : Falso : Falso = " intercambio rango
= *.- Teorema 1.17(44) Ve :x e W : Falso
Cierto /\Vx:m:y:xgw

= cpuntcon fr==x ¢ W
(Ve:xzeW: Falso) Ny g W

= yew
Falso

Ve:xzeW: X Ve:xeW : XA fuo
= - CP = " Teorema 1.17(v)

Ve:xz €W : XV Falso Ve:zeW: X)ANMz:zeW: fux)
= *.-Teorema 1.17(4) = *.- Teorema 1.18(7)

XVVr:xeW: Falso (XVW=0)ANz:zeW: fux)
= - Teorema 1.18(4) = cSiW A

XVvW=10 XANNVe:xzeW: fa)

El cuantificador existencial se introduce con las reglas
[(Fz :: fax) = -(Va: ~f.2)] [(Fz:rx: fo)=3z:ra A fo)]

Es facil probar el siguiente teorema.
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TEOREMA 1.19  Se verifican las siquientes identidades, ptle
() XANGz:rz: fo)=Cx:ra: XA fx)

(it) (3x :r.x: Falso) = Falso
(¢i1) (Jzx : Falso: f.x) = Falso
(tv) (Fz:x=y: fa)= fy—reglapuntual
(v) Gz:re:fa)V@GBx:ra:gz)=CEx:ra: faVgr)
(wi) Gz:rax:fa)ANGr:sx:fx)=Gz:raeVsa: fa)

1.5. Conjuntos bien construidos

Aunque este apartado sera utilizado a partir del capitulo segundo, lo inclui-
mos aqui ya que utiliza propiedades del calculo de predicados antes descrito;
las ideas fundamentales estan extraidas de [Dijkstra y Scholten, 1990]:174-189.

En lo sucesivo se considera un conjunto (D, <) parcialmente ordenado.

DEFINICION 1.20 (Conjunto bien construido) Un subconjunto C C D se dice
bien construido (well-founded) si verifica, VS : S C D,

(Fz :: 2 € SNC) =C NS tiene elemento minimo (be)
Recordemos que
rxesminimode A = € AANVy:y<z:y¢gA)

Podemos manipular brevemente el predicado (bc) para eliminar la nocién de
minimo; asi, VS : S C D :

(z ::z € SNC) =C NS tiene elemento minimo

= " izquierda: intercambio en rango; derecha: definicién de minimo
Fzx:zxeS:zelC)=@rv:zeCNSAVy:y<z:y<€CNS))

= " intercambio en rango

_dr:xelC:xzeS

T3r:zeC:zeSANMy:yeCAhy<z:ygS)

DEFINICION 1.21 (Induccién sobre un conjunto) Se dice que la propiedad de
induccion es vdlida sobre C (para simplificar, C es inductivo) si se tiene, para cualquier
predicado f : D — B,
Ver:xeC: fa
= (ci)
Ve:xeC:Vy:yeChy<z:fy) = fa
Las definiciones anteriores son equivalentes:

TEOREMA 1.22 C es bien construido sii la induccién sobre C es vdlida

Demostracion.— Para probar (ci) = (bc) observamos que a cada funcién f : D —
B le podemos hacer corresponder el subconjunto S = {x € D |—f.z}, y recipro-
camente; por tanto tenemos:

(be)
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Vi:f:D—-B:(3z:z€C:~fa)=
Fz:zeC:-fanMVy:yeCry<uz:fy))
= " calculo de predicados
Vi:f:D—=B:(Vx:zeC: fux)=
Vx:zelC:fav-(My:yeCAhy<z:fy))
= ‘.- definicién de =

(ci)

TEOREMA 1.23  C es bien construido sii toda cadena decreciente en C es finita.

Demostracion.— Demostremos que C no es bien construido sii existe una cadena
decreciente en C infinita:

C no es bien construido
= *.’neg. cuantificador, intercambio en rango
3§:SCD:(Fx:xe€CNS: Cierto) #

Fzx:zelCnS:VMy:y<z:yg€SNC))

(A= B) = (A£ZB)=BA-A
= 3z irx: fa) = (3v:rao: Cierto)

(3S:CCS:(Fzx:2elCnS: Cierto) A

(Vz:zeCnNS:(Fy:y<z:yeSNC)) (nbe)

Si C contiene una cadena decreciente infinita {z,}, tomando S = {z,} =Cn
S se obtiene el predicado (nbc). Reciprocamente; supongamos (nbc); entonces
existe 2o € C N S. En general, dado z,, € C NS, debe darse

Fy:y<zp:yeSNC)

de donde existe un z,,; € CN S tal que z,,4; < x, y de aqui se obtiene una
cadena de C decreciente e infinita.

EJEMPLO 1.24 (Una curiosa aplicacién del concepto de conjunto inductivo)
Tratemos de probar que el siguiente juego termina:

Dado un saco finito de nimeros naturales (por ejemplo, un saco de
bolas cada una numerada con un natural) un movimiento consiste
en extraer una bola z y anadir un saco de bolas (con un nimero
arbitrario de ellas) con niumeros < .

La solucién al problema la da el siguiente razonamiento; supongamos que n es
una cota de los indices de las bolas del saco: todas las bolas aparecen numera-
das con un ntimero < n). El estado del saco viene determinado por un juego
de frecuencias F = (f,,..., fo) € N**! siendo f; el nimero de bolas numera-
das con i; consideremos ahora el orden lexicografico sobre N" 1, resultando un
conjunto bien construido; ahora bien, el estado F’ después de un movimiento
verifica 7/ < F ya que si se extrae una bola de indice z, se tiene:

Vitj>a:fi=fNfa=fc—1

por consiguiente toda secuencia de juegos de frecuencias es finita, por ser N* !

bien construido.
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1.6. Programasy Algebras

Teoria sobre un Algebra

Las expresiones de un lenguaje de programacién imperativo se construyen
a partir de operadores y variables. Por ejemplo, las expresiones enteras se cons-
truyen con el uso de los operadores +, *, mientras que las légicas a través de
los operadores =, no (negacion), etc. Tales expresiones se consideran sintacti-
cas, aunque tienen asignados valores dependiendo de la representacién de los
datos utilizados. Asi, en un programa pueden aparecer simbolos de constantes,
como cero, falso, y expresiones en las que intervienen funciones, tales como
suma(sucesor cero, cero), o no(x = cero), para representar las operaciones 140
0 —(valor_de_x = 0) en el dlgebra de los enteros y los booleanos. Asi, un len-
guaje de programacion tiene asociada una signatura o conjunto de simbolos de
funciones y predicados.

Una signatura ¥ es un conjunto de simbolos de funcién y simbolos de pre-
dicados conjuntamente con su signatura (nimero de argumentos)

S={f:s"—>sp:s"}

Los objetos con signatura nula son las constantes.
Dado un conjunto V de variables, el conjunto 7" de X-términos se define en
forma inductiva

t o= v —oveV
| f(t,...,t) —si fesunsimbolo de funcién

El conjunto P de predicados o ¥—férmulas sobre la signatura se define también
en forma inductiva

© u= p(t,...,t) — predicados simples
| —wlenpleVele = ple=p|Vzup|Izup

Programas sobre una signatura. >-dlgebra.

Para cada signatura ¥ con conjunto de variables V, conjunto de términos
T,y conjunto de predicados P, se puede considerar un conjunto de sentencias,
descritos por ejemplo con la sintaxis

Su=z:=t|[b—-5SOT] | x[b—S]|S;T

dondet € 7 y b € P. Y reciprocamente. Por ejemplo, para un lenguaje de pro-
gramacion que utilice solamente las constantes 16gicas (cierto, falso), la cons-
tante cero, las variables z, y, b, y las operaciones suma, -, -”, nos bastaré con la
signatura

2

Y = {suma: s> — s,cero: s, cierto: s°, falso: s°,...}

con la cual se pueden escribir términos y férmulas: suma(cero, x) © = cero.
Normalmente, la representaciéon de los datos y operaciones se realiza a
través de una interpretacion o algebra. Una Y—interpretacién o ¥-algebra A
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consiste en una asignacién de funciones y predicados sobre un dominio A
= dom A. Tal interpretacién asigna a cada simbolo de funcién f de aridad n
una funcién

fa: A" — A

o una constante de A si la aridad es cero, y a cada simbolo de predicado p de
aridad n una relacién
pa C A"

o un valor booleano si la aridad es cero.

La memoria en los lenguajes imperativos. Entornos

Los lenguajes imperativos estdn caracterizados por utilizar una memoria
que recuerda el estado de las variables de forma que

v La memoria es esencial para la evaluacién de sentencias y expresiones.

v La memoria es un medio de comunicacién entre sentencias: el comporta-
miento de una sentencia depende de la memoria, que a su vez depende
de las sentencias ejecutadas con anterioridad.

Desde un punto de vista operacional, las estructuras de un lenguaje im-
perativo quedan caracterizadas por ciertas relaciones de transicién en las que
intervienen las sentencias y la memoria. Veamos en primer lugar como se mo-
dela la memoria. El conjunto de variables de un programa es visto como una
funcién que asocia a cada simbolo de variable su valor; el conjunto de valores
de todas las variables en cierto instante es un entorno, y tal entorno permite
capturar el estado del sistema (la memoria) en cierto punto de un programa;
por ejemplo, para el programa:

var x,y : integer; z : real; b : boolean;
z:=lLy:=x+1;2:=-1,3;b:=true;

{E1}
En el punto {E;} el entorno p serd
pr=1 py =2 pz=—-13 p.b=true

o también
z 1 y 2 2 —1,3 b2 true,

Dada una »-élgebra .4, un estado o entorno p es una funcién p : ¥V — A
que asocia a cada simbolo de variable un valor de un subconjunto Dom.v C A;
tal conjunto Dom.v queda determinado por el tipo de la variable. Denotaremos
con £ el conjunto de todos los entornos.

Los entornos permiten asignar valores a los términos que tienen variables
ya que cada término ¢ es visto como una funcién ¢ : £ — A que se define en
forma inductiva

v.p = pw — para variables
flt1,...,tn).p = fa(tip,....,tn.p) — paratérminos

Los entornos también permiten asignar valores a las férmulas en forma in-
ductiva y utilizando el calculo de B; los casos base corresponden a simbolos
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constantes, cuyos valores no dependen del entorno. Para los simbolos de pre-
dicados definimos

p(t1,...,tn).p = Clierto, si(t1.p,...,tn.p) € Pa

y para el resto de férmulas

(—¢).p = (¢.p)
(pA).p = @pAihp
(pV)p = p.pVip
(¢ = v)p = @p=1p
(p=v)p = @p=thp
(Va2 p).p = VYa:a€A:pp{x:=a}
Bz p)p = Ja:a€A:pp{x:=a}
donde p{x := a} es un entorno punteado, y representa la misma coleccién de

funciones, salvo el valor correspondiente a la variable x:

- - oy, siyFew
ple:=aby = {ap, siy=x

Modelos y consecuencia légica

Un X-élgebra A es un modelo de una férmula ¢ si
Vp i p.p

que escribiremos, como es habitual, utilizando el operador [] (ptle) [¢], 0 si que-
remos hacer notar el dlgebra, en la forma A = [¢]. Si la férmula ¢ no tiene
variables libres entonces su valor coincide con el de [¢]. A es modelo de un
conjunto de férmulas M si lo es de cada una; esto lo escribiremos en la for-
ma A |= M. Es facil ver que las reglas usuales del célculo de predicados son
vélidas también sobre espacios de estados; como por ejemplo, la regla de oro

[(p = ¥) = (pAY=9)]

Se dice que una férmula ¢ es consecuencia légica de un conjunto de férmulas M,
que escribiremos en la forma M = ¢, si todo modelo de M es modelo de ¢.

Sea A una X-interpretacién; la teoria T'(.A) es el conjunto de férmulas cerra-
das (sin variables) véalidas en .A; dos interpretaciones .4 y B son equivalentes si
tienen la misma teoria, es decir T'(A) = T(B).



Capitulo 2

Elementos de 1a Teoria de Dominios

2.0. Continuidad

A lo largo de esta seccién, D serd un conjunto dotado de un orden parcial <.

DEFINICION 2.0 (Reticulo. Reticulo completo)

~

x Uy denota el supremo de x e y, 0 sea, min{z € D|z,y < z}.

x Ny denota el minimo de x e y, 0 sea, max{z € D|z < z,y}.

Si X C D, sedefinen en forma similar el supremo UX y el infimo NX.
1 = ND,yT = UD. Entonces, U) = L.

D se dice un reticulo, si para cuales quiera x,y € D, existen x Uy, x N y.

S ok LN

D se dice un reticulo completo si todo subconjunto X C D tiene supremo UX
e infimo NX. Luego en un reticulo completo existen T y L.

NOTA 2.1 Para cada reticulo completo puede probarse que sivVX :: 3(UX), entonces
VX :: 3(NX). Luego una de las dos condiciones de la definicion no es necesaria.

DEFINICION 2.2 (Conjunto dirigido y cadena)

1. Un conjunto X C D se dice dirigido si es no vacio y cualesquiera para de
elementos x,y € X admite un z € X verificando x,y < z (0 equivalentemente,
todo subconjunto finito de X tiene cota superior).

2. Un conjunto X C D se dice una cadena si es no vacio y para cualesquiera
xz,y € X,severificax <yVy<a.

De la definicién se deduce que toda cadena es un conjunto dirigido, y de
todo conjunto dirigido se puede extraer una cadena.

LEMA 2.3 Si X es dirigido, existe una cadena {x, } C X tal que UX = U{z,}.
DEFINICION 2.4 (Dominio y | —-Dominio)

1. D se dice un dominio si el orden es completo; es decir, todo subconjunto dirigido
X tiene un supremo UX (o equivalentemente, toda cadena tiene supremo).

2. D se dice 1 -dominio (dominio con punta) si existe el minimo L.

27
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3. D es un dominio plano sia < b <= a = L'V a = b para cierto elemento L’
(todo dominio plano es un dominioy L' = 1).

NOTA 2.5 En los textos angldfilos se utiliza cpo (complete partial order) en lugar de
dominio y pointed cpo en lugar de L—dominio.

OBSERVACION.— Todo reticulo completo es un L-dominio, y en particular un
dominio ya que la condicién de la definicién de reticulo es més restrictiva.
Para las necesidades de la semdantica denotacional basta con la condicién de
dominio. Oss

DEFINICION 2.6 (Aplicacién monétona) Sean Dy D' dos conjuntos parcialmente
ordenados. Una funcion T : D — D’ es mondétona si verifica: Vo, y =z <y =
T(z) <T(y).

NOTA 2.7 Para ser mas precisos deberiamos escribir T(z) <’ T(y) para hacer ver
que la comparacion es con el orden de D’.

DEFINICION 2.8 (Topologia de Scott) Sea D un dominio. Un subconjunto O se
dice abierto en la topologia de Scott si verifica las condiciones:

(a) reONz<y = yeO.
(b) UX € O, con X dirigido = XNO #1)
Tales abiertos inducen una topologia trivialmente.
LEMA 2.9 V[z]| ={z | 2z £ x} es abierto
Demostracion.— Trivial.
En lo que sigue D y D’ son dominios.
DEFINICION 2.10 (Continuidad) Una aplicacién f : D — D’ se dice
1. continua si es continua en la topologia de Scott.
2. semicontinua si verifica la propiedad:
VX : X dirigido C D : f(UX) = Uf(X)
3. continua por cadenas si verifica la propiedad:

VC : C cadena C D : f(UC) =Uf(C)

Veamos que las tres definiciones de continuidad son equivalentes.

TEOREMA 2.11  Se verifican las siguientes propiedades

(i) f continua = [ monétona
(1)  f semicontinua = f mondtona
(#91) f mondtonay X dirigido = f(X) dirigido
(iv)  f continua <= f semicontinua
(v)  f continua por cadenas = f continua
(vi)  f continua <= f continua por cadenas
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Demostracion.— Sea g(Y) = f~1(Y). (iii) y (vi) son triviales.

(1) siz <yvy f(z) £ f(y) entonces f(zx) € V[f(y)] abierto, de donde z €

g(V[f(y)]) que es abiertoy por z < y se tiene y € g(V[f(y)]), luego f(y) €
V[f(y)] que es absurdo.

(17) sixz <y, entonces {z,y} es dirigido, luego
Uf({z,y}) = fly) = f(z) < f(y)

(iv) = :sea X dirigido; por monotonia, Vz € X :: f(z) < f(UX), luego Uf(X) <
f(UX). Si fuera f(UX) < Uf(X)( = y), entonces f(UX) € V[y] abierto,
luego UX € g(V[y]) abierto, y X dirigido, de donde UX N g(Vy]) # 0,
luego Ja € X tal que f(a) € V[y] = f(a) £ Uf(X) que es absurdo.

(iv) < :sea O’ C D' abiertoyseaO = ¢(O’); veamos que O es abierto probando
las dos condiciones de la Definicién 2.8:

(a) Siz € O,z < yentonces, f(z) € O,y por (1), f(z) < f(y); luego
por ser O’ abierto, f(y) € O’, de donde y € O.

b) Sea UX € O, X dirigido; entonces f(UX) € O’, f(X) dirigido, luego
& & )
por ser f semicontinua, Uf(X) € O, f(X) dirigido; entonces por ser
O’ abierto se tiene que f(X) N O’ # 0, de donde X N O # 0.

(v) Sea O abierto en D', O = g(O'); veamos que O es abierto:

(a) siz € O,y > z, entonces f(z) € O’ abierto, y por ser {z,y} una
cadena, f(y) > f(z); luego f(y) € O’, dedonde y € O.

(b) Sea X dirigido, UX € O. Existe una cadena {z,,} C X verificando
U{z, } = UX; entonces U{z, } € O, de donde Uf{z,} = f(U{x,}) €
O’; luego Uf{z,} € O y {f(x,)} es una cadena, y de aqui (defini-
cién de abierto): { f(z,)} N O’ # 0, de donde {z,,} N O # 0.

2.1. Teoremas del Punto Fijo

DEFINICION 212 Sea T : D — D;
1. x se dice un punto fijode T si T'(x) = .

2. a se llama menor punto fijo de T, y se designa con mpf(T'), si es un punto fijo
para cualquier otro punto fijo x, a < x.

3. de la misma forma se define el mayor punto fijo de T, Mpf(T).
Si existe mpf(T'), éste es tnico. Es trivial que mpf(T) < Mpf(T)

TEOREMA 2.13 (Tarski-Knaster, 1955) Sea D un reticulo completoy T : D — D
monétona; entonces existen Mpf(T) y mpf(T); ademds:
(¢) mpf(T)=inf{z|T(x) =2} =inf{z|T(x) <z}
(i) Mpf(T) = sup{z|T(x) = 2} = sup{z |z < T(x)}
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Demostracion.—Sea G = {x | T'(z) < z}; G esnovacioyaque T(T) < T, y existe
g = inf(G); vamos a probar en primer lugar que g es un punto fijo.

g = nf(G) T(9) < g

= " definicién de G = T es mondétona
Ve:zeG:g<x T(T(9)) <T(g)

= *.-T es mondtona = *.»definicién de G
Ve:zeG:T(g) <T(x) T(g) € G

= ‘~def. de G: T'(z) < z; < trans. = g = inf(G)
Ve:xeG:T(g) <=z T(g)>g

= “luego T'(g) es cota inferior de G:
T(g)<g

Luego T'(g) = g. Por otro lado {z | T'(z) = 2} C {z|T(z) < z}, de donde
g = inf{x|T(x) =2} >inf{z|T(x)<z}=g
Luego ¢’ > g. Pero, ya que g € {z|T(x) = x}, entonces g > ¢'. (ii) se prueba

de forma parecida.

TEOREMA 2.14 (Stephen Kleene [1909-1994]) Sea D un L—dominioy T : D —

D continua; entonces mpf(T) = sup{t, }, dondety = L, ytnt1 = T(tn).
Demostracion.— Veremos sucesivamente

v El conjunto {¢,,n > 0} es una cadena (se prueba por induccioén).

v sup{t,} es punto fijo v sup{t,} = mpf(T)
sup{t,,n > 0} En efecto. Si x = T'(x),
sup{tp+1,n > 0} = *.-induccién sobre n

= *.-definicién de ¢, Vn:n>0:t, <z

=
sup{T'(t,),n = 0} sup{t,} <z
= T continua

T (sup{t,,n > 0})
=y

2.2. Construccion de Dominios

LEMA 2.15 (Dominio Extendido (lifted domain), funcién extendida)

(¢) Sea D un dominio sin infimo (sin punta) y L ¢ D. Definimos D, = DU{Ll}.
Entonces D | es un L—dominio con la relacién de orden extendida:

Va,be D, ma<b<=a=_lobiena,be DNa<pb

(11) Sean dos dominios D y D', y sus extensiones D, y D' ; sea una aplicacion
f:D — D'|.Entonces,si f : D — D', es continua, también lo es la aplicacién
extendida f| : D) — D', definida como
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fil@) = Ara— fla))r = (z# L — fz)D 1)

donde la expresion (a — AO A’) es una simplificacion de la expresion si a entonces A
en otro caso A’.

Demostracion.— Sea C una cadena en D, . Si C = {1}, es trivial que Uf, (C) =
fLuaQ).

—Sil¢gcC, —Si L € C # {1}, entonces
¢’ =C — {1} esunacadena,y

fL(uC)
= clec fL(U0O)

F(ue) = uC = U’
= " por ser f continua freh)

uf(C) = *.-por lo anterior
= o f(C) = fL(O) ufi(c’)

UfiL(C) = yaque L &’

ufL(C)

LEMA

TEOREMA 2.16 (Dominio Producto) Si (D, <)y (D', <) son dominios (o bien 1—
dominios), los es también (D x D’, <), donde

(z,y) < (@y)=z<a' Ay <y

Demostracién.—Si son L —dominios, (L, 1’) es el minimo de D x D’. Sea entonces
X dirigido C D x D’, entonces también son dirigidos las proyecciones:

Xo={z€D|3' €D ::(x,2') e X}
X1 ={2"eD'|3xeD: (z,2') e X}

y ademds UX = (UX,, UX;).

El Dominio de las Funciones Continuas El conjunto de funciones continuas

de D en D', que denotaremos con [D — D'], admite como orden parcial:
f<ge=Vr: f(z) < g(z)

Es facil ver que [D — D'] es un dominio y que el supremo de una coleccién de
funciones, U{f|f € F'}, es la funcién

(S, f e Fh)(a) = u{f(z). f € F}
Si D’ es un 1 —-dominio, la funcién Az. L’ es el minimo de [D — D’].
TEOREMA 2.17 Se verifican las siguientes propiedades
(i) f:D x D" — D" es continua sii lo es cada aplicacién parcial:

Ax — f(z,y) Ay — f(z,y)



32 2 - Elementos de la Teoria de Dominios

(#9) Continuidad de la aplicacién. La funcién aplicacién A es continua:
A:[D—-D'xD—D A(f,z) = f(x)
(7i1) Continuidad de la abstraccion. Sea f € [D x D' — D"] y sea
Faz = Xy — f(z,y): D — [D'— D"]

Entonces, F 'y A\f — F son continuas.

Dominio Unién Disjunta Sean dos conjuntos A y B; la unién disjunta o
unién etiquetada de A y B se obtiene uniendo los elementos de A y B pre-
viamente etiquetados; si utilizamos dos etiquetas, en_A y en_B, definimos:

A+ B={(en-A,a)|a € AU {(en-B,b)|b € B}
Si Ay B son dominios, el conjunto A + B con la relaciéon de orden:

(en-A,a) < (en_A,d') <= a<d
(en_B,b) < (en_B,b) <<= b<l

es un dominio. (4 4+ B no es un 1—-domino, aunque los sean Ay B.)
Definimos dos funciones para ‘sumergir’ Ay Ben A + B:

sa:A— A+ B, saa = (en_A,a)
sp:B— A+ B, spb = (en_B,b)

Sean ahora dos funciones A % O, B % C; entonces podemos considerar una
nueva funcién (f @ g) : A+ B — C, definida en la forma:

Vae A:: (f@g)en-Aya) = fa
Vbe B:(f®g)len.B,b) = gb

Se cumple:
(fog)osa=f (f@g)osp=g
Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

A SA A+ B < SR B
[ [ &g
C

TEOREMA 2.18 Las inmersiones s 4, sg son continuas; si f y g son continuas enton-
cesloes f & g.

COROLARIO 2.19 Toda funcién construida usando la notacion funcional vista hasta
el momento es continua.
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] Ax{L}

ui

Figura 2.0: Diagrama de Hasse para el dominio L;.

2.3. Especificacién Recursiva de Dominios

Sea F' una funcional construida utilizando las operaciones con dominios
—+-,-X_, -1 V|- — -, ysealadefinicién recursiva D = F (D). Tales definiciones
corresponden a la definicién de estructuras recursivas, como

Arbol = (Vacio + (Base x Arbol x Arbol))
Lista = (Vacia + (Base x Lista))

Estas definiciones recursivas son imprescindibles para modelar otras estruc-
turas, como los procedimientos de ALGOL, donde puede pasarse un procedi-
miento como pardmetro:

Proc = Param — Mem — Mem |
Param = Int+ Real + Proc

El problema que abordamos es tratar de encontrar un dominio solucién de la
ecuacién D = F (D).

Antes de ver la construccién general veamos un ejemplo de cémo se realiza
la construccion.

Un Ejemplo. Las Listas Sea la ecuacién
L= (Vacia+AxL),( = F(L)) (1)

donde el conjunto Vacia es unitario y se confundird con la lista sin elementos
[]. La idea es generar una sucesién {L;};>o de L-dominios que correspondan
a aproximaciones de la solucién de la ecuacién (1), partiendo, por ejemplo, de
Ly = {1}, y tomando L; = F(L;;1), al igual que se hace para la construccién
de un punto fijo para las funciones continuas.

Entonces L1 = ([]+ A x Lo)L = ([] + A x {L}).; sabemos que L, se puede
sumergir en L; a través de una aplicacién continua o € [Ly — L;], y de la mis-
ma forma L; se puede proyectar sobre L a través de una aplicaciéon continua
7 € [L1 — Ly]. Si prescindimos, por comodidad de escritura, de tal inmersion,
segln la definicién de orden en _ + _, tenemos, para L, el diagrama de Hasse
de la Figura 2.0, y las listas de L; seran, prescindiendo de inmersiones:

Li={L,[}ufa:L]ae A}

Utilizamos la notacién a : [ en lugar de (a,!) para denotar el correspondiente
elemento del producto cartesiano; los elementos de la forma a : [] del producto
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Figura 2.1: Diagrama de Hasse para el dominio L.

cartesiano A x [] se denotardn con [a]. Las listas de la forma a : L son listas
parciales, o con informacién parcial (tienen un elemento y algo més). Veamos
como serd L; (se trata de tomar el diagrama de la Figura 2.0, multiplicado
por A, y afiadir [] y L. De esta forma se obtiene el diagrama de la Figura 2.1.
Obsérvese que las listas de Lo ya tienen mds informacién

Ly, = {L,[]}u{a:L]ac A}
U{[a] |]a € A} U{ap: a1 :L|ag,a1 € A}

El elemento L juega un doble papel:

— modela la no terminacién, y

— modela el conocimiento parcial: [ag, a1]|-L] (el programa genera los dos
primeros elementos y después diverge).

Si nos preguntamos por el limite lim L,,, podriamos considerar, salvo in-
mersiones, algo como:
lim L, =U,L,
n

y tal conjunto contiene todas las listas finitas y las listas parciales. Pero tal limite
no es un dominio ya que la cadena:

1 ag: L ap:ai: L U 7 ¢ S BT P

no tiene limite en | J L;; el remedio es afiadir todas las listas infinitas, de forma
que se obtiene el diagrama de Hasse para el dominio L., (Figura 2.2). Puesto
que sumergir significa obtener una tupla, podemos considerar que cada lista
se identifica (al sumergir) con una tupla de tuplas:

ap:ay:[] € Ls = (L,ao:Ll,a0:a1:L,a0:a1:[])
apg:ay:ag: 1l €ly = (J_,aO:J_,ao:al:J_,ao:alzaQ:J_)

Lo que se hace es, partiendo del objeto ir suprimiendo informacién sucesiva-
mente:

ap:ai:as:l ——ag:ay: L ag: L 1L
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Figura 2.2: Diagrama de Hasse para el dominio L.

Sea la cadena de proyecciones e inmersiones
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Obsérvese que la composicién 7; o o; (sumergir y proyectar) no pierde in-
formacién, mientras que la composicion o; o ; (proyectar y sumergir) pierde
informacién; por consiguiente

w00, =1, 0, 0m; <AL,

Obsérvese entonces que los elementos de L,, son las (n+ 1)-tuplas de la forma:
(xo,21,...,%,),donde z, =z y z; = m;j(x;41) parai > n — 1.

Las listas infinitas admiten una representacién infinita mediante listas fini-
tas; asi, una lista infinita de a-es se representa:

(Lia: Lya:a:Ll,a:a:a:1,...)

de forma que podemos identificar el dominio L, solucién de la ecuacién D =
F (D) como el conjunto:

Ly = {X = (-730’3717 ce 71'7”---) |$n €Ly, zy, = 7"'n(xn—i-l)}
con la relacién de orden:
x<y<=VVnux|n<yln

Vamos a formalizar lo anterior
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Limite Proyectivo Inverso y Dominio D,

Sean dos L-dominios D y D’; un par de Scott es una pareja de funciones
continuas (o, ), o € [D — D'|,n € [D' — D], tales que

mToo =1ip com < ips

o se llama inmersién y 7 proyeccion; en otros textos se habla de retraction par.
Escribiremos, para simplificar (o, ) : [D = D'].

LEMA 2.20 Se verifican las propiedades

(i) Si(o,m) : [D &= D'y (o,7") : [D &= D’] son dos pares de Scott, entonces
7=

(#3) Si(o,m) : [D & D'y (¢,m) : [D = D'] son dos pares de Scott, entonces
oc=o0o.

(en definitiva, cada elemento del par caracteriza al otro).

Demostracion.— Veamos (4):

com < iD/

= 7’ es mondtona
mocom <moip

= 7' oo = ip y asociatividad
ipom <w oips

= " propiedades de las identidades
<

e igualmente encontramos = < 7’; (ii) se prueba igual.

LEMA 2.21 Si (o, 7) : [D & D'] es un par de Scott, entonces o y w son estrictas.

Demostracion.—Si Ly L’ son los infimos de D y D’, entonces,

1 <nl’
= .o es mono6tona
ol <oml’
= coom < ipr
ol <1’/
= *.-unicidad del infimo
ol =1’ (luego o es estricta)
= *.' Leibniz
mol =nl’
= SmToo =1tp
L=xl' (luego T es estricta)

DEFINICION 2.22 Sean (o,w) : [D & D'], (a,w) : [D' & D"] dos pares de Scott.
Entonces se definen:

- (0’71')7" : [D/ = D]v (O—aﬂ)r = (71—70')

(no necesariamente es un par de Scott)
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Figura 2.3: La operacién [p — p'].

— ip=p = (ip,iD)

(es un par de Scott)
— (o,m) o (,w) = (aoo,mow): [D=D"]

Ahora asociamos una operacién con pares de Scott a cada operacién con domi-
nios:

DEFINICION 2.23 Sean p = (o,7) € [D = E], p' = (¢/,7') € [D' = E'] dos
pares de Scott; entonces se definen los nuevos pares inducidos por las operaciones sobre
dominios - x _, _+ _, [-— ], (1)L:

1. pxyp € [DxD =2ExFPE]
pxp = (AMz,y) — (ox,0'y), Mz,y) — (72, 7Y) )
2. payp € [D+D =E+E]
p@®p = (sgoo®sp oo, spondsp on)
3 [p—p] € [D—-D]|=[E—FE]
p—p] = (A —0o'ofom A\g—n'ogoo)-véase Figura 2.3
4 (p). € [DL=E|]
(p)L = (Ax—ox, Axz—7x)

Es facil demostrar, que en efecto, tales operaciones definen pares de Scott.
DEFINICION 2.24 (Funcional Constructor de Dominios) Una funcional F sobre
dominios construida con las operaciones _ x _, -+ _, [ — ]y ()1 se dird un cons-
tructor de dominios.

Vamos a considerar la operacién F'(p) sobre un par de Scott.

LEMA 2.25 Si p es un par de Scott, y F' es un constructor de dominios, entonces

(i) F(p) es un par de Scott.

(ii) F(ip=p) = ir(D)=F(D)-

(iii) F(p)o F(q)=F(poq) sip€[D=D'],q€[D" = D"].
(iv) F(p") = F(p)"
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DEFINICION 2.26 (Limite inverso) Un sistema proyectivo (D,,, p,,) estd forma-

do por una sucesién {D,, } ,>o de L—-dominios y una sucesion {p,} = {(on,m)} de

pares de Scott (o, 7y,) : [Dy, & Dy41]. El limite inverso proyectivo es el conjunto
Do = {x=(zp)|x; € Dj,mi(xit1) = x;}

TEOREMA 2.27 El limite inverso D, es un 1—dominio con la relacién

x<y<=Viux; <y

Demostracién.— Ver [Schmidt, 1988]:261.

TEOREMA 2.28 Sea F un constructor de dominios. Entonces la secuencia (D,,, py,)
es un sistema proyectivo, donde:

DO = {J-}7 D’nJrl = F(Dn)7
oo = Ar— 1, (Cit1,mip1) = F(og,m),
) = Jdr— L.

Demostracion.— Basta aplicar el lema anterior, ya que F'(0;, ;) es un par de Scott

siloes (O’Z',’]Ti).

TEOREMA 2.29 D, es isomorfo a F(D).

Demostracion.— Ver [Schmidt, 1988]:260-264.

Para el caso particular Do, = [Do, — D] puede verse la construccion (no
menos complicada) en [Barendregt, 1984].

2.4. Dominios Potencias

Los dominios potencia aparecen normalmente al modelar lenguajes donde
interviene el indeterminismo, en forma pura o junto a la concurrencia. La na-
turaleza del dominio base utilizado es muy importante; comenzamos viendo
los dominios potencia discretos: con dominio base plano.

Dominio Potencia Relacional Discreto Sea D un dominio plano; es decir un
dominio con la relacién a < b <= a = L V a = b. Tal dominio plano modela
cémputos, tales que si son propios (distintos de L) no estdn relacionados. Sea
P4(D) (dominio potencia relacional discreto) el conjunto

Pu(D)={ACD|L ¢ A}
con la relacién de orden <=C. Por ser D plano, tenemos
A<B<= NVMac€A:3FeB:a<b)

Al eliminar 1, obtenemos P4(N) = P4(N, ) y por ello, la terminacién no pue-
de modelarse; se trata de una construccién natural en dominios sin infimo. Si
incluimos el infimo se obtiene el dominio de Egli-Milner.
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Figura 2.4: Diagrama de Hasse para el dominio Pe,, (N1 ).

Dominio Potencia de Egli-Milner Sea D un 1-dominio. El dominio de Egli-
Milner,
Per(D)={ACD|A#D A Aesfinito Vv L € A}

queda definido con la relacién de orden <
A<B<= NMacA:TeB:a<ANMbeB::dae A::a<b)

Consideramos conjuntos no vacios puesto que normalmente cada conjunto
modela respuestas a un computo. Por otro lado, los conjuntos infinitos deben
contener el elemento L: si L denota no terminacién, un conjunto infinito cap-
tura un cémputo infinito. En la Figura 2.4 aparece el diagrama de Hasse de
P (N1 ).

Un conjunto finito {m, ..., m,} no conteniendo a L es el final de un cé6m-
puto; un conjunto que contiene L (podria ser infinito), tal como {L,m4,...} se
interpreta como un cémputo parcial. Veamos como se interpreta la relacién de
orden; en primer lugar observamos que si A < B entonces A — {_L} C B; por
otro lado, si L ¢ A, debe tenerse B C A; por tanto,

{1y £ {1,2} {1, 1} <{1,2,3}

y en general
(a) AU{Ll} < AUX, paracualquier X
) A—{l}<X<—=A=X
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Figura 2.5: Diagrama de Hasse para el dominio discreto de Schmidt P, (N, ).

y de aqui se concluye que {_L} es el elemento infimo. Supongamos ahora dos
programas S y 7 verificando, para cualquier p,

[STp<[T1p

Entonces, si, desde p, S siempre termina, por (b), debe darse [S]p = [T ] p,
por lo que el programa 7 no conduce a més estados que S; por el contrario, si
S no termina desde p, entonces [ 7 | p debe contener a [ S| p mds algunos otros
estados que potencialmente podria alcanzar S si terminara. Todo esto puede
verse como cierta relaciéon de determinismo.

Dominio Potencia Discreto de Schmidt Para un domino D plano, sea P;(D),
el dominio discreto de Schmidt, dado por el conjunto

P(D)={ACD|A#DAAesfinito A L g AyUD
con la relacién de orden
A<B<=VbeB:(dJacA:a<))

Podemos ver que, enP;(D), A < B <= B C A, y lainterpretacién que tiene es:
un computo en el dominio de Schmidt es el conjunto de aquellos resultados no
deseados. Puesto que el minimo es el propio D, se interpreta que el minimo es
lo que no se desea, ya que el resultado del computo es arbitrario. En la Figura
2.5 aparece el diagrama de Hasse de Ps(N ).



Capitulo 3

Programas como Transformadores

3.0. La funcional wp (weakest precondition)

La semdntica de un programa como funcién entre estados. Problemas. Una
forma de capturar el significado de un programa S es considerar el estado final
del cémputo como funcién del estado inicial. Es decir, la semantica de S serfa
una funcién S : £ — £, donde £ denota el espacio de estados. Ello trae consigo
dos serios inconvenientes:

(7) podria ocurrir que S no termine partiendo de ciertos estados, y

(71) para un programa indeterminista, la seméntica de S no puede venir dada
por una funcién § : £ — &, ya que el estado final puede no ser tnico.

El primer problema exige que la funcién S sea una funcién parcial, indefi-
nida para aquellos estados iniciales para los que el programa no termine. Este
problema puede resolverse completando el conjunto de estados con un estado
especial L al que se le asocia la no terminacién. Las desventajas de esta solu-
cién son: (a) se destruye la homogeneidad del espacio de estados, y (b) hay que
trabajar con funciones completadas. Esta solucién es la considerada en algunas
semanticas operacionales y denotacionales tal como la que veremos en §11.2.

Admitimos que un sistema (programa, maquina o mecanismo) es determi-
nista si el estado final depende tinicamente del estado inicial; o sea, con idénti-
cos estados iniciales se llega a idénticos estados finales, y el comportamiento
del sistema es reproducible. Por el contrario, en un sistema indeterminista, el
estado inicial puede conducir a distintos estados finales.

El segundo inconveniente (i) puede resolverse si a cada estado se asocia
una coleccién de estados, por lo que la seméntica de S viene dada por una
funcién S : € — P(€) (subconjuntos o partes de £); el inconveniente esencial
de esta solucién es la dificultad en obtener una seméntica composicional: la
semdntica de las componentes determina la de la composicién.

Modelando cémputos y estados via predicados Parece interesante, al igual
que hicieron Floyd y Hoare (recordemos §0.3, asi como §1.0), asociar predica-
dos con conjuntos de estados del sistema; un predicado X divide el espacio
de estados en dos clases disjuntas, aquellos que verifican X y aquellos que
verifican —X; por la ley del tercio excluido [-X V X = Clierto] obtenemos
dos clases disjuntas. Puesto que un predicado X es visto como una funcién
X : & — {C, F}, el predicado X se identifica con el conjunto de estados donde
toma el valor C.

41
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Un predicado X puede capturar un conjunto de estados finales o un conjun-
to de estados iniciales, y asi podemos clasificar cémputos. La decisién de rela-
cionar X con el estado final o con el inicial obedece a razones técnicas; es un he-
cho demostrado que se obtienen semanticas mds sencillas si relacionamos cada
predicado con un conjunto de estados finales; [Dijkstra y Scholten, 1990]:201-
215 exponen algunos argumentos interesantes sobre esta ventaja. Asi, se consi-
deran dos transformadores de predicados, wp y wip:

wp.S.X = estadosiniciales para los cuales todo
cémputo de S termina en un estado verificando X.

wlp.S. X

estados iniciales para los cuales todo computo de S,
o no termina, o termina en un estado verificando X.

Asi, wp.S.X es el predicado que tinicamente es cierto en aquellos estados
iniciales para los cuales todo computo de S termina en un estado verificando
X. O lo que es lo mismo, partiendo de cualquier estado del conjunto wp.S.X,
el programa S termina en un estado verificando X.

NOTA 3.0 Las funciones wp y wip tienen dos argumentos, siendo el primero un
programa y el segundo un predicado; la notacién wp.S indica la parcializacion de wp
con respecto al segundo argumento; es decir, wp.S : X — wp.S.X. Las siglas wp
y wlp son las abreviaturas introducidas en [Difjkstra, 1976] para weakest precondition y
weakest liberal precondition. Asociando conjuntos de estados finales podemos considerar
el transformador de predicados sq:

sq.S.X = aquellos estados finales procedentes de cémputos
a partir de estados iniciales verificando X .

Las siglas sq significan strongest postcondition, o poscondicion mas fuerte, y fue intro-
ducida por [Floyd, 1967].

NOTA 3.1 (Caracterizacién de Dijkstra/Scholten) [Dijkstra, 1976] caracteriza un pro-
grama S por el transformador wp.S; en un trabajo posterior, [Dijkstra y Scholten, 1990],
catorce afios mas tarde, cada programa S queda definido por los valores wp.S.Cierto
y wip.S.X, verificandose:

[wp.S. X = wp.S.Cierto A wlp.S.X |

A pesar de que este dltimo punto de vista puede tener ciertas ventajas, nos parece mas
simple seguir modelo original.

¢ Es posible deducir wip.S conocido el transformador wp.S ?

CONVENIO 3.3 (Una simplificacién importante) Ya que wp.S caracteriza a S,
es interesante ‘confundir” wp.S con S con objeto de obtener una notacién mas
compacta y expresiva; asi, el predicado wp.S.X serd denotado simplemente con
‘S.X’. El predicado wilp.S. X seré escrito como 5.X; por tanto, la caracterizacion

semantica de Dijkstra/Scholten se escribirfa con nuestra notacién en la forma':

[S.X = SCAS.X]

1Simplificaremos el predicado Cierto con C, asi como el predicado Falso con F'.
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Tripletes y transformadores. Por el Convenio 3.3, el significado o semdntica
de un programa S estd completamente definida si es posible conocer, para cada

predicado X, los valores S.X y S.X.

DEFINICION 3.4 (Tripletes a la Dijkstra) Infroducimos el triplete p {Y }S{X }
en sentido de Dijkstra con la definicién:

Fo{Y}S{X} = [V = 5.X]
Para simplificar escribiremos {Y }S{X} en lugar de Fp {Y }S{X}.
La Definicién 3.4 tiene tres consecuencias importantes:

1 consecuencia: Un triplete es un escalar booleano: C'ierto o Falso. La impli-
cacionY = S.X podria no ser constante, pero el operador [] la transforma en
una constante.

22 consecuencia: El célculo de tripletes se reduce al calculo de predicados.

32 consecuencia: Si consideramos correccidon total, wp.S.X es la solucién mas
débil de la ecuacion (en Y):

Y {Y}S{X}

Asi, de la Definicién 3.4 deducimos la interpretacion del triplete {Y }S{X}:
partiendo de un estado verificando Y, el programa S termina en un estado verificando
X. Luego,

S.X DENOTA LA PRECONDICION MAS DEBIL QUE GARANTIZA LA
TERMINACION DE S SATISFACIENDO EL PREDICADO X.

En otras palabras: S.X captura el mayor conjunto de estados iniciales que ga-
rantiza la terminacién en un estado determinado por X. Gréficamente:

SX X

L — § 0

v Si consideramos correccién parcial, wip.S.X es la solucién mas débil de la
ecuaciébnen Y:
Y {YV}S{X}

Es decir, {Y}5{X} se interpreta: partiendo de un estado verificando Y, si el progra-
ma S termina, lo hace en un estado verificando X . En definitiva,

Y = S.X]|={Y}S{X} — correccion total,
Y = S X]|={V}S{X} — correccién parcial.

3.1. Capturando propiedades de Programas via pro-
piedades de Transformadores
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Si para cada sentencia del lenguaje podemos derivar su transformador de
predicados entonces el lenguaje esta bien definido. Ademas, dos sentencias S'y
S’ sintdcticamente diferentes pero con idénticos transformadores:

VX: X eP:[SX=5.X]
no serdn distinguibles ya que segtn la Definicién 3.4,
VX,V : X, Y e P {Y}S{X} = {Y}5{X}.

Entonces, utilizando la interpretacion de los tripletes, es facil deducir que no
podemos distinguir experimentalmente la ejecucién de S de la de S”.

[255] Probad la ultima afirmacion. Para ello, consideremos para cada estado o el pre-
dicado P°, definido por

PO o= C ,sic=«
’ F , enotro caso.

P se llama el indicador del estado o, y determina un conjunto con un unico estado (el
propio o). Justificad/interpretad que si S = S’ entonces se verifica

Vi,0:1,0 €E:{P}S{P°} ={P'}S'{P7}.

OBSERVACION.— Interpretemos el predicado S.C; puesto que los estados veri-
ficando el predicado C' (Cierto) son todos los estados del sistema, para que se
cumpla {Q}S{C} es suficiente que S termine:

S.C = estados iniciales para los cuales S termina.

Por tanto, si se verifica [S.C] = C, el programa S termina siempre. Os

EJEMPLO 3.6 Sea M (Moneda) el mecanismo o programa que simula la tirada
de una moneda asignando a la variable z el resultado cara o el resultado cruz.
Analicemos el valor M.(z = cara). Si el mecanismo simula perfectamente el
lanzamiento de una moneda entonces se debe verificar [FF = M.(z = cara)].
En efecto; si para cierto estado ¢ se tiene (M.(z = cara)),, entonces, partiendo
de ¢ aseguramos que M termina con = = cara, que es imposible ya que ningtn
estado inicial asegura el resultado final del lanzamiento. En definitiva deberdn
cumplirse las identidades,

[F = M.(xz = cara)] [F = M.(z = cruz)]. (1)
Obsérvese que de las anteriores se deducen los tripletes:
{F}M{x = cara} {F}M{z = cruz}.

Por otro lado, sera interesante asegurar que M siempre termina y que el
resultado es o cara o cruz:

[C =M. (z=caraV z = cruz)) (2).

Las ecuaciones (1) y (2) caracterizan a M: siempre termina y lo hace asignando
a la variable x el valor cruz o el valor cara, y de forma indeterminista.
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Aunque después veremos la definicién formal de sustitucion (véase Defini-
cién 4.2 en pagina 54), con objeto de dar otro ejemplo interesante, adelantemos
el transformador sustitucién. Si Z es un predicado donde puede aparecer la
variable z, el predicado « := E.Z se obtiene reemplazando en Z todas las apa-
riciones libres de la variable z por el valor E.

EJEMPLO 3.7 Sea N el transformador de predicados definido, VZ, y ptle,
N.Z = ¢ :=cara.Z Nz := cruz.Z
Con muy poquito cédlculo podemos deducir las siguientes propiedades, ptle:
F =N .(z = cara) F=N.(z=cruz) C=N.(z=caraVx = cruz)

En efecto; veamos la primera

N .(z = cara)
= "~ definicién

x = cara.(x = cara) \ x := cruz.(z = cara)
= .- definicién de sustitucién

cara = cara A cruz = cara

~ Falso

Las propiedades anteriores conducen a los tripletes:
{FIN{z = cara} {FIN{z = cruz} {CIN{z = cara V z = cruz}.

En definitiva el transformador N satisface las propiedades (1) y (2) del pro-
grama Moneda. La diferencia esencial entre N y M es que el transformador N/
estd completamente determinado, pero M no es conocido para todos los pre-
dicados. Por ejemplo, si z es una variable diferente de z, tendremos, ptle

(z=a)=N.(z=aqa)

que conduce al triplete {(z = a)}N{z = a}, y se interpreta en forma trivial: el
programa A no altera el valor de la variable z. Como se desprende facilmente
de la definicién, N solo altera el valor de la variable x. Por el contrario, no

sabemos nada sobre M.(z = a).

En este punto, el lector deberia saber definir un transformador de predica-
dos que represente la tirada de un dado.

EJEMPLO 3.8 Otro transformador igual de interesante que los anteriores es el
definido por la propiedad, VZ, y ptle,

[Z] = desastre.Z

denominado havoc en [Dijkstra y Scholten, 1990]:133. Veamos la interpretacion
del programa desastre y de ésta la justificaciéon de su nombre. Si considera-
mos el espacio de estados correspondiente a la declaraciéon de variable = :€
{-1,0,1}, es facil comprobar Vi : —1 < i < 1: [z =i = F, y de aqui, ptle

C = desastre.C Vi:—1<4i<1:F =desastre.(x =1)
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que se interpreta en la forma siguiente: la ejecucion de desastre termina siem-
pre pero conduce a un estado arbitrario, ya que no es posible asegurar el valor
final de ninguna variable. Es un mecanismo completamente indeterminista.

Consideremos ahora el espacio de estados correspondiente a la tnica de-
claracion z :€ N; en ese caso tenemos

Vi:i € N: {X}desastre{x =i} = Falso

para cualquier predicado X que no sea idénticamente Falso.

El tipo de indeterminismo que introduce desastre es no acotado en espacios
de estado con una variable natural =, ya que ningtin estado inicial garantiza
que el valor final de la variable x quede acotado después de la ejecucion.

Cual de los programas es mds indeterminista, Azar, 0 desastre, donde, ptle,
Azary.Z = (Vi:i€N:z:=1i.2)

3.2. Propiedades de salubridad

Cualquier transformador de predicados no sirve para capturar cémputos
desde el punto de vista operacional; esto significa que existen transformadores
que no corresponden a ningdn programa real. Asf, los transformadores de pre-
dicados correspondientes a las sentencias de un lenguaje real deben verificar
una serie de propiedades conocidas como propiedades de salubridad; daremos
una justificacién de estas propiedades utilizando la interpretacién de wp. Uti-
lizaremos también el término sano como sinénimo de salubre.

La ley del milagro excluido Sea S un programa; si S.F no es idénticamente
F (Falso) existe un estado ¢ verificando S.F’; partiendo de este estado el pro-
grama S terminard en otro estado o verificando F', lo cual es absurdo. Por tanto
debera tenerse

LEY DEL MILAGRO EXCLUIDO:
[S.F = F]

Dijkstra llama a la ley anterior Law of the Excluded Miracle.
[255] ¢ Bajo qué condiciones se cumple tp {Falso}S{Q}? ¢ Ytp {P}S{Falso}?

DEFINICION 3.11 En el conjunto T de transformadores de predicados definimos la
relacion < como:

S<T =VYX:XeP:[SX = T.X|

Puesto que el infimo de P es el predicado idénticamente Falso, la ‘Ley del
Milagro Excluido” viene a decir que el transformador S : P — P correspon-
diente a un programa real debe ser estricto. Denotaremos con 7 el conjunto
de transformadores estrictos. Entonces el conjunto Prog de programas sanos
debe cumplir Prog C 7+.

Probad e interpretad la siguiente propiedad
S<T = VYX,Y:X,YeP:{Y}S{X} = {Y}T{X}.
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Conjuntividad Sea C = {R, R/,...} una coleccion arbitraria de predicados
y S un programa; entonces, para cada estado inicial ¢« deducimos la siguiente
intepretacion?
(S(RAR'A ...)).
= " interpretacién del transformador S; véase pagina 43: S.X DENOTA ...
partiendo de v, S termina en un estado final verificando R AN R' A ...

B partiendo de v, S termina en un estado final verificando R
A
partiendo de v, S termina en un estado final verificando R’
N
" (SR A(SR),A ...
= "~ definicién
(SSRAS.R'A ...),

En definitiva: (S.(RAR' A ...)), = (S.RAS.R' A ...),, para cualquier estado
1; 0 sea, la propiedad de conjuntividad (universal):

CONJUNTIVIDAD:
(RAR'AN...)=SRASR A ...
S(RAR S.RASR

Con una notacién més rigurosa la propiedad anterior se escribe en la forma:

ve:C CP(P):S.(/\ X)= A\ SX
XeC XecC

Es decir, los transformadores de predicados asociados a los programas de-
ben ser conjuntivos (€ 7"); por tanto Prog C T"NT+ = TN+

EJEMPLO 3.13 No todos los transformadores son conjuntivos; un ejemplo
simple es el transformador 7.X = —X para el cual se verifica:

TCANT.F=F+#C=T.(CAF)

No existe un programa real con tal transformador; por otro lado es también evi-
dente que tal transformador no es estricto. Conclusién: no existe un programa
S que resuelva el problema VX : X € P: {X}S{-X}

DEFINICION 3.14 Diremos que un mecanismo o programa S es sano si su transfor-
mador de predicados S es estricto y conjuntivo.

NOTA 3.15 (Caracterizaciéon seméntica de Dijkstra/Scholten) Como dijimos en Nota
3.1, [Dijkstra y Scholten, 1990] caracterizan una sentencia via los transformadores wp
y wlp. Se exige que wp.S sea estricto (ley del milagro excluido) y que wip.S sea conjun-
tivo. Luego wlp.S no necesariamente debe ser estricto, pero wp.S debe ser conjuntivo.

2Como es habitual, la aplicacién tiene precedencia sobre los operadores 16gicos; y por ello

SAAB=(S.A)AB%S.(ANB).
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TEOREMA 3.16 (Monotonia de los programas) Todo transformador conjuntivo
es también mondtono.

Demostracion.— Hay que probar: [X = Y] = [S.X = S.Y]. En efecto,

X = Y]
= " regla de oro
X AY = X]
= " regla de Leibniz
[S(XAY)=5X]
= ~." S es conjuntivo
[S.X ASY =S.X]
= " regla de oro

[S.X = 8] [Foomen |

Luego, todos los programas sanos satisfacen la propiedad de monotonia. Tal
propiedad tiene una interpretacién sencilla: para obtener una poscondicién R
mds restrictiva que R/, tendremos que partir de un conjunto de estados S.R
mds pequefio que S.R':

SR b
— S [ R”

S.R

Concepto de programa ttil  Un programa o mecanismo S es ttil segtin
[Hehner, 1984]:148, si existe un predicado R tal que [S.R]; es decir, {C}S{R}.
Por monotonia obtenemos [S.R = S5.C], y de aqui la equivalencia

[SC]=3R:Re€P:[SR]

En consecuencia, un programa es ttil si termina siempre. Hay programas tti-
les, como por ejemplo x := z, y programas que no lo son, como por ejemplo

T,y €lntix =z +y

ya que no se puede garantizar que termine para todos los estados iniciales.
Realmente aqui util significa terminacion propia. El conjunto de programas ttiles
serd denotado con 7 .

3.3. Determinismo y disyuntividad

Los transformadores asociados a los programas NO son necesariamente
disyuntivos; un ejemplo de ello lo proporciona el programa M del Ejemplo
3.6, para el cual tenemos

MAz = cara} vV MAz =cruz} 2 MA{z =caraV z = cruz}

Es facil justificar que los programas deterministas verifican la siguiente propie-
dad de disyuntividad, valida para toda coleccién de predicados {R, R ... }:

[S(RVR' vV ...)=S.RVSR Vv ...]
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Justificacién.- Por aplicacién del Lema 1.9 (pagina 15), basta justificar o probar
las dos siguientes implicaciones, ptle:

SRVSRV..=SRVRV..) (1)

S(RVR'V...) = SRVSRV ... (2)

La implicacién (1) es consecuencia inmediata de la propiedad de monotonia.
y bastarfa justificar la implicacién (2). Consideremos un estado inicial ¢ verifi-
cando S.(RV R’V ...); entonces,

por ser S determinista, existe un Unico estado fi- 3)
nal o verificando RV R' Vv ...

Supongamos que (S.R), sea falso; entonces, partiendo del estado ¢, el tinico es-
tado final posible o no puede verificar R (de lo contrario, si podemos asegurar
que el estado final satisface R, es que el inicial aparece en S.R, que es absurdo).
Pero si R, es falso, el estado final no puede aparecer en R. Por tanto, si todos
los predicados (S.R),, (S.R'),, ..., son falsos, el estado final o no puede apa-
receren RV R’V ..., que estd en contradiccién con (3). Luego alguno de los
predicados (S.R),, (S.R’),, ..., debe ser cierto. m
El razonamiento anterior justifica la siguiente definicion:

DEFINICION 3.17  Sea S un programa (sano); S se dice determinista si su transfor-
mador es disyuntivo. S de dice indeterminista si su transformador no es disyuntivo.

[255] Justificad la Definicion 3.17 probando la propiedad: si S es sano y disyuntivo,
entonces, dado un estado inicial . para el cual S termina, el estado final es tnico.

[256] (Febrero, 97) Sea S sano y no disyuntivo. Dad otra justificacion de la Definicion
3.17 probando las siguientes propiedades:

(A) Existe un estado . y dos predicados A y B tales que (S.A), = Falso, (S.B), =
Falso y (S.(AV B)), = Clierto.

(B) Partiendo de ., S puede terminar en, al menos, dos estados distintos.

Observe el lector que los dos ejercicios anteriores justifican completamente
la Definicién 3.17: S es disyuntivo si y solo si, el estado final, si existe, es tinico.

DEFINICION 3.20 (Conjugado de un transformador) Dado un transformador
S, definimos el conjugado S* en la forma, ptle, S*. X = -5.-X

TEOREMA 3.21  Se verifican las siguientes propiedades
(1) SeTh«S*eTV, SeTV — S*eTh
(i) SeTT =S eTt, SeTt+= 5T’
(ii) Si S € TNt entonces S < S*
(iii) Si S € TNt entonces
S = 5% <= S es determinista y termina siempre

Demostracion.— Veamos solo algunas implicaciones.

(iii) Sea S € T"*; entonces, por (i) — (i), S* € TVT; de donde S = S* =
S € TVT. Para probar la otra implicacion, teniendo en cuenta (i), basta probar
SeTVT = §* < S;veamos:
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S*< S

= .- definicién de orden en P
VX: X eP:[S*X = SX]

= " definicién de S*
VX: X eP:[-5-X = SX]

= "~ célculo
VX: X eP:[S-XVSX]

= *.- 8 es disyuntivo, tercio excluido
VX : X eP:[SC]

= S estil
Cierto
(i). Sea S € T"; tenemos, ptle (ii). Sea S € T/t
S*(AvBV ...) S < 5%
= "~ definicién de S* = *.»definicién de orden en P
~S.~(AVBV ...) VX X eP:[SX = S*.X]
= *."de Morgan = *."definiciéon de S*
~S.(mAA-BA ...) VX:X eP:[SX = ~S—X]
= " conjuntividad = " célculo
~(SmANS—BA ...) VX : X €P:[-S.X V-85-X]
= *.-de Morgan = " definicién de S*
~S.~AV-S—BV ... VXX €P:[S* X VS .X]
= " definicién de S* = (1), S* es disyuntivo
S*AVS*BV ... VX : X eP:[5*.C]
= “por (i), S es util
Cierto

NOTA 3.22 Determinismo segin Dijkstra/Scholten Por Teorema 3.20(ii), si S es
autoconjugado entonces es determinista. [Dijkstra y Scholten, 1990]:131 dan una defi-
nicion mas restrictiva: S es determinista sii S* = S.

[256] ¢ Es equivalente la definicion de la Nota 3.22 con la dada en la Definicion 3.17?
[256] Siendo [U.X = bV S.X]|, probad que U es sana.

Sea S una sentencia que conserva dos predicados P y @Q en presencia de otro pre-
dicado b; es decir, verificando {b A P}S{P} y {b A Q}S{Q}. Estudiad la forma mas
general del operador f : P — P — P de forma que S conserve el predicado f.P.Q; es
decir: {b A f.P.Q}S{f.P.Q}.

(Diciembre, 99) El siguiente ejercicio trata de mostrar que conocido el transformador
de predicados de cierta sentencia es posible deducir algunas propiedades de ésta.
Asi pues, siendo x una variable natural, y N una constante natural, sea la sentencia
Azar,n con transformador de predicados, ptle

Azaryan.Z = Vi:0<i< N:z:=1i.2

Probad que Azar,n es indeterminista y termina siempre.

Sean dos transformadores f y g tales que f es mds indeterminista que g; es decir,
f < g. Probad:

(A) |g.-.X = Falso] = [f.X = Falso] ¢Qué interpretacion tiene?
(A) [f-X] = [9.X] ¢Qué interpretacion tiene?
(B) El transformador Azar.-. €s mas indeterminista que Azar,y.

Demostrad que el transformador desastre del Ejemplo 3.8 es conjuntivo y estricto.
Ademas es indeterminista para espacios de estados con mas de un estado.



Capitulo 4

Un lenguaje de Programacion simple

La semantica de un programa S es su transformador de predicados, que
segln el Convenio 3.3, identificamos con su forma sintéactica. Por ello, seria
interesante dar un método para caracterizar la seméantica de S conocida su for-
ma sintactica. Una forma elegante de conseguirlo es a través de una definicién
semantica composicional, que sigue dos fases

(F1) dar la seméntica de las sentencias simples, y

(F2) describir reglas para obtener la semdntica de las sentencias compuestas a
partir de la semantica de sus componentes.

En términos de trasformadores de predicados, esto significa que debemos
(F1) dar los transformadores de predicados de las sentencias simples, y

(F2) describir reglas para obtener el transformador de cada sentencia com-
puesta, conocidos los trasformadores de sus componentes.

La fase F; se logra asociando un constructor de transformadores para ca-
da constructor sintactico del lenguaje. Debemos asegurar que los constructores
del lenguaje conserven las propiedades de salubridad. Por ejemplo, si el cons-
tructor <;>> que genera la composicion secuencial < S; S’ >> tiene asociado
la composicién funcional, ésta debe conservar las propiedades de salubridad;
osea, si Sy S sonsanas, S oS’ deberd ser sana.

4.0. Las sentencias mas simples: nada y aborta

Los transformadores o funciones S : P — P mas simples son la identidad
y las constantes. Consideremos el primer caso, o sea, la funcién identidad, que
serd denotada con nada, y queda definida asi:

VX :: [nada. X = X]

Si recordemos la Definicién 3.4 de triplete en el sentido de Dijkstra:
{YIs{X} = [Y = SX]

la sentencia nada verificara, para todo predicado R, el triplete { R}nada{R},
por lo que para obtener la poscondiciéon R después de ejecutar nada es suficien-
te partir de la misma precondicién R. Experimentalmente (o sea, observando

51
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la ejecucién de la sentencia) es imposible distinguir nada de la sentencia que no
hace nada (no modifica el estado inicial del sistema). En efecto: para cada estado
inicial ¢, el indicador P* (véase Ejercicio 3.5) verifica { P* }nada{P"'}, y el estado
final después de ejecutar nada coincide con el estado inicial.

La sentencia nada aparece en algunos lenguajes de programacién con un
identificador especial. En el lenguaje ADA se escribirfa null; en un lenguaje en-
samblador se denota con skip; en PASCAL o MODULA seria la sentencia “vacia’.

Estudiemos ahora los transformadores constantes; existen dos posibilida-
des ya que dicha constante puede ser F' o C, y tendremos dos transformadores,
que llamaremos aborta y milagro.

EJEMPLO 4.0 El transformador milagro es el transformador constante
VX :: [milagro. X = C)|

y no verifica la Ley del Milagro Excluido, ya que segtn la definicién anterior
[milagro.F' = C]. Por tanto tal sentencia no aparecerd en ningin lenguaje de
programacién real. Un razonamiento simple nos convence de que esta senten-
ciano es implementable. En efecto, para cualquiera poscondicién R obtendriamos
{C}milagro{ R}. Es decir, tendriamos resuelto el problema de la programacion; por
ejemplo

{C}milagro{z = max(a,b,c)}

{C}milagro{la tabla a[1..n] estd ordenada}

Tales milagros seran excluidos de nuestro lenguaje.

Interpretemos el otro transformador constante que llamaremos aborta:

VX i [aborta. X = F)|

Veamos que aborta no puede terminar una vez iniciada. En efecto, sea ¢
un estado inicial. Entonces, por definicién de aborta, { P*}aborta{C} = F'. Si
terminase la sentencia aborta en cierto estado o, tal estado verificaria el predi-
cado C, lo que contradice el triplete anterior. Asi, la sentencia aborta permite
capturar aquellos mecanismos que provocan errores o no terminacién.

Es un ejercicio simple probar que los transformadores nada y aborta son
estrictos y conjuntivos, y ademds deterministas; por consiguiente tienen aso-
ciados dos sentencias reales.

NOTA 4.1 Siseguimos a [Dijkstra y Scholten, 1990] (véase Nota 3.1) y definimos la
sentencia aborta en la forma

VX : [wip.aborta.X = Cierto] A [wp.aborta.Cierto = Falso
obtenemos la definicion anterior:
VX :: [wp.aborta.X = Falso

de donde (obsérvese que wlp no es estricto) aborta es determinista en la dos definicio-
nes y ademas aborta no es autoconjugado, ya que, ptle:

aborta®. X = aborta. X
- definicion de S*, semantica
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—aborta.—~X = F
= -.- semantica, CP
F

Esto es debido a que, segun el Teorema 3.21(i), la equivalencia entre determinismo
y autoconjugacion es valida solamente para programas utiles (que terminan siempre)
y aborta no termina. Obsérvese ademas que [wip.aborta.X = C] se interpreta con
tripletes parciales:
{C}aborta{X}

que puede leerse en la forma: 'si aborta termina, lo hace verificando X .

Otros transformadores interesantes Ademas de los anteriores, existen otros
transformadores simples, unos sanos y otros no; por ejemplo, cada predicado

P tiene asociado un transformador P dado por

[P.X = PAX]

Trivialmente P es estricto y conjuntivo, por lo que podriamos hacerle corres-
ponder un mecanismo. La utilidad de tal transformador consiste en introducir
comentarios en los programas. Ademads es 1til en un lenguaje de especificacio-
nes, como el propuesto en [Hehner, 1984] o en [Morris, 1990]. Obsérvese que se

verifica Cierto = naday Falso = aborta.
Otra forma de obtener un transformador a partir de un predicado y una
sentencia es en la forma siguiente

(B—S).X = B = S.X]

Es fécil ver que si S es conjuntivo también lo es (B — S), sin embargo, el
transformador (B — S) no es estricto, puesto que puede introducir milagros si
es ejecutado en el entorno del predicado —B. En efecto, para ptle

(B — S).F (B—=S)(XAY A ...)
= -~ definicion = -~ definicion
B = S.F B = S(XAYA...)
= " S es estricto = *.» S es conjuntivo
B = F B = SXANSYA...
= *.~célculo = *.~célculo
-B (B=SX)AN(B = SY)A ...
= -~ definiciéon

(B—S).XAN(B—S8).YA...
Al igual que P, (B — S) sera una especificacion, ttil en metodologfas de

disefio de programas con especificaciones.

4.1. La sustitucién como transformador de predica-
dos. La sentencia de asignacién

Como vimos en Ejemplo 3.7, la sustitucién de una variable por una expre-
sién captura un cambio de estado, al que debemos asociar una sentencia, que
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se identifica con el propio transformador sustitucién ‘z := E’: sustituir todas
las apariciones libres de x por la expresién E.

DEFINICION 4.2 Si Z es un predicado, x := E.Z se define por induccion estructural
sobre la estructura del predicado Z:

x:= E.Falso = Falso

x:= FE.Cierto = C(Cierto

z:=FE(AvVB) = z:=FEAvVvz:=EB
x:=E.(AANB) = xz:=FEAANz:=EDB
z:=FE.-A = =(x:=E.A)

r:=E(M:2X) = Vitaz:=EX sixz#i
z:=FE(F:X) = Jitz:=FEX sizx#1i

Si A es una expresion sin conectivas 16gicas se define x := E.A por induccion estric-
tural sobre la sintaxis de la expresion:

r:=EM®N) = z2:=EM®uz:=EN
z:=Fz = F
z:=FEy = ysiyFax

donde ® es cualquier operador.

NOTA 4.3 (Notaciones para expresar la sustitucién) La notacion « := E.P es basica-
mente la propuesta en [Dijkstra y Scholten, 1990]; hemos seleccionado ésta por ser
una notacion muy expresiva; x := E.P se lee:

el transformador de predicados (x := FE) actuando sobre P

y resulta interesante utilizar el operador = := E en forma prefija. Otra razén para la
eleccion de esta notacién, mas pragmatica, esta relacionada con la identificacion del
transformador sustitucion con la sentencia de asignacion.

En la literatura aparecen también otras notaciones. [Wirth y Hoare, 1973] utilizan la
notacién Pg, cuya principal desventaja es que no es lineal. Otra notacién interesante es:
P(z\FE), que esta justificada porque bajo ciertas condiciones se cumple la propiedad
P(z\E)(E\u) = P(z\u) que recuerda la propiedad de la division.

Como se deduce de la Definicién 4.2, el transformador x := E es estricto,
conjuntivo y disyuntivo; por tanto, podemos hacerle corresponder una senten-
cia determinista que se denota igualmente con z := E'y se denomina sentencia
de asignacion. Noétese que identificamos perfectamente la sentencia sintactica
con su transformador.

Algunos ejemplos de calculos son, ptle

a:=a+1la>10 = a>9
a:=7a="7T = C
a:=T.a=206 = F

El dltimo ejemplo ilustra que no existe ningtin estado que conduzca a la pos-
condicién a = 6 después de ejecutar la sentencia a := 7.
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Asignacion estricta  La sustitucién = := E da problemas si la expresién lle-
va a un estado erréneo. Por ejemplo, tomando P = z es par, entonces (z :=
x4+ 2.P) = (x + 2 es par); pero es sabido que en ciertas implementaciones la
expresion x +2 puede producir overflow. Una forma elegante de resolver el pro-
blema es considerar semanticas estrictas como en [Hehner, 1984]:130, donde se
asocia a cada variable una expresién de tipo; por ejemplo, para la declaracién

z,y:€N;z:€Z

la expresion tp(x), que denota la expresién de tipo asociada a la variable z, es
'z :€ N'. Una expresién de tipo se transforma en un predicado si sustituimos la
variable por una expresién y suprimimos los dos puntos; por ejemplo

[z:=8]z:eN = 8€eN

Con esta notacién, la semdntica estricta de la asignacién se puede escribir

{(z :=8).X = x:=FEitp(x) Nz :=E.X

(entrecomillamos en este caso la sentencia para distinguirla del transforma-
dor). Segun esto, si x :€ R, tendremos, ((x := 1/0)) = aborta.

Asignaciones y efectos laterales En la asignacién = := E la expresion E no
debe contener llamadas a funciones con efectos laterales; por ejemplo, si consi-
deramos la funcién PASCAL

function dos : integer;
begin

T :=2D5;

dos := 2;
end,

la ejecucién de la funcién dos provoca un efecto lateral sobre la variable x; te-
nemos, seglin la seméntica de la asignacion

{dos =2 Nz < 1}z := dos + z{x < 3}
= " definicién de triplete
[dos=2ANx <1 = z:=dos+x.(v < 3)]
= *.-semdntica de la asignacion
[dos=2Ax <1 = dos+x < 3]

~ Clerto

pero operacionalmente tal triplete no es cierto ya que dos no es una variable
sino la llamada a una funcién, cuya ejecucién provoca un efecto lateral sobre x.
Resaltamos que los efectos laterales en programacién complican la definicién
semantica y la verificacion.

Asignacién paralela  Una extensién natural de la sentencia de asignacion es
la asignacién paralela: sustituir simultdneamente un conjunto de variables. Por
ejemplo, para la sentencia:

x,y:=M,N
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51.(827X) S X X

— Sl E—— S2 f—

Figura 4.0: Composicién secuencial de transformadores.

su transformador indica la sustitucién simultdnea y se define en forma andloga
a la Definicién 4.2:

a,b:=a+1,b—2(a+b>10) = a+1+06—-2>10 = a+b>11

Observemos que la sentencia x, y := y, x permite el intercambio de los valores
de las variables x e y:

{z=any=blz,y:=y,z{zr=bAy=a}

En este punto tenemos definidas (caracterizadas semédnticamente) las senten-
cias basicas del lenguaje (aquellas sentencias que no contienen sentencias en su
cédigo)

sentencia_simple ::= nada | aborta | z .= E |z,y := E, F| ...

4.2. Composicién de sentencias

La forma mas simple de obtener nuevos transformadores es por composi-
cién funcional; veremos que esta operacién se corresponde con la composicién
secuencial de sentencias. Dadas dos sentencias S; y S2 queremos definir una
nueva sentencia cuyo significado sea activar Si, y una vez terminada, activar a
continuacion Sz. En los lenguajes derivados de ALGOL la composicién de dos
mecanismos se escribe begin Si;S2 end; nosotros no utilizaremos los parénte-
sis begin/end y escribiremos simplemente ‘S;;.Ss’. El cardcter ’;’ se interpreta
como secuencialidad.

Tratemos de calcular Si;.S2.X; es decir, el conjunto de estados mas grande
que garantiza la terminacién de S; seguida de S5, verificando finalmente X . Es
obvio que S, debié terminar; luego debié comenzar en algiin estado del mayor
conjunto de estados que lo garantiza, que es Sy. X . Pero entonces, S; debi6 ter-
minar en algtn estado del conjunto S>.X. ;Cuél es el mayor? La respuesta es
S1.(S2.X). Asi, definimos, VX, y ptle

(51;52).)( = Sl(SQX)

La composicién secuencial corresponde a la composicién funcional de las fun-
ciones transformadores de predicados. Por consiguiente, conocidas S; y Sa,
hemos caracterizado perfectamente la composicién secuencial (su seméntica).
Es importante resaltar que el transformador de predicados acttia ‘hacia atras’
como muestra la Figura 4.1.
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DEDUCCION: hacia atras
a+x>0 = ag—14+2>0 <« a+z >0

——frmrtl)——[ama—1]—

CcOMPUTOS: hacia adelante

Figura 4.1: El mecanismo de deduccién acttia en forma inversa.

EJEMPLO 44 a:=a+b;b:=axb.R(a,b)
= "’ semdntica composicion
a:=a+b.(b:=axb.R(a,b))
*.-semdntica de la asignacion
a:=a+b.R(a,ab)
= ".’semdntica de la asignacién
R(a+ b, (a+ b)b)

Obsérvese que a := a+b; b := axbno tiene el mismo efecto que a, b := a+b, axb:
a,b:=a+b,axb.R(a,b)

R(a+ b, ab)

Es importante plantearnos si el operador composicién ’;" conserva la salu-
bridad. Es decir: si S y T son sanos, ¢lo es la composicién S;7T? Esto puede
probarse facilmente, ya que ptle:

S;T(AANBA ...) S;T.F

= -.'semantica ; = -semantica ;
ST(ANBA ...) S(T.F)

= *.T’ conjuntivo = “.-T estricto
S(TANT.BA ...) S.F

= *.»S conjuntivo = *.-S estricto
ST.ANST.BA ... F

= "’ semadntica ;
S;T.ANS;T.BA ...

de donde ’;’ conserva la conjuntividad (izquierda), y la ley del milagro excluido
(derecha). También es fécil ver que la composicién conserva el determinismo.
Por otro lado, es un hecho conocido que la composicién puede ir mal si va mal
alguna de sus componentes; es decir, tenemos, ptle

S; aborta. X aborta; S.X

= -~ definicion = -~ definicién
S.aborta. X aborta.(S.X)

= *.~definicién aborta = *.~definicién aborta
S.F F

= *.» S es sana

F
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de donde las tres sentencias siguientes tienen el mismo comportamiento
aborta; S S; aborta aborta

La composiciéon de n (> 3) sentencias se define recurrentemente en la forma
S1589;...58, = S1;(S2;...55,)

y la composicién secuencial es asociativa ya que la composicién de transforma-
dores es asociativa.

EJEMPLO 4.5 (Intercambio de valores de dos variables) El programa
t:=x;x :=y;y =1

intercambia los contenidos de las variables x e y. En efecto:

t:=x;z:=y;y:=t(zr=aAy=0)
= " semdntica de la composiciéon
ti=zx.x:=y.y:=t.(r=aAy=0>0)
= *.-semdntica de la asignacion
ti=zx.z:=y(x=aAt=0>0)
= " semdntica de la asignacién
t:=z(y=aANt=0b)
= " semdntica de la asignacién
(y=aANz=0>)

(Intercambio de valores de dos variables (continuacién) El programa del Ejem-
plo 4.5 utiliza la variable auxiliar ¢; con la asignacién paralela z,y := y, z po-
demos intercambiar el contenido de las variables directamente (véase pagina
55) pero no es comun que un lenguaje real disponga de la asignacién paralela.
Sorprendentemente, si el tipo asociado a las variables dispone de ciertos opera-
dores es posible realizar el intercambio sin utilizar ninguna variable adicional;
por ejemplo, para el tipo de los enteros, =,y :€ Ent, el siguiente programa
realiza el intercambio sin variables adicionales:

T=rtyy =Ty = -y
En efecto:
r=zx+y;y=x—y;x:=x—y.(x=bAy=a)
= ".’semantica composicion y asignacion
r=c+y.y=z—y.(r—y=bAy=a)

= ".semdntica composicion y asignacion
r=zx+y.(z—(z—y)=bAz—y=a)

= . simplificamos
z=x+y.(y=bAhx—y=a)

= *.semdntica
y=bA(z+y)—y=a

= *.-simplificamos

(vy=ane=0
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¢(Es vélido el razonamiento anterior en todos los casos? Veamos que no. Al
implementar el lenguaje, la sentencia = := z + y puede dar lugar a overflow
aritmético; por otro lado, si el tipo asociado a las variables es Flotante, la preci-
sién de las operaciones puede dar lugar a incorrecciones; por consiguiente, las

sentencias
S = r=x4yy=r—yY;ri=x—Yy
S = ayi=ya

no son semédnticamente equivalentes. Ahora bien, si las variables son de tipo
Ent (donde Ent es el campo «..3) y los valores iniciales a y b verifican el pre-
dicado:

R(a,b) = a<a,bya+b<p

entonces se verifica:
{R(a,b) Nz =aANy=>b}S{z=bAy=a}
En efecto; si utilizamos semantica estricta tendremos, en el contexto z,y :€ 7Z,
r=zt+y;y=x—y;x:=x—y.(x=bAy=a)
r=zxt+y.y=x—y.(r—y=bAy=ahx—y€eZ)

/\x::ac—l—y.(x—(x—y):b/\x—y:a
r—(z-y)€ELNT—yEL)

7A(x+y*(w+yfy):be+yfy:a
r+y—(x+y—y €ZAe+y—y<cZAx+yel

de donde
a,bya+beZ

=
r=zt+yy=x—y;r:=rx—y(x=bAy=a)=(x=aAy=0>)

[256] ; Son equivalentes las sentenciast := x;x = y;y :=t T,y =y, x 2

Lemas de sustitucién
El siguiente resultado serd de utilidad al trabajar con asignaciones.

LEMA 4.7  El operador sustitucién verifica las siquientes propiedades o lemas de
sustitucion:

(i) v:=Eyjxz:=F = z:=(x:=E.F)
(i) y=FE;x:=F = z:=(y:=EF)y:=F, sizZyz¢FE
(iit) y:=FEjx:=F = x:=F;y:=EF, sixg E,y¢ F

donde x ¢ E significa que la variable x no aparece libre en E.

EJEMPLO 4.8 Tomando Ef == 7y F' == zxn en el primer lema de sustitucion,
podemos probar la equivalencia:

r:=T,x:=x*n = r:=T%*n

En forma parecida podemos probar = := = + 1; := x — 1 = nada. El segundo
lema de sustitucién permite probar que la sentencia y := n;z := x * y coincide

con la sentencia x := x * n;y := n.
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Demostracion.— (i) es consecuencia inmediata de la definicién de composicién
y (ii%) es consecuencia de (i7). Para probar (ii), demostraremos, por induccién
sobre la estructura de Z,

VZ ::|y:=E.(x:=F2) = x:=(y:=EF)(y:=EZ)]
Si Z es una variable, pueden darse tres casos:

— Z = x; entonces, ptle

y:= E.(x:= F.a) = x:=(y:=E.F).(y:=E.x)
= "~ definicién sustitucion, y # x
y:= E.F = x:=(y:=E.F)x
= *.» definicién sustitucién
y:=FEF = y:=EF
— Z = y; entonces, ptle
y:= E.(z:= Fy) = x:=(y:=E.F).(y:= E.y)
= *.»definicién sustitucién, y # «
y:=FE.y = z:=(y:=EF).E
= *.»definicién sustituciéon, x ¢ E
E = E

— Z =z,con z # y, z # x; entonces, ptle

y:= E.(x:=F.2) = x:=(y:=E.F).(y:=E.z2)
= *.~definicién sustitucion, z Z y, z Z
y:=FE.z2 = x:=(y:=E.F)z

= *.»definicién sustitucion, z Z y, z £ x

z = z

Si Z no es una variable, consideremos que puede descomponerse en la forma
Z1 ® Z», donde ® es cualquier operador sustitutivo; entonces

Yy = E(.’ﬂ = F(Zl X ZQ))
x:=(y:=E.F).(y:=E(Z,® %))

.- definicién sustituciéon
y:=E(z:=F.Z1x:=F.Zy)
x:=(y:=EF)(y:=E.Z1Qy:=E.Zy)

.- definicién sustituciéon
y:=E(zx:=F.Z)Qy:= E.(x:=F.Z5)
x:=(y=EF)(y:=E.Z))Qx:=(y:=EF).(y:= E.Z)

" ® es sustitutivo
y:=E.(z:=F.Z) = x:=(y:=E.F).(y:=E.Z)
y:= E.(x:= F.Z3) x:=(y:=E.F).(y:=FE.Zy)
= -HI
Cierto

S | T | T R (T
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Probad que se verifica {x <n,p=2"}z:=z+ 1;p:=p=*2{x <n,p=2"}.
[256] Encontrad una expresion E verificando {C}a :=a+ 1;b:= E{a = b}.
¢Es cierto [a := E;b:= E.(a = b)|, siendo E una expresion arbitraria?

[256] Se define la sentencia inter(x,y) como aquella que verifica, para toda variable z
distintade x ey:

{zx=aANy=>bAz=clinter(z,y){z=bAy=aAz=c}
Probad la equivalencia inter(z,y) = (z,y :=y,x).
[257] Probad (S; T)* = S*; T*, donde S* es el conjugado de S (Definicion 3.20).

Sin utilizar asignaciones paralelas, escribid un programa S formado como composicion
secuencial de sentencias de asignacion para permutar los contenidos de 5 variables:

{(z,y, 2, t,u) = (a,b,c,d,e)} S {(z,y,2,t,u) = (b,c,d,e,a)}.

[257] (Febrero, 96) Probad que la sentencia (b — S) es sana, donde

VX [(b— S).X = (b = S.X)].
[257] (Febrero, 96) Encontrad una expresion E verificando:

{C}b:= N;a:= E{N > méix(a,b)}.
[257] (Febrero, 96) Probad que la sentencia ({b — S)) definida como

((b—9)).X = XVbAS.X,

se puede escribir en el lenguaje de Dijkstra y ademas es determinista silo es S.

Sustitutividad de sentencias  En la Seccién 6.1 (pagina 98) trateremos con
mads rigor el concepto de sustitutividad. En lineas generales la propiedad de
sustitutividad proporciona la siguiente propiedad

al reemplazar en una sentencia S una subsentencia T por otra
equivalente T” se obtiene otra sentencia S’ equivalente a la primera

La propiedad anterior junto con la propiedad de asociatividad permite obte-
ner resultados interesantes. A modo de ejemplo, para probar

r=zx+Lz:=2-1;5 = S
tenemos el siguiente razonamiento:

r=zx+1lx:=x2—-1;8
*.-asociatividad
(r:=z+Lz:=2-1);8
= x:=1x+ 1,2 :=1 — 1= nada (véase Ejemplo 4.8), y sustitutividad
nada; S
= "."nada es la identidad
S

Intuitivamente, la siguiente composicién de cajas

] — [

se puede redibujar en la forma

— |t il——[z=a 1]
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4.3. La sentencia selectiva

Hemos descrito un constructor para componer sentencias a partir de otras.
Para obtener un lenguaje mds rico debemos introducir la sentencia selectiva y
el bucle. Dedicamos el resto de este capitulo a las selecciones. La construccién
selectiva se define con la sintaxis:

selectiva s= sentencia guardada
{ O sentencia guardada}
I

sentencia guardada = expr. booleana — sentencia
donde los simbolos "0 y “—’ son separadores. Un ejemplo de seleccion es:
[b>0—b:=b+10a>0—a:=a—1] (1)

Las expresiones booleanas a > 0y b > 0 se llaman guardas y protegen la
ejecucion de la sentencia que aparece a la derecha del simbolo —: la sentencia
b := b+ 1 estd protegida por la guarda b > 0 y sélo se podra ejecutar bajo la
condicién b > 0.

En la codificaciéon de programas se acostumbra a escribir las estructuras
selectivas en forma tabulada:

[[ by — 51
O by — Sy
O b,—S.]

El significado ‘informal” de esta sentencia es el siguiente:
(a) Seevaltan todas las guardas by, bs, ..., b, (deben estar bien definidas).

(b) Entre las verdaderas se selecciona en forma indeterminista una de ellas y
se ejecuta la correspondiente secuencia guardada.

(c) Sitodas las guardas son falsas se aborta el programa.

Asi, si ejecutamos la sentencia (1) a partir de un estado inicial verificando
la precondicién P = b > 0 A a > 0, al ser las dos guardas ciertas, se selecciona
en forma indeterminista una de ellas. En definitiva, se eligird en forma indeter-
minista, bien b := b + 1, o bien a := a — 1. Por consiguiente, el estado final no
estd completamente caracterizado por la precondicién. Por ejemplo, partiendo
del estado (b = 6,a = 2) se puede llegar al estado (b = 7,a = 2), o bien al
estado (b = 6,a = 1); es decir, se trata de un mecanismo indeterminista.

El mecanismo de seleccién anterior introduce una abstraccion adicional so-
bre el mecanismo if-then-else de ALGOL o PASCAL: el indeterminismo. Este me-
canismo estd definido en el lenguaje ADA,

select when by => ...
when by => ...

end select
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pero [Hoare, 1978] lo defini6 anteriormente para el lenguaje CSP (Communica-
ting Sequential Processes); su uso es importante en programacion concurrente.
La notacién original de Dijkstra para la sentencia selectiva es:

ifby - 51...0b, — S, i

y en el lenguaje CSP se escribe igual que en el presente texto. También utiliza-
remos las notaciones

[[D:lgign:bi—n?i}] [[Dlgignbiﬁsiﬂ
Ahora nuestro objetivo es definir, para cada predicado X, el predicado
[O:1<i<n:b—5].X

a partir de cada S;. Segtin la interpretacién informal antes descrita, en el estado
inicial todas las guardas deben estar bien definidas (en otro caso afiadiriamos,
al igual que hicimos con la asignacién, un predicado tal como

Vi:1<:<n:b;eB

y complicariamos el transformador). Ademads, para no abortar la sentencia, de-
be verificarse el predicado OB (disyuncién de las guardas) definido como:

OB = bl\/bg\/b:;...\/bn(Eﬂil1§i§n:bi)
Luego de momento tenemos la descomposicién, ptle,
SI.X = OBA ...

Si OB = F para algun estado inicial, para ese estado se verificard SI.X = F,
por lo que SI equivale a aborta (para esos estados). Por otro lado, si en un
estado ¢ se verifica la guarda b;, la sentencia S; puede ser ejecutada; en ese
caso, para asegurar que se cumple X después de ejecutar S;, ¢ debe cumplir
S;.X. Bs decir, se cumplird la implicacién b; = S;.X, y esto debe darse para
todos los estados y todos los indices. Por consiguiente, definimos, ptle:

[[Dlgignbiﬁsi]].X = OB/\(VZlSZg’I’LbZ = SlX)

Obsérvese que se captura el indeterminismo en forma simple y elegante: con
una conjuncién de implicaciones.

NOTA 4.18 Si se pretende obtener solamente correccion parcial podemos introducir
la precondicion libre (weakest liberal precondition) en la forma:

[wlp.SI.X = (Vi:1<i<mn:b = wip.S;.X)]

0 con una notacion mas compacta: [ SI.X = (Vi:1<i<n:b = 5.X)] enla
cual observamos que para que sea valido el triplete {Y}ﬁ {X} no es necesario que' Y
asegure el predicado OB. Si la sentencia SI termina, es que alguna de las sentencias
S; lo hizo, y por ello, alguna de las guardas era cierta.

4.19 [257] (Febrero, 95) Probad que S es indeterminista y verifica {Cierto}S{x = 1}, donde
S =[C—-y:=10C—y:=0];2z:=1
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EJEMPLO 4.20 (Médximo de dos valores) Estudiemos un mecanismo para en-
contrar el maximo m de dos valores x e y:

{?}S{m = méx(z,y)}

donde
m=mix(z,y) = (m=xVm=y)A(m>zAm>y)

Si buscamos un mecanismo selectivo para el cémputo de m, parece evidente
que dicho mecanismo debera ejecutar m := x o bien m := y. Pero:

m = z.m = max(x,y)
" semantica asignacion
x = max(z,y)
= " definicién de méax y CP
Ty

Luego la sentencia m := x debe estar protegida por la guarda = > y, y simétri-
camente para la sentencia m := y. Estudiemos pues la precondicién mas débil

para la validez del siguiente esquema
{7

[ z>y — m:=x
O y>z — m:=y]
frm = mix(z, 1)}

Unicamente es necesario un pequefio calculo, ptle:

[t>y—m:=2z02x<y—m:=y].m=max(x,y)
= *."semadntica de la selectiva
/\(33 >yVae <y A(x>y = m:=z.m=mix(z,y))
(x <y = m:=y.m=mix(z,y))
= . célculo de predicados y seméntica
CiertoA (x >y = x=méx(z,y)) A (z <y = y=mix(z,y))
= . célculo de predicados
CiertoN(z >y = 22y AN(z<y = z<y)

~ Clerto

Luego, el predicado desconocido | ? | se completa en la forma .

Una vez definida la semantica de la selectiva, podemos probar que tal sen-
tencia no es determinista en muchos casos, segtin la Definicién 3.17.

EJEMPLO 4.21 Sea SI = [C — n:=00C — n:=1]. Veamos que se cumple
[SI.X=n:=0XAn:=1X] (1)
En efecto; ptle,
SI.X
" semdntica

CAC = n:=0X)A(C = n:=1X)
— ...CP
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n:=0XAn:=1X

Entonces, también ptle

SIn=0VvVSIn=1 = SI.in=0Vn=1)
= “por (1)
0=0A1=0v0=1A1=1=(0=0v0=1)A(0=0Vv1=1)
= - CP
Falso = Cierto
Falso

luego SI no es disyuntivo, y segtin la Definicién 3.17, es indeterminista. Igual-
mente, el transformador A del Ejemplo 3.7 coincide con el transformador de la
selectiva [C' — z := caraOC — z := cruz].

[257] Probad el triplete {a < b} SI {m > a}, donde SI es la sentencia

[ a>b—-m:=a
O a<b—m:=b
O a=b—nada].

[258] Siendo x una variable entera, demostrad [OB = SI.x # 0], donde SI es la
selectiva

[ r<0 — z:=-x
O z>1 — z:=z-1
O z2>2 — z:=z+2]

Mediante la aplicacién del siguiente teorema podemos escribir mecanismos
selectivos arbitrarios a partir de selectivas con dos guardas.

TEOREMA 4.24  Las siguientes sentencias selectivas son equivalentes

ST [b—SOb; —S5,0...0b, —S5,]
SI' = [b—SOO0OB—[by—50...0b,— S]]

donde OB = (Fi:1<i<n:b).

Demostracion.—

SI'.X
= *.’semdantica

(OBVH)A(b = SX)ANOB = [O0:1<i<n:b —S5;].X)
= " semantica

(OBVbH) A = SX)A

(OB = OBA(Vi:1<i<mn:b = 5;.X))
= *.~calculo

(OBVO)A(b = SX)AVi:1<i<n:0B = (b = 5;.X))
= *.-célculo

(OBVH)A(b = SX)AN(Vi:1<i<n:0OBAb = S5;.X)
= " regladeoro: (b; = OB)=(0OBAb; =)
(OBVbH)A(Db = SX)A(Vi:1<i<n:b = 5;.X)

', semantica

SL.X
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EJEMPLO 4.25 El Teorema 4.24 tiene una aplicacién esencial: escribir selecti-
vas usando tinicamente construcciones con dos guardas. Asf, la sentencia

[a—SOb—TOc—UDOd— V]

es equivalente a la selectiva en cascada siguiente

[ a - S
O bVevd — [ b — T
O c¢vd — |

c — U
O d — V
I

|

Operacionalmente, la segunda construccién podria realizar mds comprobacio-
nes que la primera (por ejemplo si la tnica guarda cierta es la dltima).

Es importante comprobar que la construccion selectiva conserva la salubri-
dad; para ello basta probar el siguiente teorema.

TEOREMA 4.26 (Salubridad de la construccion selectiva) Para que la selectiva
[O0:1<i<n:b — S;] seasana, es suficiente con que lo sea cada sentencia S;.

Demostracion.—Sea OB = (Ji: 1 <i<mn:b;); entonces, ptle

[o:1<i<n:b,—S;].F

= *.’semantica
OBA(Mi:1<i<n:b = S;.F)

= -+ S; € T+ (ley del milagro excluido)
OBANMi:1<i<n:b; = F)

= Vi:1<i<n:-b;=-0B
OB N -0OB
F

Sin pérdida de generalidad, probemos la conjuntividad para dos predicados;
ptle

[O:1<i<n:b —S].(AAB)
= -~ definiciéon
OBAVYi:1<i<n:b; = S;.(ANB)
= ".-cada S; es conjuntiva
(X = YAZD) =X = VAKX = 2)
OB/\V’LlS’LSn(bl = SlA)/\(bl = SZB)
= " V es conjuntivo
= " idempotente
OB/\(ViZlSignibi :>SlA)
= *.’semdantica
[O:1<i<n:b;—> 8] AAN[O:1<i<n:b,—S;].B
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Determinismo de la selectiva

Los programas forman un conjunto Bien Construido Sea £ un lenguaje y F
el conjunto de sus frases con la relacién de orden parcial:

F < F' = F es una subfrase propia de F”

En particular, un programa S es menor que otro S’ si S aparece como una
subsentencia en S’. Ya que el nimero de subsentencias de una dada es finito,
por aplicacién inmediata del Teorema 1.23:23, el conjunto de programas Prog
es un conjunto bien construido para dicha relacién de orden. En consecuencia
sobre tal lenguaje es vélido el principio de induccién, que se llama en este caso
induccién estructural o sobre la estructura del lenguaje.

De la propiedad de induccién para el conjunto Prog de programas tenemos
el siguiente esquema de demostracién de que cierta propiedad p (: Prog — B)
es vélida para cada programa:

VS :S € Prog:p.S
= "' Definicién 1.21, en pagina 22
VS:Se€Prog: VT :T € ProghNT < S:pT) = p.S

Para probar lo anterior, podemos probar, para cada forma sintactica .S, el si-
guiente esquema de induccion estructural:

(VT :T €ProghNT <S:pT) = p.S (te)

Una forma de probar (ie) es por casos, distinguiendo la forma sintéctica
de S. Si S es una sentencia bésica, en el antecedente de la implicacién (ie) el
campo T € Prog AT < S es falso (S no contiene sentencias propias); en estos
casos (ie) toma la forma:

(VT : T €ProghNT <S:pT) = p.S
= *."§ no contiene sentencias propias
(VT : Falso: p.T) = p.S
= .- definicién cuantificador
Cierto = p.S
= - CP
p.S

Luego habria que demostrar directamente la propiedad p.S para las sentencias
simples o bésicas. Para el resto de casos en que S no es basica usaremos T' < .S,
siendo T una subfrase inmediata de S. Asi, para demostrar que las sentencias
de nuestro lenguaje imperativo con guardas verifican cierta propiedad p seria
suficiente seguir (demostrar) el siguiente esquema esencial:

(a) CASOS BASE: p es cierta para las sentencias elementales; es decir,
p.aborta p.nada p.(z:=F)
(b) PASOsS INDUCTIVOS: la implicacién (ie) para cada estructura compuesta

p.SApT = p(S;T) — composicién
MiupS;)) = plO:1<i<n:b—S;] —seleccion
p.S = x[b— 9] — bucle
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A modo de ejemplo, consideremos la propiedad de salubridad
p.S =SeT*"

Podemos observar que las condiciones (b) del esquema anterior consisten en la
conservacion de la salubridad para los constructores del lenguaje, mientras que
(a) afirma que las sentencias elementales son sanas. Luego hemos demostrado
que las sentencias del lenguaje de Dijkstra (sin bucles) son sanas.

El determinismo de las sentencias componentes de una seleccién no es sufi-
ciente para el determinismo de ésta; sin embargo, el siguiente teorema muestra
que esto ocurre cuando las guardas son excluyentes dos a dos. Como un impor-
tante corolario obtenemos que un lenguaje con selecciones donde las guardas
son excluyentes entre si serd determinista. Este es el caso del lenguaje PASCAL.

TEOREMA 4.27 (Conservacion del determinismo en la seleccién) Si todas las
sentencias S; son deterministas (1 < i < n) y las guardas son excluyentes dos a dos,
entonces también es determinista la sentencia ST = [0 :1<i<n:b; — 5;].

Demostracion.— Por el Teorema 4.24 basta suponer dos guardas; sin embargo la
dificultad en el caso de varias sentencias es parecida por lo que la demostracién
la hacemos para el caso general. Puesto que tenemos

[Vji:Aj:M = N = Vj:AjAM:N|
(demuéstrese) podemos suponer el predicado 1 < j < n incluido en b;:
[SI.R = OB A(Vj:b;:S;.R)]
Tenemos entonces, para dos predicados cualesquiera X e Y, y ptle:

SI.XVSILY

= " semantica

“~distributiva: [(A = B)V (A’ = B)=(ANA" = BV B')]
OB AN (V’L,] . bz A bj . SZX \ SJY)

(A= B)=(AANM = B)AN(AN-M = B)]
OB/\(Vi,jZbi/\bj/\i:jlsi.X\/Sj.Y)/\
= "’ las guardas son excluyentes
= *.-semantica, S; determinista

SI(XVY)

[258] A partir de dos sentencias S y T la sentencia SVT, cuya semantica informal es:
elegir al azar una de ellas y ejecutarla. Dad su transformador, probar que es sano y dar
efemplos donde la construccion sea determinista o indeterminista.
[258] Sea SI = [b— SO f — T]. Poner ejemplos donde

(A) S y T sean indeterministas, pero SI sea determinista.

(B) S yT sean deterministas, pero SI sea indeterminista.

(C) S, T y SI sean indeterministas.

(D) SI sea sana, peroT y S no lo sean.
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La seleccién binaria tiene la forma [b — SO -b — T'], que también simpli-
ficaremos como [b — SO T']; su transformador de predicados es, ptle:

SI.X
" semantica de ST
BbGV-b)ADb = SX)A(-b = TX)
= " por el Lema 1.14, o directamente via Lema 1.12(iv):18
bASXV-bANT.X

Luego, ptle
[b—=SO-b—-T].X =bASXV-bAT.X (1)

Obsérvese que en la seleccién binaria las guardas son excluyentes, y por el Teo-
rema 4.27, ésta serd determinista cuando lo sean las sentencias guardadas. En
otros lenguajes (PASCAL, ADA, etc.) se suele escribir tal sentencia en la forma
if bthen S else T. Por otro lado, si tomamos en (1) 7' == nada, entonces
tenemos:

(if bthen )X =bANSXV-bAX

También, como aplicacién de (1) obtenemos:

[b—SO-b— aborta] X =bA S.X

que tiene una interpretacién simple: puesto que si —b es cierto la sentencia no
termina, para asegurar la terminacién de la seleccién debe darse el predicado b;
por otro lado, para asegurar la terminacién con la poscondicién X debera darse
como precondicién S.X; de aqui que deben darse ambos predicados: b A S.X.

EJEMPLO 4.30 Como aplicacion de (1) probemos, siendo x una variable entera,

{t #0}[z<0—z:=—2x0zx:=z—1]{z >0}

En efecto, ptle:
[r<0—z:=—2x0x:=x—1]{z >0}

= *.»seleccién binaria
r<0ANzx=—2.2>0Ve>0ANr=0—1.2>0

= ".-semantica asignacion
r<O0OAN—-2>0V 2>20ANx—-12>0
= *.-célculo
r<0Vvax2>1
= . x es entero

o #0
EJEMPLO 4.31 Apliquemos (1) en el caso
[i=0—j:=00i#£0—j:=1].j=1
Ci=0Aj=0=1Vi£0Aji=1j=1
C((=0A0=1)V(i#0A1=1)
Q40
Lo anterior tiene una interpretacion facil: para obtener j = 1 debemos asegurar
que la primera guarda no es seleccionada.
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EJEMPLO 4.32 Sea SI la estructura
[ j<k—m:=k
O j2k—m=j]
ysea R =1,j,k < m; vamos a calcular SI.R
= *.»semdntica de seleccion binaria
j<kAm:=kRVj>kAm:=jR

= *."semdntica de asignacién
J<ENISENJSEViZEANIZ<jANEL]

= *.»célculo
i,j <k
que tiene una interpretacion facil como el lector puede comprobar.
Ejercicios
[258] Definid una semantica para la estructura selectiva:
si by — 51
O by — S
o b,— Sn

en_otro_caso S’
fin_si

Probad con un ejemplo que [by — S1 0 by — Sa] # [b1 — S10Oba A =b1 — S2].

Si admitimos selectivas infinitas como Azar, = [C — z:=10C — z:=20...]
2queé tipo de indeterminismo introducen? AYUDA.- Analice la siguiente propiedad: con
la construccion Azar, no podemos prever ningun valor N de forma que se cumpla
{C}Azar{x < N}.

[258] (Febrero, 96) Sea S una sentencia sana y determinista. Probad que la sentencia
con transformador de predicados T.X = b A S.X se puede escribir en el lenguaje de
Dijkstra, y es determinista.

[258] (Diciembre, 96) ¢ Existe S verificando VX :: {X}S{-X} ?

[258] (Diciembre, 97) Probad que la sentencia SI = [C — z:=10C — z,y:=1,0]
verifica el triplete {C'}SI{x = 1}, pero es indeterminista.

[259] (Diciembre, 97) Describid con transformadores de predicados y con tripletes, las
siguientes frases, dando ejemplos de cada caso:

(A) En el entorno del predicado b, la sentencia S nunca termina.

(B) X es una precondicion suficiente para que S termine verificando —X .

(C) Si S termina, entonces termina verificando Y .

(D) S puede no terminar si se ejecuta bajo la condicion b.

[259] (Marzo, 94) Demostrad o refutad las siguientes afirmaciones
(A) SiS es sana, entonces 3X : X € P : [§.X]| < S siempre termina.
(B) [#>1—nadaOxz >1— aborta] = aborta.

(C) Ningun estado inicial asegura que la sentencia [x >0 — z:=20x > 1 — z:=
3] termina verificando x = 2.

(D) [b—SO-b— S'] es determinista.
Sean S, T dos sentencias sanas y deterministaa. Probad que la sentencia con trans-

formador de predicados U.X = b A S.X ANT.X se puede escribir en el lenguaje de
Dijkstra, y es determinista.



Bibliografia

[Alagic y Arbib, 1978] Alagic, S. y Arbib, M. (1978). The Design of Well-
Structured and Correct Programs. Springer-Verlag, New-York.

[ANSI-83, 1983] ANSI-83 (1983). Reference Manual for the Ada Programming
Language. U.S. Government (Ada Joint Program Office). Reimpreso en
[Horowitz, 1983].

[Apt, 1988] Apt, K. R. (1988). Proving Correctness of Concurrent Programs: A
Quick Introduction. En Borger, E. (ed.), Trends in Theoretical Computer Science,
pp- 305-345. Computer Science Press.

[Arsac, 1985] Arsac, . (1985). Teaching Programming. En Griffiths, M. y Tagg,
E. (eds.), The role of programming in teaching Informatics. Proc. IFIP, TC3, Wor-
king Conference on Teaching Programming, Paris, 7-9 mayo’84, pp. 3-6. Elsevier
Science Pbl., Amsterdam.

[Babbage, 1864] Babbage, C. (1864). De la Maquina Analitica. En Perspectives
on Computer Revolution. Prentice-Hall, New Jersey. Traduccién al castellano,
Alianza, Madrid (1975) de la del inglés (1970).

[Barendregt, 1984] Barendregt, H. P. (1984). The Lambda Calculus, Its Syntax and
Semantics, volumen 103 de Studies in Logic and the Foundations of Mathematics.
North-Holland, Amsterdam. Edicién revisada de la primera (1981).

[Berg y 0., 1982] Berg, H. y o. (1982). Formal Methods of Program Verification and
Specification. Prentice-Hall, New Jersey.

[Bird y Wadler, 1988] Bird, R. y Wadler, P. (1988). Introduction to Functional Pro-
gramming. Pretice-Hall.

[Cauchy, 1821] Cauchy, A. L. (1821). Cours d’analyse. En Oeuvres Complétes
(1I¢ Série), volumen 3. Ecole Royale Polytechnique. Reeditado en forma fac-
similar por SAEM Thales (1999).

[Dijkstra, 1981] Dijkstra, E. (1981). Why correctness must be a mathematical
concern. En Boyer, R. y Moore, J. S. (eds.), The correctness problem in computer
science. Academic Press, London.

[Dijkstra, 1982] Dijkstra, E. (1982). The equivalence of bounded nondetermi-
nacy and continuity. En Dijkstra, E. (ed.), Selected Writings on Computing: A
personal Perspective, pp. 358-359. Springer-Verlag.

339



340 BIBLIOGRAFIA

[Dijkstra, 1990] Dijkstra, E. (ed.) (1990). Formal Development of Programs and
Proofs. Addison-Wesley. The Year of Programming.

[Dijkstra y Feijen, 1984] Dijkstra, E. y Feijen, W. (1984). Een methode van
J y rey J y rey
programmeren. The Hague: Academic Service. traducido al inglés en
[Dijkstra y Feijen, 1988].

[Dijkstra, 1976] Dijkstra, E. W. (1976). A Discipline of Programming. Prentice-
Hall.

[Dijkstra y Feijen, 1988] Dijkstra, E. W. y Feijen, W. (1988). A Method of Pro-
gramming. Addison-Wesley, Massachusetts.

[Dijkstra y Scholten, 1990] Dijkstra, E. W. y Scholten, C. S. (1990). Predicate Cal-
culus and Program Semantics. Springer-Verlag, New York.

[Field y Harrison, 1988] Field, A. y Harrison, P. (1988). Functional Program-
ming. Addison-Wesley.

[Floyd, 1967] Floyd, R. W. (1967). Assigning Meanings to Programs. En
Schwartz, J. T. (ed.), Mathematical Aspects of Computer Science, volumen 19 de
Symposia in Applied Mathematics, pp. 19-32. American Mathematical Society,
Providence, RI.

[Gehani y McGettrick, 1988] Gehani, N. y McGettrick, A. (1988). Concurrent
Programming. Addison-Wesley.

[Gries, 1981] Gries, D. (1981). The Science of Programming. Springer-Verlag,
New-York.

[Hebenstreit, 1985] Hebenstreit, J. (1985). Teaching programming to every-
body, why? to whom? what? En Griffiths, M. y Tagg, E. (eds.), The role of
programming in teaching Informatics, Proceed. IFIP, TC3, Working Conference on
Teaching Programming, Paris, 7-9 mayo, 1984, pp. 17-21. Elsevier Science Pbl.,
Amsterdam.

[Hehner, 1984] Hehner, E. (1984). The Logic of Programming. Prentice-Hall, New
Jersey.

[Hennessy, 1990] Hennessy, M. (1990). The Semantics of Programming Languajes;
An Elementary Introduction using Structural Operational Semantics. Wiley.

[Hoare, 1969] Hoare, C. (1969). An Axiomatic Basis for Computer Program-
ming. Communications of the ACM, 12(10):576-580. Reimpreso en C.ACM,
26(1):53-56, 1983, y también en [Hoare y Jones, 1989]:45-58.

[Hoare, 1971] Hoare, C. (1971). Computer Science. New Lectures Series, 62.
reimpreso en [Hoare y Jones, 1989]:89-101.

[Hoare, 1978] Hoare, C. (1978). Communicating Sequential Processes. Commiu-
nications of the ACM, 21(8). Reimpreso en [Gehani y McGettrick, 1988]:278-
308, y también en [Horowitz, 1983]:311-322.

[Hoare, 1985] Hoare, C. (1985). Communicating Sequential Processes. Prentice—
Hall, New Jersey.



BIBLIOGRAFIA 341

[Hoare y Jones, 1989] Hoare, C. y Jones, C. (1989). Essays in Computing Science.
Prentice-Hall.

[Horowitz, 1983] Horowitz, E. (1983). Programming Languages. A grand Tour.
Computer Science Press.

[Horowitz y Sahni, 1978] Horowitz, E. y Sahni, S. (1978). Fundamentals of Com-
y y
puter Algorithms. Comp. Science Press.

[Huet, 1990] Huet, G. P. (1990). A Uniform approach to Type Theory. En
Huet, G. (ed.), Logical Foundations of Functional Programming, pp. 337-397.
Addison-Wesley:.

[Knuth, 1968] Knuth, D. E. (1968). The Art of Computer Programming. Vol. 1:
Fundamental Algorithms. Addison-Wesley, Massachusetts. Segunda edicién
(1973). Traducido al castellano en Ed. Reverté, Barcelona.

[Kowalski, 1979] Kowalski, R. (1979). Logic for Problem Solving. Elsevier Sc.
Publ. Co. Traduccién al castellano en Diaz de Santos, Madrid (1986), con el
titulo Légica, Programacién e Inteligencia Artificial.

[Liskov y Zilles, 1974] Liskov, B. y Zilles, S. (1974). Programming with abstract
data types. En Proc. ACM SIGPLAN Conference on Very High Level Languages,
volumen 9, 4, pp. 50-59.

[Manna, 1974] Manna, Z. (1974). Mathematical Theory of Computation. McGraw-
Hill.

[Meyer, 1988] Meyer, B. (1988). Object-Oriented Software Construction. Prentice—
Hall.

[Morris, 1990] Morris, J. (1990). Programs from Specifications. En Dijkstra, E.
(ed.), Formal Development of Programs and Proofs, pp. 81-115. Addison-Wesley.
The Year of Programming.

[Nielson y Nielson, 1992] Nielson, H. y Nielson, F. (1992). Semantics with Ap-
y y p
plications. Wiley.

[Popek y Horning, 1977] Popek, G. y Horning, J. (1977). Notes on the Design
of Euclid. ACM SIGPLAN Notices, 12(3):11-19.

[Ruiz Jiménez et al., 2000] Ruiz Jiménez, B. C., Gutiérrez Lépez, F., Guerrero
Garcia, P, y Gallardo Ruiz, J. E. (2000). Razonando con Haskell. Una Introduc-
cién a la Programacion Funcional. José E. Gallardo Ruiz (editor).

[Schmidt, 1988] Schmidt, D. (1988). Denotational Semantics. Allyn and Bacon.

[Shapiro, 1987] Shapiro, E. (1987). Concurrent Prolog. Collected Papers. MIT
Press, Cambridge. Dos volimenes.

[Sperschneider y Antoniou, 1991] Sperschneider, V. y Antoniou, G. (1991). LO-
GIC. A Foundation for Computer Science. Addison Wesley.

[Ueda, 1985] Ueda, K. (1985). Guarded Horn Clauses. Informe Técnico nim.
103, ICOT, Tokyo. También en [Shapiro, 1987]:(Vol.1,140-156).



342 BIBLIOGRAFIA

[van Gasteren, 1990] van Gasteren, A. (1990). On the Formal Derivation of a
Proof of the Invariance Theorem. En Dijkstra, E. (ed.), Formal Development of
Programs and Proofs, pp. 49-54. Addison-Wesley. The Year of Programming.

[Wegner, 1984] Wegner, P. (1984). Capital-intensive software technology. IEEE
Software, pp. 7-45.

[Wirth, 1973] Wirth, N. (1973). Systematic Programming. Prentice-Hall, New
Jersey. traduccién al castellano en Ed. El Ateneo, Buenos Aires (1982).

[Wirth, 1976] Wirth, N. (1976). Algorithms + Data Structures = Programs.
Prentice-Hall, New York. traduccién al castellano en Ed. del Castillo, Ma-
drid, 1980.

[Wirth, 1983] Wirth, N. (1983). On the Design of Programming Langua-
ges. En IFIP, 1974, pp. 386-393. North-Holland Pub. Comp. reimpreso en
[Horowitz, 1983]:23-30.

[Wirth y Hoare, 1973] Wirth, N. y Hoare, C. (1973). An Axiomatic Definition
of the Programming Language PASCAL. Acta Informatica, 2(4):335-355. Re-
impreso en [Hoare y Jones, 1989]:153-169.



