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Dias de asistencia a clase en el parcial 3°:
1 2[]3[4]57]6 [total 1o [1],[2]

PuNTos: | 1.5 | 1.5 | 1.5 | 1.5 | 1.5 | 1.5 | 10.0 | Parciates{ 20 [3],[4] Parciales| °| °| ©
3°: ,@

Sea S un programa sano verificando [S.(a A b) = Clierto]; demuestra que entonces [S.—b = Falso|. ;Qué in-
terpretacion tiene?

La interpretacién es ...

Escribe un programa S indeterminista satisfaciendo [S.(x = 1) = Clierto] [S.(y = 1) = Falso|. Prueba que
es indeterminista.



Seael bucle R = *[b— nadacb — aborta] . Utilizando la seméntica en términos de puntos fijos, demuestra
[R.X = -b A X] (prueba y usa [SI.-b = Falso)).

;, Qué interpretacion tiene?

;Cambia la situacién si sustituimos la sentencia nada por otra sentencia arbitraria?

Enuncia el Teorema de los Contadores Generalizados

Justifica la siguiente frase: “si t es un contador generalizado para un conjunto finito bien construido C, entonces
el nimero de pasos del bucle esta acotado por el cardinal de C.
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Sea el procedimiento recursivo
m=[] i>10—i:=1i—2
i <10 —i: =i+ 3;m]
Traza una llamada al procedimiento m para los valores iniciales de ¢ = 13,12,11,10,9,8,... ;Qué puedes conje-

turar sobre el comportamiento de m para estos valores?
La siguiente tabla ilustra el resultado de la traza

valor inicial ded |13 [ 12|11 |10| 98] 7] 6|5 ... |
valor final de ¢ | 11|10 9[11[10[9[11[10]9]...|

La tabla anterior se va completando segiin valores decreciente; por ejemplo, para ¢ = 10,

valor de ¢ | sentencia a ejecutarl3 | comentario
10 m | sem. puntos fijos y semantica selectiva
10 1:=1+ 3;m | sem. asignacién
13 m | sem. puntos fijos y seméntica selectiva
13 1:=1— 2 | sem. asignacion
11 O
de donde se conjetura VEk : k < 13 : [i = kAmZ = i =kA ’i:zQ—F(k—i—l)modS‘.Z ].

Probaremos lo anterior por induccién sobre k£ < 13.

CASOS BASE: 11 < k < 13:

1=k Am.Z
=11 < k <13, sem. puntos fijos y semantica selectiva
i=kNi:=i—-27
= - def. sustitucién, regla de Liebniz
i=kNi:=k—27
= " def. sustitucién, regla de Liebniz, 11 < k<13 = 94 (k+1)mod3 =%k —2
i=kANi:=9+(k+1)mod3

PASO INDUCTIVO: k£ < 10:

t=kAm.Z

= k <10, sem. puntos fijos y semantica selectiva
it=kANi:=i+3m.2

= .- def. sustituciéon
i=i+3.(i=k+3Am.2)

=Hl parak+3, k+3<13
i=i+3.(i=k+3Ai:=9+((k+3)+1)mod3)

= -’ def.sustitucion, lema de sustitucion
i=kANi:=9+ (k+3+1)mod3)

= (k+34+1)mod3 = (k+ 1)mod 3, Leibniz
i=kANi:=94+(k+1)mod3)

OBSERVACION: También se podria haber probado la férmula

Vk:k<13: [i=kAm.Z = i=kNi:=9+(i+1)mod3.7Z |

también por induccién; en ese caso el paso inductivo seria:

PASO INDUCTIVO: k < 10:

1=k Am.Z

=k <10, sem. puntos fijos y semantica selectiva
i1=kANi:=1+3m.Z

= .- def. sustitucion




i=1+3.(i=k+3Am.2)

=--HI k+3<13
i=14+3.(i=k+3Ni:=9+ (i+1)mod3)

= .- def. sustitucion
i=kANi:=i4+34:=94 (i + 1)mod3

= ' Lema de sustitucion
i=kANi:=94+(i+3+1)mod3

= (i+3+1)mod3 = (i + 1) mod 3, Leibniz
i=kANi:=94+(i+1)mod3

ESTUDIO DE PROCEDIMIENTOS GENERICOS DE LA FORMA:

m=[ i>a—S
i<a—i:=i+3;m]

donde B(> 0) y « son enteros, y en la sentencia S no aparece m'.
En primer lugar veamos que podemos simplificar el estudio si sustituimos S por la sentencia nada. Mas
concretamente, veamos que m’ tiene la misma seméantica que m; S donde m estéd dado por

m=[ i>a— nada
i<a—i:=1i+p;m]

En efecto: Sabemos que m.Z es el menor punto fijo de la ecuacién en Y':
Y=i>aANZVi<aAi:=i+}pY] (1)
Ademés, m'.Z es el menor punto fijo de la ecuacién en Y':
Y=i>aANSZVi<aAhi=i+fpY] (2)
De la misma forma que m.Z satisface (1), tenemos que m.(S.Z) satisface la equivalencia:
m.(S.Z2)=i>a N (SZ)Vi<aAi=i+pFm.SZ]

de donde, m.S.Z es solucién de (2), de donde obtenemos [m’.Z = m.S.Z]. La implicacién reciproca se prueba
en forma parecida: m’.Z es solucién de la ecuacién

Y=i>aANSZVi<aAi:=i+ Y] (1)

cuya menor solucién es m.(S.Z), de donde [m.S.Z = m'.Z]. En definitiva [m'.Z = m.S.Z], y podemos reducir el
estudio de m/ al de m.
Ahora consideremos la traza del procedimiento m para valores descendentes de i:

Valorinicialdei‘a—i—ﬁ‘a—i—ﬁ—l‘...‘a—i—l‘ a‘ 04—1‘...‘a—ﬂ—l—l‘a—ﬂ‘a—ﬂ—l‘...‘
valorﬁnaldez’\a—i—ﬂ‘a—i—ﬂ—l‘... ‘a—i—l‘a—l—ﬁ‘oﬁ—ﬂ—l\... ‘ a—i—l‘a—i—ﬁ‘oﬁ-ﬂ—l‘...‘
Oservamos el ciclo de valores finales a+ 0, a+5—1,...,a+1, de donde podemos conjeturar que el comportamiento

de m es el mismo que el de la sentencia i := a«+ 1+ (i — a — 1) mod 3 para valores i < « + (3. Es decir:

Vk:k<a+p: [i=kAmZ = i=kNi=a+1+ (i—a—1)mod/[]

La demostracién es similar a la prueba anterior, o sea, por induccién sobre k < o + S.
CASOSBASE: a+1<k<a-+8:

i=kAm.Z

= a+1<k< a+ 8, sem. puntos fijos y seméntica selectiva
i =k A nada.Z

= - def. sustitucion, regla de Liebniz
t=kANi:=1i2




= def. sustitucién, regla de Liebniz, a+1<i<a+f = 0<i—a—-1<f-1 = a+1+(i—a—1)modf =1
i=kNi=a+1+(i—a—1)modf

PASO INDUCTIVO: k < a:

1=k ANm.Z
= k < a, sem. puntos fijos y semantica selectiva
i=kANi:=i4+0.m.Z
= .- def. sustitucion
i=i+p.(i=k+0Am.2)
= HlLparak+0<a+p
i=i+p.(i=k+08ANi:=a+1+(i—a—1)modf)
= - def.sustitucion, lema de sustitucion
i=fNi=i:=a+14+(i+F—a—1)modf
=@+ —a—1)modf = (i+ a— 1)mod 3, Leibniz
i=kANi:=a+14+(i—a—1)modf

Por ejemplo, el procedimiento definido en la forma:
m=1[ i>20— nada
i <20 —>i:=1i+6;m]
tiene el comportamiento Vk : k <26 :[i=kAm.Z=i=kANi: =214 (i—21)mod6] o lo que es lo mismo:
Vk:k<26:[i=kAmZ=i=FkAi:=21+(i—3)mod6]
y por tanto, el procedimiento
m =] i>20—i=i+6
i <20 —i:=i+6;m]
tiene el siguiente comportamiento Vk: k <26:[i=k Am.Z=i=k N i:= 27+ (i — 3) mod 6]
Los procedimientos definidos en la forma:s:

m=[] i<a—S
i>a—i:=i—[F;m]

donde 3 > 0 se estudian en la misma forma si en la sentencia S no aparece m/.

@ Consideremos la légica de Hoare estandar para un lenguaje sin bucles; es decir, con las reglas (ref), (:=), (;),
(si) indeterminista. Interpreta y prueba la equivalencia:

Fr{PYS;T{QY = AV B {P}S{Y} A Fr {Y}IP{Q}



Ejercicio complementario (puede sustituir al ejercicio 5)

Siendo A,B naturales positivos, sea el procedimiento para calcular el mem(A, B) (el minimo comin multiplo
de Ay B)

f=Az,y:eN=[ z<y— flz+Ay)
x>y — f(z,y+ B)
r=y—m:=z]|}
Probad: [f(A, B).(m = mem(A, B)]
AYUDA. Probad por induccién sobre (p,q) € NT x Nt

Vp,q:p,q €NT :p g<mem(A,B) Ap€ A* A g€ B* = [f(p,q).(m = mem(A, B)]

utilizando las siguientes propiedades del mem

1) a,b<mem(a,bd)

2) mem(a,b) = mem(b, a)

3) aa< fb<mem(a,b) = (a+1)a < mem(a,b)
4) aa = pb < mem(a,b) = aa=mem(a,b)

A~~~ S~

NOTA. A*® denota los miltiplos postivos de A.



