E.T.S.I. Informdtica. Segundo Parcial, 1 Diciembre 2005 APBELLIDOS:  SOLUCIONES

Lenguajes de Programacién (tercer curso)

NOMBRE:
1 2 3 4 5 6 7 | Total O si
PUNTUACIONES: | 20 | 1.0 [ 1.5 | 1.5 20| 1.0 | 1.0 10.0 o ilo } deseo que se publique mi calificacién

Consideremos la légica de Hoare con las reglas (nada), (:=), (ref), (;), (st), (buc). Prueba la siguiente propiedad
Si by {P}S; T{Q} entonces existe un predicado I tal Fy {P}S{I}, ademds de Fy {I}T{Q}

La interpretacién de la implicacién es sencilla: Si la sentencia compuesta S;7T termina para cada estado
inicial que satisfaga P, entonces S termina para cada uno de éstos estados, y es posible capturar todos sus posibles
estados finales a través de cierto predicado I tal que es precondicién suficiente también para la terminacion de la
sentencia T en las mismas condiciones @ (o estados finales posibles) que la sentencia compuesta.
Para probar la implicacion anterior utilizaré la técnica . . . induccién sobre la derivacién. El tripletet = {P}S;T{Q}
solo es posible inferirlo a partir de dos reglas: (;) y (ref). Si ¢ ha sido inferido de la regla (;), tendremos en el
antecedente de la regla cierto predicado I satisfaciendo {P}S{I}, ademdas de {I}T{Q}, y por tanto este es el
predicado buscado. Si t ha sido inferido de la regla (ref) es porque en el antecedente tendremos algo como :

P = P]A{PYST{QY AR = Q)

= *.» HI existe un predicado I,
[P = PIAL{PRS{I} AMIIT{Q} N Q= ()]
= "' regla de refinamiento dos veces

{P}YS{I} AMITT{Q}

Sea B el calculo obtenido al eliminar la regla (:=). (Es cierta la propiedad:

Fs{P}S{Q} = [P=Q] 7

Si intentamos una prueba por induccién sobre la derivacion, veamos donde estd el problema. El triplete
t = {P}S{Q} puede ser inferido a partir de cualquier regla, salvo (:=) que la hemos eliminado. El tnico caso
base corresponde a la regla (nada), para la cual P es igual sintacticamente a @, y por tanto es cierta la conclusién
[P = @)]. Sit ha sido inferido de la regla de la composicién tendriamos en el antecedente

{P}Si1{I} N {I}52{Q}, siendo S = S1; 5

= .- HI dos veces
P = IIAN[I = Q]
= -.* transitividad

P =
Si ¢ ha sido inferido de la regla (ref) es porque en el antecedente tendremos:

[P = PIA{PRS{QYAIQ = Q)

= - HIL
[P = PIAP = QINQ = Q]
= - transitividad de la implicacién
P = q]

Si t ha sido inferido de la regla para la selectiva es porque en el antecedente tendremos:
{P A b}Sl{Q} A [P A _‘b}SQ{Q}, siendo S = [[b —S5,0-b— SQ]]

= - HI dos veces,

[PAD = Q]AN[PA-D = Q]
= - CP

P = Q]

Finalmente, si ¢t ha sido inferido de la regla del bucle no necesariamente se tiene la conclusién; por ejemplo, ya
que es cierto Fg {x > 0}nada{x > 0}, entonces aplicando la regla del bucle podemos obtener Fg {z > 0} x [ >
0 — nada] {z > 0 A z < 0}, pero sin embargo no necesariamente es cierta la implicacién [z >0 = 2 >0 A 2 < 0]
(esta implicacién solamente es cierta para aquellos espacios de estado verificando ocurre [z < 0]).



En definitiva, si dejamos la regla del bucle, la implicacién es falsa; si eliminamos también la regla del bucle, la
implicacién es cierta. La justificacién es simple: si eliminamos estas dos reglas, los programas “no hacen nada”, y
por ello la precondicién inicial asegura la final ya que las variables no se alteran. Si incluimos los bucles, existen
bucles que no terminan y con tripletes correctos.

Enuncia el Teorema de los Contadores:

Véase libro, pagina 105.

Pretendemos demostrar que el siguiente programa computa la mediana med(Q1, Q2, @3, Q4, Q5) de los datos
Q1,...,Qs5, perteneciendo éstos a una estructura con una relacion de orden total:
Q1,425 3, 44, @5 = Q1, Q2, Q3, Qu, Qs;
[ o> a0:=aq,4q
O @q2>43— 43,92 = q2,43
O ¢3>q4—G3,q4:= 04,43

O 43> g5 — 43,95 := g5, 93 | {g3 = med(Q1, Q2, Q3, Q1, Qs)
Busca un invariante para probar la correcciéon via el Teorema de los Contadores.

Basta tomar I = ... (¢1,92,43,q4,q5) € Per(Q1,Q2,Qs3,Q4,Q5), siguiendo un esquema parecido al de la
péagina 109 del libro. Por el teorema de los contadores podriamos obtener el triplete:

[ >a— - J{I ANq1,2 < g3 < qu, g5}

Pero el predicado poscondicién conduce a g3 = med(Q1, Q2, Q3,Q4,Q5) ya que
(1) Si q1,92 < g3 < qa, g5 entonces g3 = med(q1, 92, 43,94, 45), ¥

(2) El invariante asegura med<Q17 Q27 Q37 Q47 Q5) - med(Qh 42,493,494, QS)
Luego bastard demostrar que el predicado I se satisface antes del bucle, lo cual es trivial ya que tenemos

{(Q17Q27Q3?Q47Q5) € PeT(Qla QzaQ37Q47Q5)}Q1aQZ,QB7Q4aQS = Q17Q27Q3,Q47Q5{I}

y al ser cierto el predicado precondicién ptle, entonces la sentencia de inicializacién conduce al invariante ptle.

. 1, sigy >
Prueba que t = 613+ 91,4 +015+ 623+ 24+ 025+ 634+ I35 es un contador, donde 9, = { 0 21 Zx - Zy
) r > (y
Hay que probar ... las 3 condiciones del teorema de los contadores (cuadro de la pagina 109). La inva-
riabilidad de I es muy facil. La tercera [/ A b; = t > 0] es trivial. En efecto: Obsérvese que al ser ¢ una suma
de ceros o unos, siempre tendremos [t > 0]; y por otro lado, cada guarda obliga que cierto término ¢ de la suma
t = 613+ -+ 035 sea positivo (por ejemplo, [g2 > g3 = d23 = 1]).
Veamos finalmente cada implicacién [b; = wdec(S},t)]. Por simetria basta probar una sola de éstas. Veamos
por ejemplo [q2 > g3 = wdec(qs, g2 := g2, g3]t)]; manipulemos, ptle, la parte derecha:
wdec(q3, g2 := G2, q3]t)
= ' Lema 6.43
012+ 01,4+ 015+ 032 + 034 + 035 + 024 + 025 <013+ 0014+ 015+ 023+ 24 + 25+ 034+ 935
= - simplificando términos iguales
012+ 032 < d13+ 023
< " siga > g3, entonces 9320 =0y d23 =1
g2 >q3 No1p<di13+1
= >q = 012 < 5173](*), regla de oro
42 > q3
La tdltima implicacién (x) [g2 > q3 = 012 < 51,3] es muy facil; supongamos gz > ¢3; si 61,2 = 0 la desigualdad
es trivial ya que [5x7y > 0]; si 01,2 = 1 es porque q1 > g2, y junto a g2 > g3 conduce a q; > g3, o lo que es lo mismo
01,3 =1 y los dos miembros de la desigualdad son iguales a 1.




@ Aplica el teorema de los contadores para concluir que el programa calcula la mediana con un méaximo de 8
intercambios, siendo ademas t el mejor contador.

Por el teorema de los contadores el programa termina siempre, y calcula la mediana. Puesto que el contador
se decrementa en una unidad al menos conservandose positivo con la guarda del bucle, una cota del ntimero
de intercambios realizados viene dada por una cota del valor inicial del contador, que al tener 8 sumandos,
verificard siempre [t < 8]. Ademas t el mejor contador ya que existen ejecuciones del bucle con 8 iteraciones. En
efecto; por ejemplo, consideremos la situacién inicial:

(Q17Q27Q37Q47Q5) = (QI7QQaQ3aQ47QS) == (574737 27 1)

y consideramos la siguiente tabla donde aparece la guarda seleccionada en cada ejecucion del cuerpo del bucle, los
valores de las variables y el valor de t:

guarda seleccionada | g1 g2 g3 q4 g5 |t
2 5 4 3 2 118

1 5 3 4 2 1|7

3 4 3 5 2 116

4 4 3 2 5 115

2 4 3 1 5 2|4

1 4 1 3 5 213

3 4 1 4 5 212

1 3 1 2 5 411

2 1 3 5 410

Demuestra que es posible obtener la mediana de 2NV + 1 datos de una estructura con una relaciéon de orden
total con a lo sumo N (N + 1) intercambios.

En efecto. Consideremos 2N + 1 datos y el mismo nimero de variables. entonces, la prueba de la correccion
del programa:

q1,42, ..., 42N+1 ‘= Qh Q27 o 7Q2N+l;
q1 > gN+1 — gN+1,91 ‘= q1,dN+1
q2 > gN+1 — gN+1,92 = 42, dN+1

*
—

dN > gN+1 = N+1,9N ‘= N, dN+1
gN+2 < gN+1 = GN+1,4N+2 ‘= gN+2, N +1
gqN+3 < gN+1 — N+1,9dN+3 ‘= qN+3,dN+1

OooOooOoo0o0Ooao

G©N+1 < gN+1 = AN+1, ©2N+1 = @N+1,dN+1 ] {gv+1 = med(Q1, ..., Qan41)}

puede hacerse en forma similar a la anterior. Ahora el contador debera ser:

t = 51,N+1 +51,N+2 +... +51,2N+1+
do, N1 oo N+1+ ... +22N41+
OINN+1 FONN41+ ... +ON—12N+1
FOINFI,N42 + ... FONF12N+1

que contiene (N 4+ 1)N + N = (N + 2)N sumandos.



